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　　摘 　要 : 　利用电磁场积分方程的伽略金法求解理想导体电磁散射问题时需要计算奇异性的二重面积分 (即 4 维

积分) . 伽略金法的基函数和检验函数广泛采用 RWG(Rao2Wilton2Glisson) 矢量基函数. 传统上采用奇异值提取技术和

Duffy 坐标变换法处理该奇异性积分 ,本文提出了一种更为精确和高效的计算方法 ,该新方法通过参数坐标变换、相对

坐标变换、积分区域分解和广义 Duffy 坐标变换相结合的技术消除了被积函数的奇异性并降低了原 4 维奇异性积分的

数值积分维数. 通过计算实例证明该方法的精确性和高收敛特性.
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Abstract : 　The Galerkin’s method solution of electromagnetic field integral equations for electromagnetic scattering problems of

perfectly conducting object requires calculation of singular double surface integrals. The RWG(Rao2Wilton2Glisson) vector basis func2
tions are usually applied as basis functions and testing functions. The singularity extraction technique and Duffy coordinate transforma2
tions have been traditionally used to treat these singular integrals. A more accurate and efficient method are presented. This new method

removes the singularity in the integrand and allows the reduction in dimensionality of original 42dimensional integrations by using com2
bination of parametric coordinates ,relative coordinates ,domain decomposition and general Duffy coordinate transformations. The accu2
racy and good convergence properties of the new method are demonstrated by some numerical examples.
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1 　引言

　　求解电磁场积分方程的矩量法已广泛用于分析理想导

体目标的散射问题 [1 ] . 而矩量法中最为精确和广泛采用的伽

略金法需要计算奇异性函数的两重面积分 (即 4 维积分) . 该

4 维奇异性积分的精确快速计算直接影响到求解电磁场积分

方程的矩量法的计算效率和求解精度. 平面三角形单元拟合

及 RWG矢量基函数以其灵活性和实用性而得到广泛的应

用[2 ] .对应于场点的外层面积分一般采用如高斯积分法的直

接数值积分法 ,而对应于源点的内层奇异性积分常用奇异值

提取技术 (Singularity Extraction Technique) [3 ,4 ]和 Duffy 坐标变

换法 (Duffy Coordinate Transformations) [5 ,6 ] . 奇异值提取法的奇

异性积分部分具有解析积分结果 ;但非奇异性积分部分的被

积函数不满足连续可导的条件 ,将严重影响了高斯积分法的

积分精度. Duffy 坐标变换法可以处理一阶奇异性积分并具有

广泛的适用性 ;但是 Duffy 坐标变换法的计算量相对较大 ,且

用于窄形三角形单元时积分误差较大 [7 ] .

利用伽略金方法求解磁场积分方程需要计算二阶奇异

性积分. 对于平面三角形单元拟合和 RWG矢量基函数 ,场点

和源点在同一个三角形单元上时该二阶奇异性积分具有解

析结果. 由于对应于场点的外层面积分仍然存在对数奇异

性 ,需要选择适当的数值积分法 ,如可将场三角形单元上的

面积分转换成非奇异性的围线积分来消除对数奇异性 [8 ] .

本文利用参数坐标变换、相对坐标变换将奇异性或近奇

异性积分的积分区域进行重新分区 ,然后利用广义 Duffy 坐

标变换将奇异性积分转换成非奇异性积分 ;同时 ,在此过程

中 4 维积分的某些维积分可以解析求出、降低了数值积分的

积分维数 ,提高了数值积分效率和计算精度并具有更好的收

敛性能 ;同时 ,该方法也克服了上述传统数值积分法的缺点.

2 　电场、磁场积分方程的伽略金法离散求解

　　假设 S 为位于均匀介质中的理想导体表面 ,则入射场

Einc ( r) 、Hinc ( r) 将在理想导体表面 S 上产生感应电流 J ( r) ,

而 J ( r) 又要产生散射场 Escat ( r) 、Hscat ( r) . 利用理想导体表

面上切向场所满足的边界条件 ,可以得到电场和磁场积分方

程为[1 ]
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Einc
tan ( r) =

j
ωε

( ¨ ¨·+ k2)∫S
J ( r′) G( r , r′) dS′

tan
, r ∈S

(1 a)

Hinc
tan ( r) = J ( r) - n ×¨ ×∫S

J ( r′) G( r , r′) dS′
tan

, r ∈S

(1 b)

其中下标“tan”表示切向分量 ;格林函数 G ( r , r′) = e - i kR/

(4πR) 且 R = | r - r′| 表示场点和源点之间的距离 ;ε和 k 分

别为散射体周围介质的介电常数和波数.

为了利用电场或/ 和磁场积分方程数值求解表面的未知

电流 J ( r) ,首先将理想导电目标的表面用平面三角形单元

拟合 ,然后电流 J ( r)可用基函数 fn ( r) ( n = 1 ,2 , ⋯, N) 展开

为

J ( r) = ∑
N

n =1

Infn ( r) (2)

其中 In 为与基函数 fn ( f) 相关的待求系数 ,而基函数 fn ( r) 选

为最为常用的 RWG基函数[2 ] ,

　fn ( f) =
lnρ+

n / (2A +
n ) = ln ( r - r + ) / (2A +

n ) , 　r ∈T +
n

lnρ
-
n / (2A -

n ) = ln ( r - - r) / (2A -
n ) , 　r ∈T -

n

(3)

其中 ln 为三角形单元 T +
n 和 T -

n 公用边的长度 ; A +
n 和 A -

n 分

别为三角形单元 T +
n 和 T -

n 的面积. 将展开式 (2) 代入式 (1) 并

采用伽略金法可得矩阵方程 ,

ZE·I = VE , 　ZH·I = VH (4)

其中

I ( m) = Im (5)

VE ( m) =∫S
m

fm ( r) ·Einc ( r) dS ,

VH ( m) =∫S
m

fm ( r) ·Hinc ( r) dS (6)

　ZE ( m , n) =
j
ωε∫S

m
∫S

n

[ k2 fm ( r) ·fn ( r′) - ¨·fm ( r) ¨′

·fn ( r′) ] G( r , r′) dS′dS (7)

　ZH ( m , n) =
1
2∫S

m

fm ( r) ·fm ( r) dS -∫S
m
∫S

n

fm ( r)

·n ×f n ( r′) ¨ G( r , r′) dS′dS (8)

其中 n 为散射体表面的单位外法向矢量 ,式 (8) 中第二个积

分已提出了柯西主值.

3 　奇异性积分的精确快速计算

　　据阻抗矩阵元素的计算式 (7) 和 (8) ,电场和磁场积分方

程中矩量法中的奇异性积分总可以写成

Is =∫dTq
m∫dTp

n
F( r , r′)

Rv e - j kR , 　v = 1 ,2 (9)

其中 v = 1 ,2 分别对应电场和磁场积分方程矩量法中的奇异

性积分 ; F( r , r′) 表示关于场点坐标 r 或/ 和源点坐标 r′的任

意标量或矢量非奇异性函数 ; Tq
m 和 Tp

n 分别代表场三角形和

源三角形单元.

为了计算奇异性积分式 (9) ,首先定义参数坐标系 (即面

积坐标系) ,

(ζ1 ,ζ2) :0 ≤ζ1 ≤1 ;0 ≤ζ2 ≤ζ1 (10)

利用式 (10) ,笛卡儿坐标系中的任意三角形单元就被映射成

参数坐标系中的单位直角三角形单元. 利用三角形单元的三

个顶点坐标 ( r1 , r2 , r3) ,可将参数坐标系中空间点 r 映射到

三维笛卡儿坐标系中 ,即

r (ζ1 ,ζ2) = r ( �ζ) = (1 - ζ1) r1 + (ζ1 - ζ2) r2 +ζ2 r3 (11)

利用参数坐标变换式 (10) 和式 (11) ,奇异性积分式 (9) 可以写

成

Is = Ca∫
1

ζ
1

= 0∫
ζ

1

ζ
2

= 0∫
1

η
1

= 0∫
η

1

η
2

= 0

F( �ζ, �η)

Rv ( �ζ, �η)
e - j kR ( �ζ, �η)

dη2 dη1 dζ2 dζ1

(12)

其中 ,常数 Ca = 4Aq
mAp

n 为笛卡儿坐标系转化成参数坐标系过

程中的雅可比系数 ,而 Aq
m 和Ap

n 分别代表场三角形单元 Tq
m 和

源三角形单元 Tp
n 的面积.

下面 ,通过引入相对坐标系、重新划分积分区域、并利用

广义 Duffy 坐标变换将奇异性积分式 (12) 转换成为可以精确

快速计算的非奇异性积分.

311 　积分区域的分解

适当交换积分次序并引入相对坐标变换可将 4 维积分

式 (12) 变换成 6 个 4 维积分 . 为此 ,交换积分式 (12) 中对ζ2

和η1 积分的积分次序 ,可得

Is = Ca∫
1

ζ
1

= 0∫
1

η
1

= 0∫
ζ

1

ζ
2

= 0∫
η

1

η
2

= 0

F( �ζ, �η)

Rv ( �ζ, �η)
e - j kR ( �ζ, �η) dη2 dζ2 dη1 dζ1

(13)

若进一步引入相对坐标变换 ,

u1 =η1 - ζ1 ; 　u2 =η2 - ζ2 (14)

则积分式 (14) 变为

　Is = Ca∫
1

ζ
1

= 0∫
1 - ζ

1

u
1

= - ζ
1
∫
ζ

1

ζ
2

= 0∫
u

1
+ζ

1
- ζ

2

u
2

= - ζ
2

F( �ζ, �u)

Rv ( �ζ, �u)

e - j kR ( �ζ, �u) du2 dζ2 du1 dζ1 (15)

表 1 　积分式 (15) 的积分区域的分解

E1 - 1 < u1 < 0 u1 < u2 < 0 - u1 <ζ1 < 1 - u2 <ζ2 <ζ1 - ( u2 - u1)

E2 0 < u1 < 1 0 < u2 < u1 0 <ζ1 < 1 - u1 0 <ζ2 <ζ1

E3 - 1 < u1 < 00 < u2 < 1 + u1 u2 - u1 <ζ1 < 1 0 <ζ2 <ζ1 - ( u2 - u1)

E4 0 < u1 < 1 u1 - 1 < u2 < 0 - u2 <ζ1 < 1 - u1 - u2 <ζ2 <ζ1

E5 - 1 < u1 < 0 - 1 < u2 < u1 - u2 <ζ1 < 1 - u2 <ζ2 <ζ1

E6 0 < u1 < 1 u1 < u2 < 1
u2 - u1 <ζ1 　　

　< 1 - u1

0 <ζ2 <ζ1 - ( u2 - u1)

　　若将积分式 (15) 的积分区域作下列分解 ,

　∫
1

ζ
1

= 0∫
1 - ζ

1

u
1

= - ζ
1

·du1 dζ1 =∫
0

u
1

= - 1∫
1

ζ
1

= - u
1

·dζ1 du1

+∫
1

u
1

= 0∫
1 - u

1

ζ
1

= 0
·dζ1 du1 (16)

∫
ζ

1

ζ
2

= 0∫
u

1
+ζ

1
- ζ

2

u
2

= - ζ
2

· du2 dζ2 =∫
0

u
2

= - ζ
2
∫
ζ

1

ζ
2

= - u
2

· dζ2 du2 +∫
u

1

u
2

= 0

∫
ζ

1

ζ
2

= 0

· dζ2 du2 + ∫
u

1
+ζ

1

u
2

= u
1
∫
ζ

1
+ u

1
- u

2

ζ
2

= 0
·

dζ2 du2 (17)

这样 ,利用式 (16) 、(17) ,积分式 (15) 就被分成 6 个 4 维积分 ,
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并可统一地写成

En = Ca∫u
1
∫u

2
∫ζ

1
∫ζ

2

F( �ζ, �u)

Rv ( �ζ, �u)
e - j kR ( �ζ, �u) dζ2 dζ1 du2 du1 ,

n = 1 ,2 , ⋯,6 　(18)

据式 (16) 和 (17) ,表 1 给出了积分式 (18) 中的 6 个 4 维积分

的积分上下限 .

312 　场源三角形单元共面时奇异性积分的处理

当场源三角形单元共面 (即三角形单元的三个结点相

同) 时 ,利用参数坐标变换式 (11) 和相对坐标变换式 (14) ,可

得到场点 r 和源点 r′之间的距离为

　　　R = | r - r′| = | - ( r2 - r1) u1 - ( r3 - r2) u2|

= α1 u2
1 + 2α2 u1 u2 +α3 u2

2 (19)

其中

α1 = ( r2 - r1) ·( r2 - r1)

α2 = ( r2 - r1) ·( r3 - r2)

α3 = ( r3 - r2) ·( r3 - r2)

(20)

由式 (19) 可知 ,距离 R 仅仅是相对坐标 �u = ( u1 , u2) 的函数、

与参数坐标 �ζ= (ζ1 ,ζ2) 无关. 由此 ,积分式 (18) 可以写成

En = Ca∫u
1
∫u

2
∫ζ

1
∫ζ

2

F( �ζ, �u)
R ( �u)

e - j kR ( �u) dζ2 dζ1 du2 du1 (21)

值得注意的是 ,由于磁场积分方程的奇异性积分此时具有解

析结果 ,在式 (21) 中仅仅给出了伽略金法求解电场积分方程

所对应的奇异性积分 ( v = 1) . 由于对 �u 的积分区域的对称性

(如表 1 所示) ,很容易将 6 个积分 En 合并成为 3 个积分 ,

　Q1 = E1 + E2 = Ca∫
1

u
1

= 0∫
u

1

u
2

= 0∫
1 - u

1

ζ
1

= 0∫
ζ

1

ζ
2

= 0

F( �ζ, �u) + F( �ζ+ �u , - �u)
R ( �u)

e - j kR ( �u)
dζ2 dζ1 du2 du1 (22)

　Q2 = E3 + E4 = Ca∫
1

u
1

= 0∫
0

u
2

= u
1

- 1∫
1 - u

1

ζ
1

= - u
2
∫
ζ

1

ζ
2

= - u
2

F( �ζ, �u) + F( �ζ+ �u , - �u)
R ( �u)

e - j kR ( �u)
dζ2 dζ1 du2 du1 (23)

　Q3 = E5 + E6 = Ca∫
1

u
1

= 0∫
1

u
2

= u
1
∫

1 - u
1

ζ
1

= u
2

- u
1
∫
ζ

1
- ( u

2
- u

1
)

ζ
2

= 0

F( �ζ, �u) + F( �ζ+ �u , - �u)
R ( �u)

e - j kR ( �u)
dζ2 dζ1 du2 du1 (24)

由此 ,积分式 (12) 可以写成 3 个 4 维积分之和 ,

Is = ∑
3

l =1

Ql (25)

然而 ,积分式 (25) 仍然为奇异性积分 ,下面利用广义 Duffy 坐

标变换可以将该奇异性积分转换成非奇异性积分.

313 　广义 Duffy 坐标变换

由式 (19) 可以知道 ,积分式 (25) 的奇异点均在坐标原点

�u = 0. 广义 Duffy 坐标变换可以用来消除多维积分在原点处

的奇异性. 若对积分式 (22) ～ (24) 作如表 2 的广义 Duffy 坐标

变换 ,则每一个积分 Ql 中的距离 R ( �u ) = R (ω, x ) = ω

RD , l ( x) , du2 du1 =ωdωdx ;并且可由表 2 很容易证明 :对于每

一个 Ql ,不论取积分区域内的何值时 RD , l ( x) 始终不等于零 ,

因此积分式 (22) ～ (24) 就转换成了非奇异性积分. 另外 ,积分

式 (25) 中的各个 Ql ( l = 1 ,2 ,3) 在相对坐标系 ( u1 , u2) 中的积

分上下限不同 ,但通过表 2 所给出的广义 Duffy 坐标变换后 ,

在 Duffy 变换坐标 (ω, x) 系中却具有相同的积分区域 :单位正

方形 ,这给数值积分带来了极大方便.

由式 (7) 、(8) 和 (11) 可以知道 , F( �ζ, �u) 和 F( �ζ+ �u , - �u)

总是关于 �ζ的简单多项式 ,而距离 R 又与 �ζ无关 ,因此对坐

标 �ζ的积分可解析地求出. 若将积分 Ql 中对 �ζ的积分写成

Pl ( �u) = κ[ F( �ζ, �u) + F( �ζ+ �u , - �u) ] d�ζ (26)

则奇异积分式 (12) 最终可以表示成非奇异性积分 ,

Is = Ca∫
1

ω= 0∫
1

x = 0 ∑
3

l =1

Pl (ω, x)

RD , l ( x)
e - jωR

D , l
( x) dxdω (27)

通过上述的一系列变换过程 ,将原来具有奇异性的 4 维积分

式 (21) 就变成了 2 维非奇异性积分 . 由于积分式 (27) 的被积

函数中总是可以写成包含因子 ωle - j kωR
D , k

( x) ( l = 0 , 1 , ⋯) 的

形式 ,关于ω的积分总是可以解析地求出 ,因此积分式 (27)

仅

需作 1 维数值积分运

算、极大地降低了计

算量且该积分具有极

好的收敛特性.

表 2 　场源点共面时的广义Duffy 坐标变换

Q1 Q2 Q3

u1 ω ωx ωx

u2 ωx ω( x - 1) ω

314 　场源三角形单元共边( 即具有两个公共结点) 时奇异性

积分的处理

假设场源三角形单元的两个公共结点坐标为 r1 和 r2 ,

则由式 (11) 有

r - r′= - ( r2 - r1) u1 - ( r′3 - r2) u2 - ( r′3 - r3)ζ2 (28)

由上式知 ,仅当 u1 = u2 =ξ2 = 0 时场点和源点的距离 R = | r

- r′| = 0 ;同时 , r - r′和 R 均与ζ1 无关.

下面以 E1 为例来说明如何将奇异性积分式 (18) 转换成

非奇异性积分. 利用积分 (28) 和表 1 , E1 可以写成 ,

　　　E1 = Ca∫
0

u
1

= - 1∫
0

u
2

= u
1
∫

1

ζ
1

= - u
1
∫
ζ

1
- ( u

2
- u

1
)

ζ
2

= - u
2

F( �ζ, �u)

Rv ( �u ,ζ2)
e - j kR ( �u ,ζ

2
)

dζ2 dζ1 du2 du1 (29)

注意到 R ( �u ,ζ2) 与ζ1 无关 ,若交换积分式 (29) 中对ζ1 和ζ2

的积分次序 ,并将变换

�z = - �u , s2 =ζ2 + ( z1 - z2) (30)

代入积分式 (29) ,可得

　　　E1 = Ca∫
1

z
1

= 0∫
z
1

z
2

= 0∫
1

s
2

= z
1

e - j kR ( - �z , s
2

)

Rv ( - �z , s2)

∫
1

ζ
1

= s
2

F( �ζ, - �z) dζ1 ds2 dz2 dz1 (31)

由于 F( �ζ, - �z) 是关于ζ1 的简单多项式 ,对ζ1 的积分可以解

析求出 ;而其余的 3 维积分的积分区域为结点位于原点的四

面体. 若按循环方式交换式 (31) 的积分次序可得

　　　E1 = Ca∫
1

s
2

= 0∫
s2

z
1

= 0∫
z1

z
2

= 0

e - j kR ( - �z , s
2
)

Rv ( - �z , s2)

∫
1

ζ
1 = s2

F( �ζ1 , s2 ; - �z) dζ1 ds2 dz2 dz1 (32)

对积分式 (32) 作广义 Duffy 坐标变换 ,

s2 =ω, z1 =ωx1 , z2 =ωx1 x2 (33)
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则积分式 (32) 可以写成 ,

　　　E1 = Ca∫
1

ω= 0∫
1

x
1

= 0∫
1

x
2

= 0

ω2 x1e - j kR (ω, x
1

, x
2
)

Rv (ω, x1 , x2)

∫
1

ζ
1

=ω
F(ζ1 ,ω, x1 , x2) dζ1 dx2 dx1 dω (34)

积分式 (34) 中的为广义 Duffy 坐标变换式 (33) 的雅可比系数.

这样 ,原积分式 (29) 就变换成为单位立方体上的体积分. 同

时 ,将变换式 (30) 和广义 Duffy 坐标变换式 (33) 代入式 (28)

后 , Rv 可以表示成 Rv =ωvRv
D ,1 ( x1 , x2) ,且 x1、x2 取积分区域

内的任意值时 RD ,1 ( x1 , x2) 始终不为零. 因此积分式 (34) 为一

非奇异性积分 ,并可明确地表示成为

　　　E1 = Ca∫
1

ω= 0∫
1

x
1

= 0∫
1

x
2

= 0

ω2 - vx1e - jωkR
D ,1

( x
1

, x
2
)

Rv
D ,1 ( x1 , x2)

∫
1

ζ
1

=ω
F(ζ1 ,ω, x1 , x2) dζ1 dx2 dx1 dω (35)

其余 5 个积分 En ( n = 2 , ⋯,6) 可以采用类似方法的处理 ,且

从坐标 �u 和�ζ到广义 Duffy 变换坐标 (ω, x1 , x2) 的变换关系

如表 3 所示. 与前面场源三角形单元共面时相同 ,积分式 (35)

中对ω的积分也具有解析结果 ,因此积分式 (35) 仅需作 2 维

数值积分运算 ,并且各个积分 En ( n = 1 ,2 , ⋯,6) 均具有相同

的数值积分区域 :单位立方体.

表 3 　具有公共边的两个三角形单元的广义Duffy 坐标变换

E1 E2 E3 E4 E5 E6

u1 - ωx1 ωx1 - ωx1 x2 ωx1 x2 - ωx1 x2 ωx1 x2

u2 - ωx1 x2 ωx1 x2 ωx1 (1 - x2) - ωx1 (1 - x2) - ωx1 ωx1

ζ2 ω(1 - x1 + x1 x2) ω(1 - x1) ω(1 - x1) ω(1 - x1 x2) ω ω(1 - x1)

315 　场源三角形单元具有 1个公共结点时奇异性积分的处理

若两个相邻三角形单元具有一个公共结点 r1 ,由参数坐

标 (11) 可得

　　r - r′= (η1 - ζ1) r1 + (ζ1 - ζ2) r2 +ζ2 r3

- (η1 - η2) r′2 - η2 r′3 (36)

由式 (36) 可知 ,仅当满足下列条件时 ,

η1 =η2 =ζ1 =ζ2 = 0 (37)

场点与源点之间的距离 R = | r - r′| 才为零 ,则公共结点 r1

为被积函数的奇异点并位于参数坐标系的坐标原点. 该孤立

奇异点也可以通过广义 Duffy 坐标变换来消除 ,为此首先重

新划分积分式 (12) 的积分区域为 ,

　　Is = Ca∫
1

ζ
1

= 0∫
ζ

1

η
1

= 0∫
ζ

1

ζ
2

= 0∫
η

1

η
2

= 0

F( �ζ, �η) e - j kR ( �ζ, �η)

Rv ( �ζ, �η)

+
F( �η, �ζ) e - j kR ( �η, �ζ)

Rv ( �η, �ζ)
dη2 dζ2 dη1 dζ1 (38)

实际上 ,仅需对积分式 (38) 作如下的广义 Duffy 坐标变换 ,

ζ1 =ω,ζ2 =ωz1 ;η1 =ωz2 ,η2 =ωz2 z3 (39)

就可以消除积分式 (38) 中的被积函数在坐标原点处的奇异

性 ,并可得到

　　Is = Ca∫
1

ω= 0∫
1

z
1

= 0∫
1

z
2

= 0∫
1

z
3

= 0

F( �ζ, �η) e - j kR ( �ζ, �η)

Rv ( �ζ, �η)

+
F( �η, �ζ) e - j kR ( �η, �ζ)

Rv ( �η, �ζ)
ω3 z2 dz3 dz2 dz1 dω (40)

其中 ,系数ω3 z2 为广义 Duffy 坐标变换式 (39) 的雅可比系数.

将广义 Duffy 坐标变换式 (39) 代入式 (36) 很容易得到

Rv ( �ζ, �η) =ωvRv
D ,1 ( z1 , z2 , z3) , Rv ( �η, �ζ) =ωvRv

D ,2 ( z1 , z2 , z3)

(41)

且 z1 、z2 、z3 取积分区域内的任意值时 , RD ,1 ( z1 , z2 , z3 ) 、

RD ,2 ( z1 , z2 , z3)总不为零 ,因此利用式 (41) ,可将积分式 (40)

写成能够直接数值计算的非奇异性积分 ,

　　Is = Ca∫
1

ω= 0∫
1

z
1

= 0∫
1

z
2

= 0∫
1

z
3

= 0

F( �ζ, �η) e - j kωR
D ,1

Rv
D ,1 ( z1 , z2 , z3)

+
F( �η, �ζ) ej kωR

D ,2

Rv
D ,2 ( z1 , z2 , z3)

ω3 - vz2 dz3 dz2 dz1 dω (42)

与前面场源三角形单元共面和共边时类似 ,积分式 (42) 中对

ω的积分仍然具有解析结果 ,因此积分式 (42) 仅需作 3 维数

值积分运算 .

4 　数值计算结果及讨论

　　为了验证本文所提出的方法的高效性和高收敛特性 ,以

计算场源三角形单元共面时电场积分方程的标量位所对应

的奇异性积分为例 ,即计算积分

Is =∫T
0
∫T

0

e - j kR

R
dTdT′ (43)

假设三角形单元 T0 的三个顶点坐标为 ( r1 , r2 , r3) . 下面将奇

异值提取技术和本文方法的计算结果分别与精确计算结果

进行对比. 若采用奇异值提取技术 ,积分式 (43) 可以写成

Is =∫T
0
∫T

0

e - j kR - 1
R

dTdT′+∫T
0
∫T

0

1
R

dTdT′ (44)

积分式 (44) 的第一项为非奇异性积分 ,可以直接采用数值积

分法计算 ,此例中采用高斯积分法 ;第二项的奇异性积分具

有解析结果[3 ,4 ] .

采用本文所提出的方法可将积分式 (43) 写成

　　　Is = 8A2∫
1

x = 0
dx ∑

3

i =1

1
RD , i

1
kRD , i

2

1 -
sin ( kRD , i)

kRD , i

- j
kRD , i

2
-

1 - cos ( kRD , i)

kRD , i
(45)

其中

RD ,1 = α1 + 2α2 x +α3 x2

RD ,2 = α1 (1 - x) 2 - 2α2 x (1 - x) +α3 x2

RD ,3 = α1 x2 + 2α2 x +α3

(46)

式 (46) 中的αi ( i = 1 ,2 ,3) 由式 (20) 求出. 这样 ,积分式 (45) 可

以采用一维数值积分法求出 (本文采用一维高斯积分法) .

在以下的例子中 ,选取 k = 1 并以计算误差为 10 - 16的自

适应积分法[9 ]的计算结果作为精确积分结果. 在第一个例子

中 ,假定场源三角形单元的三个顶点坐标分别为 : r1 = (0 , 0 ,

0) 、r2 = (1 ,0 ,0) 和 r3 = (0. 866 ,0. 5 ,0) 即位于 xy 平面内的边

长为 1m的等边三角形单元. 此时 ,采用自适应积分法的精确

计算结果为

I1 , ref = 0. 7904333019757165 - j0. 182369061211244 (47)

图 1 ( a)和 ( b)分别描述了奇异值提取法和本文方法的数值积

分结果与精确计算结果的相对误差随高斯积分法插值点个数
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的变化关系.对于本文方法 ,在数值积分中需要计算被积函数的

次数就等于高斯积分法的插值点个数;而在奇异值提取法中 ,需

要计算被积函数的次数就等于高斯积分法的插值点个数的平

方 ,对场单元和源单元上采用具有相同插值点数的高斯积分法.

由图 1( a)和( b)可以看出 ,本文方法比传统的奇异值提取法的收

敛速度要快得多.在积分(44)中对被积函数实部的积分为奇异性

积分 ,而对虚部的积分为非奇异性积分 ,由此可以知道对虚部积

分的收敛性能好于对实部的积分.在图 1( b)中 ,本文方法很快收

敛到精确结果 ,而传统的奇异值提取法却只能收敛到一定精度 ,

即使进一步增加高斯积分插值点个数.

在第二个例子中选取三角形单元的三个顶点坐标分别

为 : r1 = (0 ,0 ,0) 、r2 = (1 ,0 ,0) 和 r3 = (0 , - 0. 5 ,0. 866) . 该三

角形单元为不规则的窄形单元 (最小内角为 15°) ,采用自适

应积分法的精确积分结果为

I2 , ref = 0. 279518431965788 - j0. 0593170673395969 (48)

奇异值提取法和本文方法的数值积分结果与精确计算结果

的相对误差随高斯积分法插值点个数的变化关系如图 2 ( a)

和( b) . 与第一个例子相比 ,对虚部积分的收敛速度仍然很

快 ,而对实部积分的收敛速度有所降低. 但是 ,当高斯积分插

值点个数增加时 ,本文方法的收敛趋势不变 ,而奇异值提取

法仍然只能收敛到一定精度.

5 　结束语

　　利用 RWG基函数的伽略金法求解电磁场积分方程需要计

算 4维奇异性积分 ,本文通过参数坐标变换、相对坐标变换、积分

区域分解和广义 Duffy 坐标变换相结合的技术将该奇异性积分

转化成非奇异性积分、降低了原 4 维奇异性积分的数值积分维

数.通过计算实例表明 ,该方法利用较少的计算量可以得到更为

精确的积分结果.另外 ,该方法可以方便用来精确快速计算时域

积分方程矩量法中的时域阻抗矩阵元素.
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