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关于二元等重码的最大码字数

夏树涛
(清华大学深圳研究生院,广东深圳 518055 )

� � 摘 � 要: � 本文利用 Johnson Schem es理论研究了二元等重码及其最大码字数问题. 在 D elsarte的 associate

schemes理论中, Q�变换被引入以研究二元等重码的距离分布.首先,本文研究了等重码距离分布的 Q �变换; 然

后,通过使用 Q �变换的性质,我们研究了二元等重码的最大码字数问题并得到码字数的一个新的上界,该上界在

形式上类似于纠错码理论中的 G rey�Rank in界,并且在某些情况下优于已知的结果.
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On theM aximum Number of Codewords of B inary ConstantW eight Codes

X IA Shu�tao
(The G rad uate S chool at Sh enzh en, Tsinghua Universi ty, Sh enzh en, Guangd ong 518055, Ch ina )

Abstract: � The prob lem s of maxmi um number of codewords for b inary constan t w eight codes are stud ied by

emp loying the theory of Johnson Schemes. In Delsarte s' association schemes theory, Q�transform were introduced to study

the distance d istribu tions of b inary constantweight codes. Firs,t we study the Q�transform s of d istance d istribution s of b ina�
ry constan twe ight codes. Then, by using the p roperties ofQ�transforms, we obtain a new upper bound of number of code�
words for b inary constan tweigh t codes. Th is bound is smi ilar to G rey�Rank in bound in error�correcting codes theory in

form and mi p roves previously known resu lts in certain cases.

Keywords: � b inary constan tweight codes; max mi um number of codewords, d istance d istribution; Johnson schemes;

Q�transform

1� 引言

� � 二元等重码在纠错码理论中占有重要的地位,在理论
和应用都具有重要意义. 二元等重码的研究成果非常丰

富,在计算机和通信系统中有着很多的应用,如 ARQ差错

控制系统 (请参阅文 [ 1]、[ 2]及其参考文献 ).记 Vn = { 0,

1}
n
为二元 n维向量空间,称 C是一个二元 ( n, M )码,若 C

是 Vn的一个包含M个向量的子集. 若 C的所有码字具有

相同的重量 w,则称 C为二元 ( n, M, w )等重码.记 A ( n, d )

和 A (n, d, w )分别为极小距离大于等于 d的二元码和二元

等重码的最大码字数目.确定 A ( n, d )和 A ( n, d, w )的精确

值或好的上下界是编码理论的主要问题之一,至今尚未完

全解决.本文利用 Johnson Schemes理论研究了二元等重码

及其最大码字数问题.首先,我们研究了等重码距离分布

的 Q�变换;然后,通过使用 Q �变换分布的性质,我们研究了

二元等重码的最大码字数问题并得到码字数的一个新的

上界,该上界在形式上类似于纠错码理论中的 Grey�R ank in

界
[ 3]
,并且在某些情况下优于文 [ 4]中的结果.

2� 二元等重码的距离分布

� � 设 C为二元 (n, M, d, w )等重码,其中 n为码长, M为

码字个数, d为极小距离, w为码字的重量.显然, d � 2w,而

且任何两个码字之间的距离一定是偶数. C的距离分布定

义为

A i=
1

M
{ (a, b) a, b! C, dH (a, b) = 2i} , i= 0, 1, ∀, w

( 1)

容易知道

A0= 1, #
w

i= 0

A i =M, ( 2)

#
w

i= 0

2iA i=
1
M #a, b ! CdH ( a, b) ( 3)
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#
w

i= 0

4i
2
A i =

1

M #a, b! Cd
2
H ( a, b) ( 4)

距离分布的 Q�变换分布 B j定义为

Bj =
1

M #
w

i= 0

Q j ( i)A i, j= 0, 1, ∀, w ( 5)

其中

Q j (x ) =
n

j
-

n

j- 1 #
j

k = 0

( - 1)
k

j

k

n+ 1- j

k

w

k

n- w

k

x

k

( 6)

称为对偶 Hahn多项式.令

uj =
n

j
-

n

j- 1
( 7)

vi=
w

i

n- w

i
( 8)

对偶 Hahn多项式具有以下的性质 (请参见文 [ 3] ):

Q 0 (x ) = 1, Q j ( 0) = uj, Q j ( i) =
uj

vi
E i ( j ) ( 9)

E i ( x) =#
i

k = 0

( - 1)
k x

k

w - x

i- k

n- w - x

i- k
( 10)

D elsarte
[5]
建立的 A ssociation Schem es理论在编码理论

中具有重要应用,其中 Johnson Schemes针对二元等重码

(详见文 [ 3] ) ,注意到 Ek ( i)和 Qk ( i)是 Johnson Schem es的

两个特征值.

引理 1
[ 3, 5] � B0 = 1, Bk∃ 0, k= 1, 2, ∀, w.

3� 主要结果

� � 设 C为二元 ( n, M, d, w )等重码,其中 n为码长, M 为

码字个数, d为极小距离, w为码字的重量.由式 ( 10)不难

得到,

E i ( 1) = vi 1-
in

w (n- w )
( 11)

由式 ( 7)知 u1 = n- 1.所以,结合式 ( 2), ( 3), ( 5) , ( 9),有

� � B1 =
1

M #
w

i= 0

u1

vi
E i ( 1)A i

=
n- 1

M #
w

i= 0

1-
in

w ( n- w )
A i

= (n- 1) -
n( n - 1)
2w (n - w )

1

M
2 #
a, b! C

dH (a, b) ( 12)

即

1

M
2#
a, b ! C

dH ( a, b) = ( n- 1- B 1 )
2w ( n- w )

n( n- 1 )
.

因此,由 B1 ∃0和 dH ( a, b)∃d知
M - 1

M
d �

2w ( n- w )

n
,

稍作变形即得下面的 Johnson界.

命题 1
[ 3] � 对于正整数 n, d, w,若 nd - 2wn+ 2w

2
> 0,

则 A (n, d, w ) � nd

nd- 2wn+ 2w
2.

这样,我们证明了 B1 ∃0可以直接得到著名的 Johnson

界.下面,我们通过 B 1∃ 0和 B2 ∃ 0推导文 [ 4]中的主要结

果.由式 ( 3) ~ ( 9),不难得到

B2=
1

M #
w

i= 0

u2

vi
E i ( 2 )A i =

n ( n- 3)

2M

%#
w

i= 0

1+
i
2
(n- 1) (n- 2) + i(n- 1) (n- 2wn+ 2w

2
)

w (w - 1) (n- w ) ( n- w - 1)
A i

=
n(n- 3)

2
+

n(n- 1)(n- 2) (n- 3)
8w(w- 1)(n-w )(n- w- 1)

1

M
2
#
a, b! C

d
2
H (a, b)

-
n(n- 1)(n- 3) [n (n- 2) - (n- 2w )

2
]

8w (w - 1) (n- w) (n-w - 1)
1

M
2
#
a, b ! C
dH (a, b)

( 13)

利用式 ( 12 ) 和 ( 13 ), 我们可以用 B1 和 B2 解出

# a, b! CdH (a, b) /M
2
和# a, b! Cd

2
H (a, b) /M

2 ,由此不难算出

� 1

M
2#
a, b ! C

dH ( a, b) n- dH (a, b)

= 2w (n- w ) -
4w

2
( n- w )

2

n (n- 1)
- B 1

2w ( n- w ) (n- 2w )
2

n ( n- 1) (n- 2)

- B2

8w (w - 1) (n- w ) (n- w - 1)

n (n- 1) (n- 2) ( n- 3)
( 14)

假设 n- d∃dH (a, b)∃d,则
1

M
2#
a, b! C

dH (a, b) n- dH ( a, b) ∃
M - 1

M
d( n- d ) ( 15)

这样,由 B 1∃0, B 2∃ 0,式 ( 14 )和 ( 15)可得到下面的不等

式 ( 16)

M - 1

M
d (n- d ) � 2w ( n- w ) -

4w
2
(n- w )

2

n (n- 1)
( 16)

由不等式 ( 16)可立刻得到文 [ 4]定理 1�1的上界,即命题 2.

命题 2
[ 4] � 若二元 ( n, M, w )等重码 C满足 a& b! C,

d � dH ( a, b) � n- d,则当

S0= d(n- d)n (n- 1) - 2w (n-w )n(n- 1) + 4w
2
(n- w)

2
> 0时

M � d ( n- d )n ( n- 1) /S0 ( 17)

上面我们通过 B 1 ∃0和 B2 ∃0给出了命题 2的另外一

个证明.现在,我们开始推导新的上界,该上界不需要使用

B1 ∃0.将式 ( 13)变形可得

�
1

M
2#
a, b ! C

dH ( a, b) n-
(n- 2w )

2

n- 2
- dH (a, b)

=
4w (w - 1) (n- w ) (n- w - 1)

( n- 1) (n- 2)

- B2

8w (w - 1) (n- w ) (n- w - 1)
n (n- 1) (n- 2) ( n- 3)

( 18)

当 n-
(n- 2w )

2

n- 2
∃dH (a, b)∃d时,

1

M
2#
a, b ! C

dH ( a, b) n-
( n- 2w )

2

n- 2
- dH ( a, b)

∃
M - 1

M
d n-

( n- 2w )
2

n- 2
- d � � � � � � � ( 19)

这样,由 B2∃0,式 (18)和 ( 19)可得到下面的不等式 (20)
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M - 1
M

d n-
( n- 2w )

2

n- 2
- d

� 4w (w - 1 ) ( n- w ) ( n- w - 1)
(n- 1) ( n- 2)

( 20)

由不等式 ( 20)可立刻得到以下定理.

定理 1� 若二元 ( n, M, d, w )等重码 C满足 a& b! C,

d � dH ( a, b) � n-
(n- 2w )

2

n- 2
- d,则当 S > T时,

M � S

S- T
( 21)

其中

S= d n-
( n- 2w )

2

n- 2
- d ( 22)

T =
4w (w - 1) (n- w ) (n- w - 1)

( n- 1) ( n- 2)
( 23)

命题 2和定理 1在形式上都有些类似于二元码的

G rey�Rank in界 [3]
,只不过处理的对象不是普通二元码而是

二元等重码.下面,我们比较一下定理 1和命题 2中的两个

上界.由式 ( 14) ~ ( 16)可知, B1 = B2 = 0是达到命题 2的

上界的必要条件;而由式 ( 18) ~ ( 20 )可知, B 2 = 0是达到

定理 1的上界的必要条件,并不要求 B 1 = 0,所以我们有理

由相信定理 1在某些情况下要优于命题 2.事实上,不难验

证以下结论: ( 1)当 n= 2w 时, 定理 1与命题 2完全等价;

( 2)假定两个上界的条件都满足,当 d<
2w ( n- w )

n- 1
时,定理

1的上界优于命题 2的上界; ( 3 )假定两个上界的条件都满

足,当 d=
2w ( n- w )
n- 1

时, 定理 1的上界等价于命题 2的上

界; ( 4)假定两个上界的条件都满足,当 d>
2w ( n- w )

n- 1
时,

定理 1的上界劣于命题 2的上界.

例:令 n= 13, d= w = 6,由于二元等重码的码字间距离

为偶数,故容易知道命题 2与定理 1所要求的假设条件是

相同的,命题 2表明M � 13;而定理 1表明M � 12. 67,即 M

� 12. 另外, 令 C0 由以下码字组成 { 1111110000000,

1110001110000, 1110000001110, 1101001001001,

1100100100101, 1100010010011, 1011000100011,

1010100011001, 1010011000101, 0111000010101,

0110101000011, 0110010101001}.容易验证 C0 是达到定理

1上界的二元等重码.事实上, 稍加分析可知 C0还是等距

码,而且是最优等距等重码.

关于达到 G rey�Rank in界的二元码已取得了一些重要
进展 (请参阅文 [ 6] ) ,而达到定理 1上界的二元等重码是

否有类似的结果? 这是一个值得探讨的问题.
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