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摘 要: 针对基于小波变换与 Kalman 滤波相结合的多尺度联合估计方法中存在的问题,本文利用新的系统分

块技术与多尺度变换方法相结合,建立一个动态系统基于时域与频域相结合的多尺度联合滤波器. 首先, 将时域中描

述的状态方程和观测方程改写为块状态方程和块观测方程; 利用多尺度变换技术在时域和频域中联合描述它们; 结合

Kalman 滤波与顺序滤波的思想, 建立了一类应用于动态系统的多尺度估计联合滤波器. 新滤波器不仅保留了传统

Kalman 滤波器的实时性和递归性等优良性质, 而且在滤波过程中还具有对随机状态信号进行多尺度分析的能力.计算

机仿真实验验证了利用新估计器得到的估计精度可与利用传统 Kalman 滤波器得到的估计精度相媲美.
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Abstract: According to these shortcomings exited in mulitscale associated estimation methods, a new multiscale estimator is

propo sed by combining wavelet transform and Kalman filtering , in which a new technolog y of sy stemic and multiscale transform are

employed. The state equation and measure equation described only in temporal domain are rewritten down data block equations;

these data block equations are characterized by use of multiscale technology in both temporal and frequency domains; the new asso

ciated filter is established via using Kalman filter and sequential filter. The new filter not only holds the good characters, such as the

real time and recur sive, but also possesses the multiscale analysis capability. Computer simulations show that the estimate accuracy of

new algorithm is comparable with or little better than that of traditional Kalman filter .
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1 引言

1960 年, 美国学者 R E Kalman和 R S Bucy在维纳滤波和

哥尔莫果洛夫滤波方法的基础上,提出了最优递推滤波方法,

称为Kalman 滤波[ 1] . 由于Kalman 滤波器能够利用观测信息对

目标状态进行实时、递归的最优估计, 再加之算法易实现等优

点,使得它在动态系统估计中得到了广泛应用[2~ 5] . 但是,

Kalman 滤波器是基于目标在时域的动态模型和观测模型上

建立起来的,并没能考虑到目标的多尺度特性, 它不具有对目

标状态进行多尺度分析的能力.

小波分析是Fourier 分析划时代的发展成果, 是目前公认

的最新的时间 频率分析工具之一,已受到了到国内外众多学

者的青睐[4, 6] . 利用它可以描述随机过程或信号在短、中和长

期中不同的变化特征; 从这个意义上来说, 它可以较好的弥补

Kalman 滤波方法的不足.但是, 由于小波分析方法只能对在一

段时间内获取的信号块进行多尺度分析, 因此不具有实时性

和递归性等特性, 从而失去了对随机过程进行实时分析的能

力[ 4] .

随着多尺度系统理论的不断发展, 将小波分析理论与

Kalman 滤波技术结合起来, 并将它有效地用到对动态系统的

估计中的研究已受到相关领域科研技术工作者的关注, 并取

得了与此相关的多项研究成果[7~ 10] . 其基本思想大都是先将

系统的动态方程和观测方程改写成数据块的形式加以描述,

接着再套用现有的 Kalman 滤波器对相关的块状态进行估计.

文献[ 7]是这类算法的代表之作, 但是在现有的类似算法

中[ 7~ 9] ,都存在如下问题:

收稿日期: 2005 11 22;修回日期: 2006 06 16

基金项目:国家自然科学基金( No. 60434020、No. 60572051) ;教育部科学技术研究重点项目( No. 205092)

第 11期

2006年 11月

电 子 学 报

ACTA ELECTRONICA SINICA

Vol. 34 No. 11

Nov. 2006



( 1)系统过程噪声(或建模误差)产生了相关性. 在原来以

点状态描述的系统方程中,系统噪声是白噪声, 然而在改写后

的块状态方程中,相应噪声块之间是相关的, 而且相关的程度

和项数随着状态块长度增加而增加, 使得系统不满足进行

Kalman 滤波的基本条件.

( 2)算法失去了实时性和递归性.在建立了以块形式描述

的状态方程和观测方程的情况下,文献[ 7, 8]中都是套用传统

的Kalman 滤波器, 用一段观测数据为单位(即块测量值 ) , 对

相应的目标状态块进行估计,从而失去了传统 Kalman 滤波器

在对点状态估计时的实时和递归估计等优点.

( 3)算法不具有最优性.由于( 1)和( 2)的原因, 文献[ 7, 8]

中的算法也将不是最优的.

为了发展和完善这种混合估计方法, 就需要解决已有方

法中存在的问题.为此, 本文提出了一种动态系统时域与频域

相结合的多尺度混合估计方法. 基于新方法建立的滤波器克

服了已有方法的不足,它具有传统点估计滤波器所拥有的实

时性、递归性等优势, 同时还具有对状态进行多尺度分析的能

力.

2 系统描述

一类在某尺度上建立的单传感器单模型动态系统为[ 7, 9]

x(N , k+ 1)= A( N , k ) x( N , k )+ w( N , k ) (1)

z(N , k+ 1) = C( N , k+ 1) x(N , k+ 1)+ v (N , k+ 1) (2)

其中, k 为离散时间变量, x( N , k ) R
n  1
是状态向量 , A (N ,

k ) Rn  n是系统转移矩阵,系统噪声 w (N , k ) Rn  1具有如

下统计特性

E{ w(N , k ) }= 0, k= 1, 2, ! (3)

E{ w( N , k ) w
T
(N , j ) }= Q( N , k ) kj , k , j = 1, 2, ! (4)

Q( N , k )为非负定矩阵.

在式( 2)所示的传感器观测系统中, z( N , k+ 1) Rp  1( p

∀ n)是观测值, C( N , k+ 1) Rp  n是观测矩阵, 它决定着观

测系统的采样结构;观测噪声 v (N , k+ 1) Rp  1的统计特性

是 E { v( N , k+ 1) }= 0, k= 1, 2, ! (5)

E { v( N , k+ 1) vT( N , j+ 1) }= R( N , j + 1) k+ 1 j+ 1 (6)

R( N , k+ 1)为正定矩阵.

初始状态 x( N , 0)为一随机向量, 且有如下统计特性

E{ x(N , 0) } = x 0 (7)

E{ [ x( N , 0) - x 0] [ x(N , 0) - x 0]
T} = P0 (8)

假设 x(N , 0)、w( N , k )、v ( N , k )彼此之间是统计独立

的.

3 系统分块描述

由式( 1)和( 2)描述的动态系统可被改写成块长为 M 的

分块形式

XN ( m + 1)= AN ( m) XN ( m, M )+ wN ( m ) , m= 0, 1, 2, !

(9)

ZN ( m + 1)= CN ( m+ 1) XN ( m+ 1) + vN ( m+ 1) ,

m= 0, 1, 2, ! (10)

其中 M= qN 1 , q#2.

XN ( m + 1)= [ xT( N , mM+ 1) , xT(N , mM+ 2) , !,

xT( N , mM+ M) ] T (11)

AN ( m) = [ ( ∃
0

i= 0

A(N , mM+ i) ) T , ( ∃
0

i= 1

A (N , mM+ i ) ) T , !,

( ∃
0

i= M- 1

A(N , mM+ i) ) T] T

ZN ( m+ 1) = [ zT( N , mM + 1) , zT( N , mM+ 2) , !, zT ( N , mM

+ M) ] T (12)

CN ( m+ 1) = diag[ C ( N , mM + 1) , C (N , mM + 2) , !, C( N ,

mM+ M) ] (13)

式(9)中的过程噪声 wN ( m)为

wN ( m)= BN ( m)  wN ( m) (14)

其中

BN ( m) =

I 0 0 ! 0

∃
1

i= 1

A( N , mM+ i) I 0 ! 0

%
1

i= 2

A( N , mM+ i) %
2

i= 2

A( N , mM+ i) I ! 0

!

%
1

i= M- 1

A( N , mM+ i) %
2

i= M- 1

A( N , mM+ i ) %
3

i= M- 1

A( N , mM+ i ) ! I

 wN ( m)= [ wT( N , mM) , wT(N , mM+ 1) , !, wT( N , mM + M-

1) ]

观测噪声项{ vN ( m+ 1) }为

vN ( m+ 1) = [ vT(N , mM+ 1) , vT(N , mM+ 2) , !,

vT( N , mM+ M) ] T (15)

根据式(3)、(4)、(5)、(6)知 { wN ( m) }和{ vN ( m + 1) }均是零均

值白噪声,且

E{ wN ( m) w
T
N ( m&) } = BN ( m)  QN ( m) B

T
N ( m) mm&

∋ QN ( m) mm& (16)

E{ vN ( m+ 1) vT
N ( m&+ 1) } = RN ( m+ 1) m+ 1 m&+ 1 (17)

其中

 QN ( m)= diag[ Q( N , mM) , Q( N , mM+ 1) , !, Q( N , mM+ M

- 1) ]

RN ( m+ 1) = diag[ R ( N , mM + 1) , R (N , mM + 2) , !, R ( N ,

mM+ M) ]

式(9)~ (17)中, m 表示标识第几个数据块, M 表示每个

数据块所包含元素的个数,初始状态块向量为 XN (0)= x (N ,

0) .由 x( N , 0)、w( N , k )、v( N , k )之间的独立性, 易知分块后
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的随机向量 XN (0)、随机序列 wN ( m)和 vN ( m)之间也是统计

独立的.

由于过程噪声和系统噪声都是白噪声序列, 因此本节建

立的块状态方程解决了已有方法中存在的第一个问题.

4 系统的多尺度描述

多尺度分析的基本思想是: 基于 q 进制小波的多尺度分

析每次对信号进行分解的结果是: 将待处理的信号分解为一

个平滑信号和( q- 1)个细节信号, q 进制小波变换是连接不

同尺度上信号的桥梁[ 4, 6] .

对在尺度 i 上获得的信号序列 x( i, k ) Vi ∀ ( l
2
( Z) )

n

( k Z) ,考虑给定的长度为 M= qi- 1的信号子序列

X ( i) ( m)= [ x T( i, ( m - 1)M+ 1) , xT( i, ( m- 1) M+ 2) , !, xT

( i , ( m- 1) M+ M) ] T

并记为

X ( i )
V = X( i) ( m)

若用 #H i 和∃G r , i分别表示信号x( i , k ) Vi∀ l2( Z)中相应

的尺度算子与小波算子, 那么对信号在 x ( i , k ) Vi ∀ ( l2

( Z) ) n 进行多尺度分析的尺度算子与小波算子分别为

Hi= LT
i- 1diag{  H i - 1 , !,  H i- 1} L i

Gr, i= LT
i- 1diag{∃G r , i- 1, !, ∃G r , i - 1 } L i

上式中,对角子矩阵的个数为 n, 即信号向量的维数, L i 是将

Xm 变换成适合小波变换形式的线性算子
[ 6] .

因此, 信号 X( i)
V ( m)的多尺度变换的分解和重构形式分

别为[1, 3]

X ( i)
V ( m) = HiX

( i+ 1)
V ( m) , L ∀ i ∀ N- 1 (18)

X ( i)
r , D ( m)= Gr , iX

( i+ 1)
V ( m) , r= 1, 2, !, q- 1 (19)

和

X( i+ 1)
V ( m) = H *

i X
( i )
V ( m) + %

q- 1

r= 1

G*
r, iX

( i)
r , D ( m) (20)

其中, 上标* 表示矩阵的共轭转置, 下标 V 和 D 分别表示信

号在较粗尺度上的平滑和相应的细节部分, N 和L 分别为最

细尺度和最粗尺度.

若记

 ( m) = [ ( X
( N - 1)
D ( m) )

T
, ( X

( N - 2)
D ( m ) )

T
, !, ( X

( L )
D ( m) )

T
,

( X( L )
V ( m) ) T] T (21)

其中

X ( i)
D ( m)= [ ( X ( i)

1, D ( m) )
T , ( X ( i)

2, D( m ) ) T , !, ( X( i)
q- 1, D ( m) )

T] T

则用

 ( m) = WXX
( N )

( m) (22)

表示信号 X ( N )的多尺度分解, 用

X ( N) ( m)= W*
X  ( m) (23)

表示  ( m)的多尺度重构,其中

WX=

GN - 1

GN- 2HN - 1

GLHL+ 1HL + 2!HN - 1

HLHL + 1HL+ 2 !HN- 1

(24)

其中

Gi= [ G
T
1, i , G

T
2, i , !, G

T
q- 1, i ]

T

是小波变换算子矩阵. W*
X 是WX 的共轭转置矩阵, 且满足

W*
X WX= I (25)

上式中, I 表示相应的单位矩阵.

把小波算子矩阵式( 24)同时作用于系统方程( 9)的两端,

可以得到用时域与频域联合描述的块状态方程

WXXN ( m+ 1)= WXAN ( m) XN ( m, M ) + WXwN ( m)

即

 ( m+ 1) = Aw ( m) XN ( m, M ) + !( m) (26)

其中

 ( m + 1)= WXXN ( m+ 1) , Aw( m)= WXAN ( m ) ,

!( m) = WXwN ( m)

由 wN ( m)的统计特性可知{ !( m) }也是零均值白噪声,

并且

E{ !( m) !T( m&) } = WXQ( m) W
*
X mm&= Qw ( m) mm&

同样, 利用性质方程(25) ,可以把观测方程( 10)描述为新

的形式

ZN ( m+ 1)= Cw ( m+ 1)  ( m+ 1) + vN ( m+ 1) (27)

其中

Cw( m + 1)= CN ( m+ 1) W*
X

式(27)还可改写为如下的分量的形式

ZN ( m+ 1, s ) = Cw( m+ 1, s )  ( m + 1)+ vN ( m + 1, s ) ,

s= 1, 2, !, M (28)

其中

ZN ( m+ 1, s ) = z (N , mM+ s ) , vN ( m+ 1, s )= v (N , mM+ s)

Cw ( m, s )表示矩阵 Cw ( m)中的第 s 行.

5 基于小波与 Kalman滤波技术的多尺度联合估计

算法

基本记号

Zm1 ( N )= { ZN (1) , ZN (2) , !, ZN ( m) } , m= 1, 2, !

 ̂( m + 1| m)= E{  ( m+ 1) |  ̂( m | m) }

P ( m+ 1| m )= E{ [  ( m+ 1) -  ̂( m+ 1| m) ] [  ( m+ 1)

-  ̂( m+ 1| m) ] T}

X̂N ( m | m)= E{ XN ( m) | X 0, Z
m
1 ( N ) }

PX ( m | m)= E{ [ XN ( m) - X̂N ( m | m) ] [ XN ( m)

- X̂N ( m | m) ] T}

X̂N ( m + 1| m)= E{ XN ( m+ 1) | X̂N ( m | m) }

PX ( m+ 1| m) = E{ [ XN ( m + 1) - X̂N ( m + 1| m) ] [ XN ( m + 1)

- X̂N ( m+ 1| m) ]T}

5 1 算法的基本思想

对小波系数进行联合滤波, 当第 m + 1 块的第 s 个测量

值得到的时候, 结合传统的 Kalman 滤波技术,可以得到小波

系数的估计值为:

 ̂( m+ 1| m+ 1, s ) = E{  ̂( m+ 1) |

( |  ( m+ 1| m+ 1, s- 1) , ZN ( m+ 1, s ) }

 ̂( m+ 1| m+ 1, 0)=  ̂( m + 1| m)

 ̂( m+ 1| m+ 1, M )=  ̂( m + 1| m+ 1)

(29)
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Py( m + 1| m+ 1, s )= E{ [  ( m+ 1) -  ̂( m+ 1| m+ 1, s) ]

([  ( m+ 1) -  ̂( m+ 1| m+ 1, s ) ] T}

P ( m+ 1| m+ 1, 0)= P ( m+ 1| m )

P ( m+ 1| m+ 1, M )= P ( m+ 1| m+ 1)

(30)

利用小波逆变换,得到

X̂N ( m+ 1| m+ 1, s) = W*
X  ̂( m+ 1| m+ 1, s) (31)

PX( m + 1| m+ 1, s )= W*
X P ( m+ 1| m + 1, s ) WX (32)

5 2 多尺度联合估计器

若已获得在状态 XN ( m)在小波域的估计值  ̂( m | m)和

估计误差协方差阵 P ( m | m)

 ̂( m | m) = E{  ( m) | X0, Z
m
1 (N ) }

P ( m | m) = E{ [  ( m )-  ̂( m | m) ] [  ( m) -  ̂( m | m) ] T}

(33)

即等价于获得在状态 XN ( m)在时域中的估计值 X̂ ( m | m)和

估计误差协方差阵 PX( m | m)

利用分步式滤波的方法, 在第( m+ 1)个块内, 基于块内

按照顺序得到的观测值

ZN ( m+ 1, s ) = z( N , mM+ s ) , s= 1, 2, !, M

顺序对在小波域中描述的状态块  ( m + 1)更新估计[ 12]

 ̂( m+ 1| m+ 1, s ) =  ̂( m+ 1| m+ 1, s- 1) + K ( m+ 1, s )

ZN ( m+ 1, s ) - ẐN ( m+ 1| m+ 1, s ))

(34)

其中

 ̂( m+ 1| m+ 1, 0)= Aw ( m) X̂N ( m | m, M) (35)

K( m+ 1, s )= P ( m+ 1| m + 1, s- 1) CTw ( m + 1, s )  [ Cw ( m

+ 1, s ) P ( m+ 1| m+ 1, s- 1) CTw( m + 1, s )

+ R( m + 1, s) ] 1 (36)

P ( m+ 1| m+ 1, 0)= Aw ( m) PX ( m | m, M) AT
w( m) + Q!( m)

P ( m+ 1| m+ 1, s ) = [ I - K ( m+ 1, s ) C ( m+ 1, s ) ]

P ( m+ 1| m+ 1, s- 1)

(37)

最终, 当第 m + 1 块最后一个观测值到来后, 块状态估计值

为:

 ̂( m+ 1| m+ 1) =  ̂( m+ 1| m+ 1, M )

= Aw( m ) X̂N ( m | m , M) + %
M

s = 1

K ( m + 1, s)

( [ ZN ( m+ 1, s) - Cw ( m+ 1, s )  ̂( m+ 1| m+ 1, s ) ] (38)

P ( m + 1| m+ 1)= P ( m + 1, m + 1, M ) = ∃
M

s= 1

[ I - K ( m+ 1,

s ) Cw( m + 1, s) ] P ( m + 1| m) (39)

式( 38)和(39)即分别是第 m+ 1 块状态小波系数的最优估计

值与估计误差协方差.

利用多尺度逆变换式(23) ,得到块状态的最优估计值

X̂N ( m+ 1| m+ 1) = W*
X  ̂( m+ 1| m+ 1) (40)

PX( m + 1| m+ 1)= W*
X P ( m+ 1| m + 1) WX (41)

注释 5. 1 从动态系统基于时域与频域相结合的多尺度

混合估计器的滤波过程中可以看出, 利用该滤波器对目标块

状态进行估计的过程是实时的和递归的.

6 计算机仿真

本节给出多尺度联合估计器的计算机仿真. 在相同条件

下, 将基于新算法的仿真结果与基于传统的 Kalman 滤波方法

得到的结果进行比较. 仿真中动态系统的各参数为 A ( k ) =

0 96, Q ( k )= 1, H ( k )= 2, R ( k ) = 0 1, 初始条件为 x 0= 1, P 0

= 1. 利用二进制的Haar小波变换, 以 M= 4对系统进行分块,

取 N = 3, L = 1. 下面给出的仿真都是 100 次 Monte Carlo实验

的结果.

新算法与传统 Kalman 滤波算法的仿真结果都显示在图 1

和图 2 中.其中, 图 1给出了分别利用多尺度联合估计器与传

统的 Kalman 滤波器对目标状态进行估计的结果; 图中实线代

表真实信号, 虚线代表用多尺度混合估计器得到的估计结果,

点划线表示用传统的 Kalman 滤波器得到的估计结果. 图 2 给

出了分别用这两种方法所得的估计误差曲线, 其中实线代表

利用多尺度混合估计器所得到的估计误差, 虚线表示用传统

的 Kalman 滤波器所得的估计误差.

从图 1 和图 2可以看出, 在两滤波器初始状态相同的情

况下, 当滤波达到稳态之后( k> 4) , 用多尺度混合估计器所得

的估计结果与直接用传统的 Kalman 滤波器所得的最优估计

结果基本一致.
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表 1 用两种不同方法所得估计的绝对误差均值

滤波方法 绝对误差均值 稳态后的绝对误差均值

基于系统 ( 1) 和 ( 2 ) 的

Kalman滤波
0. 1257 0. 1247

基于系统 ( 9 )和 ( 10) 的

分块 Kalman滤波
0. 1279 0. 1240

基于系统( 25)和( 27)或

( 28)多尺度联合滤波
0. 1279 0. 1240

在初始状态相同的情况下, 表 I给出了分别利用三种不

同的滤波器对目标状态进行估计后所得估计绝对误差均值.

从表中可以看出,分块 Kalman 滤波与多尺度联合估计滤波的

结果完全相同. 当滤波达到稳态之后, 而它们与利用传统

Kalman 滤波得到到结果结果非常接近, 也即利用多尺度混合

估计器完全可以达到利用传统的 Kalman 滤波器得到的最优

估计效果.而从绝对误差均值的标准来看, 利用多尺度混合估

计器得到的效果略优于利用传统的 Kalman 滤波器得到的估

计效果,这是由于在利用多尺度混合估计器和分块 Kalman 滤

波器进行估计时,状态块内前面各点的估计值在递归地利用

后面各点的观测信息进行不断的更新, 即起到了平滑估计器

的作用.

注释 6. 1 从本节的计算机仿真实验中可以看出, 新滤

波器能够进行多尺度估计, 并且完全可以达到利用传统的

Kalman 滤波器得到的最优估计效果 ,从而克服了已有方法中

的第三个不足,即算法达到了最优估计的效果 .

7 结论和展望

针对已有方法中存在的∗ 系统过程噪声(或建模误差)产

生了相关性+、∗ 算法失去了实时性和递归性+和∗ 算法不具有

最优性+等不足, 本文成功地把小波的多尺度分析性和 Kalman

滤波的实时、递归性结合起来, 得到了一个更有效、实时、递

归、∗ 最优+的多尺度联合估计器.

传统的Kalman滤波器已在数据融合理论和应用中得到

了广泛的应用,但是这些应用基本上都是基本同采样率同时

采样的多传感器观测系统进行的. 当出现具有多采样率的多

传感器观测系统时,基本上都是通过相关的技术, 将这些系统

变换成同采样率同时采样的情况,然后再加以处理. 若将本文

的算法思想和方法的做进一步的推广, 就可以用于处理用具

有多采样系统构成的观测系统的数据融合问题. 这些工作的

广泛开展,必将对传统估计理论的发展和完善起到积极的推

动作用.
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