
过程噪声未知但有界情况下系统最优滤波器设计方法

李 平
(汕头大学机械电子工程系,广东汕头 515063)

  摘  要:  本文基于模型匹配方法提出了一种极小化误差幅值的线性系统的最优滤波器的设计方法, 所考虑的过

程噪声和量测噪声均为未知但幅值有界信号.该方法的特点是能够处理无穷观测数据量的最优滤波问题. 当系统的初

始条件已知时,将滤波器设计问题化为一个标准二块�1 优化问题;当系统含有未知但有界初始条件时该问题归结为

有限个标准�1 优化问题,而标准�1优化问题已有成熟算法求解. 仿真实例子说明了所提出方法的有效性和可行性.
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Abstract:  Based on model matching approach, this paper presents an algorithm for designing optimal filter that minimizes the

magnitude of the filter error, in the case of linear discrete2time system in which the process noise and measurement noise are unknown

but magnitude bounded. The presented algorithm can be used to optimal infinite2horizon filter design. When the initial condition of the

system is a priori known, the optimal filter is converted into a standard tow2block�1 optimization. When the system contains unknown

but bounded initial condition, the optimal filter can be obtained by solving finite standard�1 optimization problems that can be solved

by existed techniques. A simulation example shows the effectiveness and feasibility of the proposed results.
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1  引言

  滤波涉及如何从噪声中提取信号的问题. 滤波在信息信

号处理及通信中都有着广泛的应用 ,在这些领域的典型应用

有:图象信息处理, 雷达信号检测,生物医学电信号分析 ,无线

电信号的接收和鉴别,电话线路数字传输等方面.

在系统模型为线性系统且噪声信号服从某种已知的概率

统计规律的前提下, Kalman 滤波等理论得到了很大的发展,并

在很多方面获得了成功的应用[ 1, 2] . 然而, 在许多实际应用中

要事先掌握噪声信号的统计特性是十分困难的, 在这种情况

下需要一种不要求事先已知噪声结构特性的滤波器设计方

法.因此,针对含有未知噪声的信号的最优滤波器设计问题引

起了研究者的重视.这种方法不需要了解噪声的结构, 而只需

假设噪声是一种未知但有界的信号 .在假设噪声是未知但能

量有界的前提下产生了一种旨在极小化估计误差的能量的滤

波器的设计方法, 该方法归结为求解 H ] 范数极小化问

题[3, 4] . 众所周知,实际应用中很多情况下噪声信号是持续信

号并不满足能量有界条件,而这类信号往往是幅值有界的.鉴

于此,Milanese 等提出了当噪声是未知但幅值有界时最优滤波

和预测器设计方法[ 5,6] . 这些方法的缺陷是算法复杂且不是

递推形式的, 当量测数据量较大时不容易实现, 特别是,它们

无法处理无穷量测数据量的滤波问题.

本文利用�1范数最优化方法研究了噪声为未知但幅值

有界信号并且信号模型可用线性离散时间系统描述时, 无穷

量测量的最优滤波问题. 当系统的初始条件为已知时, 将最优

滤波问题化为一个标准二块�1 优化问题;当系统含有未知但

有界初始条件时将最优滤波问题转化为求解有限个标准�1

优化问题. 目前解标准 �1 优化问题已有成熟算法和软

件
[ 7~ 9]

,因此本文的结果克服了现有方法的缺陷.

2  记号及问题描述

  本文将用到如下记号:

�m1 :由全部元素属于�1 空间的 m 维行向量 x 所构成的赋范

线性空间. 范数定义为+ x + 1= E
m

j= 1
E
]

k= 0

| xj ( k) | .

�m] :由全部元素属于�] 空间的 m 维向量所构成的赋范线性

空间. 范数定义为+ x + ] = max
0F j< m

+ xj + ] .

#TV:定义在�] 上的线性有界时变算子空间. 对 GI #TV及任
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意 x I �] ,定义( Gx) ( t)= E
t

j= 0

g t, t- jx( j) , t E 0, 其中 g t, j I R.

G 的诱导范数定义为 + G + #
TV
= sup

+ x +
]
F 1

+ Gx + ] = sup
0F n< ]

E
n

j= 0

| gn, j| .根据文献[10, 11] , G 可表为下三角矩阵结构.

TTI : #TV中只包含时不变算子的子空间,根据文献[ 10, 11] , #TI

的元可表为 Toeplitz 矩阵: G I #TI的诱导范数为 + G + #
TI
=

sup
0 F n< ]

E
n

j= 0

| gj | = E
]

j= 0

| g j | = + g + 1, 它等价于 �1 范数 ,因此按

照上述定义 #TI与�1空间等距同构. 时不变算子的 Z 变换定

义为 Ĝ( q)= E
]

i= 0

giq
i .

假设信号模型可用如下 n 维线性时不变系统进行描述:

x( k+ 1)= Ax( k) + BX( k)

y( k)= C1x( k) + N( k)

z ( k)= C2x( k)

(1)

其中, X= {X( k) } ]
k= 0和 N= {N( k)} ]

k= 0分别为未知的过程噪

声和量测噪声序列(不失一般性假设+ [ X N] T + ] F 1, 式中

+ [ X  N] T + ] = max{+ X + ] , + N+ ] }) , y = {y ( k) } ]
k= 0为

量测信号序列, z= {z( k) } ]
k= 0为不可直接量测输出信号序列.

假设系统的初始状态 x( 0)为未知但+ x(0) + ] F 1.

本文的目的是设计一个线性滤波器 G, 使得基于量测信

号序列 y 得到的估计信号序列ẑ= Gy 与实际输出信号序列 z

的误差幅值的界为最小, 这个问题在数学上归结为求解如下

最优化问题:

Copt= inf
GI #

T V

sup
+ X+

]
F 1, + N+

]
< 1, + x( 0) + F 1

+ z- ẑ + ] (2)

在本问题中,模型(1)具有一般性, 若 C2= I , 则化为状态信号

滤波问题.

3  最优滤波器设计方法

  本节考虑优化问题(2)的解.引入一个未知的附加干扰 F

来代替未知初始状态的影响,从而将信号模型( 1)化为如下线

性时变稳定系统模型:

x( k+ 1) = Ax( k) + BX( k) + DkF( k)

y( k) = C1x( k)+ N( k) + EkF( k)

z( k) = C2x( k)+ FkF( k)

(3)

其中, x ( 0) = 0, Dk =
A, k= 0

0, k> 0
, Ek =

C1 , k= 0

0, k> 0
, F k =

C2 , k= 0

0, k> 0
.记 T=

def

[ FXN] T ,由系统(1)的假设可知+ T + ] F 1.

则优化问题(2)化为:

Copt= inf
G I #

TV

sup
+ T+

]
F 1

+ z - ẑ + ] (4)

下面将时变系统模型转化为 #TV中的算子, 从而将优化

问题(4)化为 #TV空间中的模型匹配问题. 为此, 定义如下映

射: H= õHzFHzXHzN8, 其中, HzF, HzX, HzN分别为F , X,N到 z 的映

射,即, HBTy z ; U= õ UyFUyXUyN8, 其中, UyF , UyX, UyN分别为 F,

X, N到y 的映射, 即, UBTy y.由模型(3)可知, HzF和 UyF为线

性时变算子;而 HzX, HzN, UyX, UyN为线性时不变算子, 由模型

(3)可导出其 z变换分别为: ĤzX( q) = C2( q- 1 I - A) - 1B, ĤzN

( q) = 0, ÛyX( q) = C1( q- 1 I - A) - 1B, ÛyN( q) = I .

定义线性时变算子 5 = H - GU, 则 5 为T 到 z - ẑ 的映

射, 于是由优化问题(4)可知, 最优滤波器设计问题可归结为

如下 #TV空间中的模型匹配问题:

  Copt= inf
GI #

T V

+ 5 + #
TV

= inf
GI #

T V

+ H- GU+ #
TV

= inf
GI #

T V

+ [HzFHzXHzN] - G[ UyFUyXUyN] + #
TV

(5)

311 当初始条件已知时最优滤波器设计

由于所考虑的模型为线性系统,满足迭加原理, 因此不失

一般性可假设 x(0) = 0, 这时模型(3)中 F= 0且 HzN= 0, UyN=

I ,优化问题(5)可简化为

Copt
0 = inf

GI #
TV

+ [HzX0] - G[ UyXI ] + #
TV

(6)

因式中 HzX和UyX均为线性时不变算子,由文献[12]可知, 上式

等价为:

Copt
0 = inf

GI #
TI

+ [HzX0] - G[ UyXI ] + #
TI

(7)

优化问题 ( 7) 为标准二块 �1 优化问题, 已有成熟的方法求

解[ 9] . 设求解( 7) 得到的最优滤波器为 G* , G* 具有如下性

质:

性质 1 若+ UyX + #
TI
F 1, 则 Copt

0 = + HzX+ #
TI

, 这时 G*

= 0.

篇幅所限, 证明略.

性质 1 中,由于 #TI与�1 空间等距同构, 得+ UyX+ #
TI
=

sup
XX0

+ y + ]

+ X+ ]
,因此+ UyX+ #

TI
表示过程噪声映射成量测信号

的增益, 同理+ UyN+ #
TI
表示量测噪声映射成量测信号的增

益. 如前所述 UyN= I ,即+ UyN+ #
TI
= 1, 性质 1表明,当过程噪

声增益不大于量测噪声增益时, 最优滤波信号 ẑ= 0, 在这种

情况下有用信号完全隐没在噪声中.

性质 2  若存在 U1 I #TI且 U1 有左逆 U- 1
1L I #TI , + U- 1

1L

+ #
TI
< 1,使得 ÛyX( q) = qÛ1 ( q) . 则最优滤波器 G* 满足 HzX

- G* UyX= 0,即, G* 也是量测噪声 N为 0时的最优滤波器.

证明  反证法. 假设 7 = HzX- G* UyXX 0. 记 Ĥ 1 ( q) =

q - 1ĤzX( q) , 7̂ 1 ( q)= q - 1 7̂ ( q) . 则最优滤波器可写成 G* =

(H 1- 7 1) U- 1
1L + $ , 其中, $ 是 #TI中满足 $U1= 0 的算子. 记

Ĝ1( q)= q - 1ĤzX( q) U- 1
1L ( q) - $̂ ( q) , 显然有 HzX- G1 UyX= 0,

其中 G1 I #TI .注意到+ 7 1+ #
TI
= + 7 + #

TI
, 经推导可得:

+ [HzX0] ( i, . ) - G* [ UyXI ] ( i, . ) + #
TI
> + [HzX0] ( i , . ) - { G1

[ UyXI ] }( i, . ) + #
TI

因此 G
*
不是最优滤波器,与假设矛盾 .证毕.

性质 2 表明,在这种情况下设计最优滤波器时可以不考

虑量测噪声 N,这使得优化设计问题变得更为简单.

312 当初始条件未知时次优滤波器设计

当系统含未知初始状态时, 模型(3)中附加噪声 FX 0, 这
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时模型匹配问题(5)中, H 和 U均为线性时变算子. 在这种情

况下优化问题(5)的求解变得十分困难.下面我们设法将其化

为有限个标准二块�1优化问题. 为此先分析线性时变算子 H

和U 的矩阵表达式.由式( 3)得

y( k)= C1A
kF(0) + N( k)+ C1 [Ak- 1BX( 0) + Ak- 2BX(1) + ,

+ ABX( k- 2) + BX( k- 1) ] ,

z( k)= C2A
kF(0)+ C2[Ak- 1BX(0) + Ak- 2BX(1)+ , + ABX( k

- 2) + BX( k- 1) ] ,

其中, k= 0, 1, 2, , . 由上式可分别得到时变算子 HzF的下三

角矩阵表达式,以及时不变算子 HzX和HzN的Toeplitz矩阵表达

式(由它们的各时刻脉冲响应得到)如下:

HzF=

C 2 0 0 ,

C2A 0 0 ,

C2A2 0 0 ,

C2A3 0 0 ,

s s s w

, HzX=

0

C2B 0

C2AB C2B 0

C2A2B C2AB C2B 0 ,

s s s s w

,

HzN= 0.

于是,由 HzF, HzX, HzN并进行列交换构成的合成算子有如下

矩阵形式:
H =

[ C 2 0 0]

[ C2A 0 0] [0 C2B 0]

[ C 2A
2 0 0] [ 0 C2AB 0] [ 0 C2 B 0]

[ C 2A
3 0 0] [ 0 C 2A

2B 0] [ 0 C2AB 0] [ 0 C2B 0] ,

s s s s w

记 h00= [ C2 0 0] , H1=

[ C2A 0 0]

[ C2A2 0 0]

[ C2A3 0 0]

s

,

H2=

[ 0 C2B 0]

[0 C2AB 0] [ 0 C2B 0]

[0 C2A
2B 0] [0 C2AB 0] [0 C2B 0] ,

s s s w

.

于是, H 有下三角分块结构: H =
h00 0

H1 H2
. 同理可得算子

U的下三角分块结构: H =
u00 0

U1 U2

,式中, u00= [ C 1 0 I ],

H1=

[ C1A 0 0]

[ C1A
2 0 0]

[ C1A3 0 0]

s

,H 2=

[ 0 C1B I ]

[0 C1AB 0] [0 C1B I]

[ 0 C1A
2B 0] [0 C1AB 0] [0 C1B I] ,

s s s w

上述矩阵中空白处的元素为[0 0 0] .

GI #TV,亦可表为相应的下分块三角矩阵:

G=
g00 0

G1 G2
, 其中 G1 为 ] @1 分块阵, G2 为 Toeplitz矩

阵,即 G2 I #TI .

引入上述表达式后,可得

5 =
<00 0

51 5 2
=

h00- g00u00 0

H1- G1u00- G2 U1 H 2- G2 U2
(8)

记 5 (0, . ) = h00- g00u00, i = 0

5 ( i, . )= [ H1( i , . ) - G1 ( i, . ) u00- G2( i , . ) U0  H2 ( i, . ) -

G2( i , . ) U2 ] , i E 1

观察算子 H 2和 U2的矩阵表达式可知, 它们均为Toeplitz

矩阵, 即,它们为线性时不变算子 .将前述分块阵 H 2和 U2 进

行列交换不难得到其结构形式分别为: H2= [0  HzX  0] , U2

= õ0  UyX I8, 显然它们分别等价于[ HzX  0]和õ UyX  I8.

与优化问题( 7)进行比较可知,下列优化问题

Copt
0 = inf

G2 I #TI

+ H2- G2 U2 + #
TI

(9)

与 311 节所考虑初始状态已知时的滤波器优化设计问题( 7)

完全相同.

现在求解模型匹配问题( 5) .定义如下逐点优化问题:

K0= inf
g
00

+ 5 (0, . ) + #
TI
= inf

g
00

+ h00- g00u00 + #
TI

Ki= inf
G
1

( i , . ) G
2
( i , . )

+ 5 ( i, . ) + #
TI

 = inf
G
1

( i , . ) G
2

( i , . )
+ [ H1( i , . ) - G1( i, . ) u00- G2( i, . ) U1

  H2 ( i, . ) - G2( i , . ) U2 ] + #
TI

(10)

因 5 为T到 z- ẑ 的映射, 所以 z ( i ) - ẑ ( i ) = [ H ( i , . ) - G

( i , . ) U]T. 假设对每个 i求解 (10)得到最优滤波器的第 i 行

为 G* ( i, . ) ,则第 i 时刻的估计信号为 ẑ ( i ) = E
i

j= 0

g*
i, i- jy ( j)

对应的 Ki 为第 i 时刻最小的滤波误差 inf+ z( i ) - ẑ ( i ) + ] .

因此要求解最优滤波器 G* , 需要对每一个 i 求解优化问题

(10) , 但是,随着 i 增大,优化问题的维数也变得越来越大, 求

解会变得越来越困难.另外,当量测数据趋于无穷大时,需求

解无穷个逐点优化问题 .因此须寻求新的方法.

下面的定理给出了无穷数据次优滤波器的结构.

定理 1 令 g*
00 , Gc 1 ( i, . ) , Gc 2( i, . ) ( i = 1, 2, , )分别为

逐点优化问题( 10)的最优解. Gd2=

gd0

gd1 gd0

s s w

令 (式中

空白处为 0)为优化问题(9)的最优解. 则对任意的 E> 0, 存在

正整数, 使得按下列方法构造的滤波器 G* =
g*
00 0

G*
1 G*

2

,

其中

G*
1 ( i , . )=

Gc 1( i , . ) , 0F i< N

gd i+ 1,   iE N
,

G*
2 ( i, . )=

Gc2( i, . ) ,0F i< N

Gd2( i, . ) , iE N
,满足+ H- G* U+ #

TV
F Copt+ E.

证明略.

事实上定理 1 给出了一种求解模型匹配问题( 5)的次优

解的方法. 由此我们得到,初始条件未知但有界时无穷大数据

滤波器的次优设计算法 :

(1)求解标准 �1 优化问题(9) ,得 Gd2 和 Copt
0 .

(2)按定理 1 的证明过程构造 Hi , i = 0, 1, 2, , . 对预先给

定的精度控制因子 E 计算+ Hi + #
TI

, 确定 N 使得+ Hi + #
TI
F

E.
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(3)对 i = 0, 1, , , N- 1, 求解逐点优化问题(10) , 得 g*
00 ,

K0, Gc 1( i , . ) , Gc 2( i , . )和 Ki .

(4)用 g *
00 , Gc 1 ( i, . ) , Gc2 ( i, . ) ( i = 0, 1, , , N - 1) 以及

Gd2 根据定理 1构造次优滤波器 G* .

定理 1表明, 对于给定的逼近精度指标 E, 存在一个时刻

N ,在此时刻以后初始条件未知情况下的次优滤波器与初始

条件已知情况下得到的最优滤波器 Gd2 相同. 由( 11)和 (13)

式不难看出,由于 Hi 为第 i 时刻系统对初始状态的脉冲响应,

若在时刻 N 之前未知初始条件足够小, 则未知初始条件对

Gd2 最优性的影响也变得足够小. 因此有必要讨论对于预先

给定的对最优性能的逼近精度指标 E, 当未知初始条件在多

小的范围内时才能保证初始条件未知情况下的次优滤波器与

初始条件已知情况下得到的最优滤波器 Gd2在任意时刻都相

同.容易看出, 在假设+ X+ ] F 1, + N+ ] F 1, + x (0) + ] F 1

的前提下, 若式 ( 13)取 G
*
= Gd2 时对 i E 0 成立, 则滤波器

Gd2 在所有时刻都可达到精度指标 E.又 Hi 为第 i 时刻系统对

初始状态的脉冲响应.由此可知, 若未知初始条件满足:

+ x(0) + ] F max{x0| + [ x0Hi  ( H 2- Gd2 U2) ( i, . ) ] + #
TI

F Copt
0 + E, 0< x0< 1, i E 0}, (14)

而噪声依然保持+ X+ ] F 1, + N+ ] F 1, 则对于给定的精度

指标 E和所有 i E 0,初始条件已知情况下得到的最优滤波器

Gd2 同时也是初始条件未知时的次优滤波器. 换言之, 不等式

( 14)的右边是保证 Gd2 为次优滤波器的未知初始条件的上

界.
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