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摘 要： 根据信号和噪声的特性不同，本文提出了一种基于双提升小波的自适应混沌信号降噪方法．该方法结
合奇异谱和梯度下降算法，分别对双提升小波变换后的近似部分和细节部分进行了分析．一方面，奇异谱分析更大程
度的去除了代表噪声的较小奇异值；另一方面，神经网络对非线性阈值的自学习，实现了小波系数的自适应选取，提高

了信号的定位精度．通过对Ｌｏｒｅｎｚ模型和月太阳黑子时序进行仿真，证实了本文所提方法能够对实际观测的混沌信号
进行有效的降噪．
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１ 引言

近年来，由确定性系统产生的混沌现象在很多学科

中得到了广泛应用［１，２］．但是由于实际混沌信号一般附
有噪声，噪声的普遍存在性掩盖了系统的内在动态特

性，影响了混沌参数的计算及变量的预测［３，４］，因此对

实际观测的混沌信号进行有效的降噪具有重要的意义．
由于混沌信号具有功率宽带性和似噪声性，其频带

与叠加的噪声频带往往全部或部分重叠，因此传统的线

性滤波器降噪方法对其并不适用．小波分析［５～７］是近些
年发展起来的一种新的时频分析方法，在时频域都有很

强的表征信号局部特征的能力，但基于小波的硬阈值方

法的阈值函数不连续［８］，软阈值方法的通用阈值在应用

中显得过大且存在恒定偏差［９，１０］．针对上述方法存在的

缺点，Ｓｗｅｌｄｅｎｓ等［１１～１３］提出提升小波变换方法，该方法
不依赖于傅立叶变换，不必对一个函数进行伸缩和平

移，因此能够对实际观测的混沌信号进行有效的降噪．
本文提出一种基于双提升小波变换的自适应混沌

信号降噪方法，该方法首先将单提升小波变换扩展为双

提升小波变换，然后利用奇异谱算法对变换后的近似部

分进行分析，并利用神经网络的梯度下降算法对细节系

数进行自适应选取，最后将处理后的近似和细节系数先

取平均再重构就得到了降噪后的信号．由于该方法选取
的两个提升小波长度相同，性质相似，因此取平均时，能

够起到强化信号局部性的作用，从而提高系统的性能．
同时，本文还多方面多角度的对降噪效果进行评判，以

证明本文所提出的方法对实际混沌信号降噪的有效性．
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２ 提升小波变换的基本原理

Ｓｗｅｌｄｅｎｓ提出的提升小波不依赖于傅立叶变换，完
全在空间域中分析．提升小波变换主要分为三个步骤：
分裂、预测和更新，具体分析如下．

假设实际观测的混沌信号为：

ｘ（ｎ）＝ｙ（ｎ）＋η（ｎ）， ｎ＝１，２，…，Ｎ （１）
其中：ｙ（ｎ）表示原始信号；η（ｎ）表示高斯白噪声．Ｎ表
示序列的长度．

提升小波正变换的具体步骤如下．
（１）分裂（Ｓｐｌｉｔ），公式如下：

Ｓｐｌｉｔ（ｘ（ｎ））＝（ｘｅ（ｎ），ｘｏ（ｎ）） （２）
其中：ｘｅ（ｎ）＝ｘ（２ｋ）和 ｘｏ（ｎ）＝ｘ（２ｋ＋１），ｋ＝１，２，…，
分别代表偶数和奇数序列．

（２）预测（Ｐｒｅｄｉｃｔ），公式如下：
ｄ（ｎ）＝ｘｏ（ｎ）－Ｐ（ｘｅ（ｎ）） （３）

其中：Ｐ（ｘｅ（ｎ））表示利用相邻的偶数序列来预测奇数
序列，得到的预测之差为小波系数 ｄ（ｎ）．

（３）更新（Ｕｐｄａｔｅ），公式如下：
ａ（ｎ）＝ｘｅ（ｎ）＋Ｕ（ｄ（ｎ）） （４）

其中：Ｕ（·）称为更新算子，ａ（ｎ）表示尺度系数．
由于提升小波变换在结构上保证了完全重构，因

此只要改变预测器和更新器的符号，就能得到提升小

波逆变换，公式分别如下：

ｘｅ（ｎ）＝ａ（ｎ）－Ｕ（ｄ（ｎ）） （５）
ｘｏ（ｎ）＝ｄ（ｎ）＋Ｐ（ｘｅ（ｎ）） （６）
ｘ（ｎ）＝Ｍｅｒｇｅ（ｘｅ（ｎ），ｘｏ（ｎ）） （７）

其中：式（７）中的Ｍｅｒｇｅ（·）表示合并算子．
提升小波变换是在空间域中以离散小波变换作为

研究背景，因此能够对混沌信号进行有效的降噪．但是
提升小波系数阈值的选取比较困难：当阈值选取过小

时，小波系数中含有的噪声比较多；当阈值选取过大

时，又容易造成有用信号的丢失，存在较大的系统重构

误差．因此，在实际应用中受到限制．

３ 双提升小波自适应降噪方法

针对单提升小波在降噪领域存在的问题，结合奇

异谱分析和梯度下降算法，本文研究了一种基于双提

升小波的自适应混沌信号降噪方法．
３１ 具体实现

实际观测的混沌信号经过提升小波变换后，将被

分解成近似部分和细节部分．通常将近似部分看成实
际信号的一个近似，但是这样做一方面忽视了近似部

分本身含有的噪声，另一方面丢失了细节部分含有的

有用信息．因此，本文方法分别对近似部分和细节部分

进行了改进，具体分析如下．
（１）对双提升小波变换后的近似部分进行 ＳＳＡ分

析，主要是对其进行奇异值分解，保留代表真实信号的

较大奇异值，具体算法如下．
首先，取两个提升小波Ψ１（ｎ）和Ψ２（ｎ），并分别对

混沌信号进行变换，即：

Ｗｘｑｊ（ｎ）＝ ｘ（ｎ），Ψｑ（ｎ[ ]） ＝Ｗｙｑｊ（ｎ）＋Ｗηｑｊ（ｎ）
＝ａｑｊ（ｎ）＋ｄｑｊ（ｎ），ｑ＝１，２，ｊ＝１，２，… （８）

其中：ｊ表示分解尺度，ａｑｊ（ｎ）和 ｄｑｊ（ｎ）分别表示第 ｑ个
提升小波变换后的近似和细节部分．

然后计算近似部分的延时协变矩阵，即：

Ｔａ
ｑｊ
＝

ｃ（０） ｃ（１） · · · ｃ（ｍ－１）
ｃ（１） ｃ（０） ｃ（１）· · ｃ（ｍ－２）
· ｃ（１） · · · ·

· · · · · ·

ｃ（ｍ－２） · · · · ｃ（１）
ｃ（ｍ－１） · · · ｃ（１） ｃ（０















）

（９）
其中：

ｃ（τ）＝
１
Ｎ－τ∑

Ｎ－τ

ｎ＝１
ａｑｊ（ｎ）ａｑｊ（ｎ＋τ），０≤τ≤ ｍ－１

表示延迟时间为τ时的协方差，ｍ表示嵌入维数．
由于 Ｔａ

ｑｊ
是非负的对称矩阵，因此存在特征向量

ｅｑｉ，ｉ＝１，…，ｍ，使其第 ｉ个主分量为：

Ｉｑｉ（ｎ）＝∑
ｍ

τ＝１
ａｑｊ（ｎ＋τ）ｅｑｉ（τ），０≤ｎ≤Ｎ－ｍ（１０）

奇异谱分析就是选取前 ｐ个主分量和特征向量来
重构近似部分，即：

ａ^ｑｊ（ｎ）＝∑
ｐ

ｉ＝１
Ｉｑｉ（ｎ）ｅｑｉ（τ），ｐ≤τ≤ ｍ （１１）

对分析后的两个提升小波变换近似部分取平均可

得：

ａ^ｊ（ｎ）＝
ａ^１ｊ（ｎ）＋ａ^２ｊ（ｎ）

２ （１２）

（２）利用梯度下降算法对双提升小波变换后的细
节部分进行分析，主要是结合神经网络对非线性阈值

进行自学习，自适应地选取细节系数，具体算法如下．
假设混沌信号提升小波变换的分解尺度为 Ｊ，则重

构信号为：

ｘ^（ｎ）＝ａｑｊ（ｎ）＋∑
Ｊ

ｊ＝１
ｄｑｊ（ｎ） （１３）

在式（１３）中加入 Ｓｉｇｍｏｉｄ阈值滤波单元，可得：

ｘ^（ｎ）＝ａｑｊ（ｎ）＋∑
Ｊ

ｊ＝１
ｄｑｊ（ｎ）ｆ（ｄｑｊ（ｎ），θｑｊ，ｓｑｊ）（１４）

其中：Ｓｉｇｍｏｉｄ阈值滤波单元为：

ｆ（ｄｑｊ（ｎ），θｑｊ，ｓｑｊ）＝
１

１＋ｅｘｐ（－ｓｑｊ（ｄｑｊ（ｎ）－θｑｊ））
（１５）
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在式（１５）中，θｑｊ和ｓｑｊ分别是Ｓｉｇｍｏｉｄ函数的参数．
定义降噪误差指标为均方根误差，即：

ＲＭＳＥ＝ １
２Ｎ∑

Ｎ

ｎ＝１
（^ｘ（ｎ）－ｙ（ｎ））槡 ２ （１６）

其中：Ｎ表示序列的长度．
根据梯度下降法，调整θｑｊ和ｓｑｊ，当 ＲＭＳＥ达到最小

时，就实现了提升小波细节系数的自适应选取．在第 ｋ
步时，选取：

θｑｊ（ｋ＋１）＝θｑｊ（ｋ）＋Δθｑｊ
ｓｑｊ（ｋ＋１）＝ｓｑｊ（ｋ）＋Δｓｑｊ

其中：

Δθｑｊ＝－ａｑθ
ＲＭＳＥ
θｑｊ

Δｓｑｊ＝－ａｑｓ
ＲＭＳＥ
ｓｑｊ

并且，ａｑθ＞０和 ａｑｓ＞０都表示调整参数．
然后，对分析后的两个提升小波变换近似部分取

平均可得：

ｄ^ｊ（ｎ）＝
ｄ^１ｊ（ｎ）＋ｄ^２ｊ（ｎ）

２ （１７）

最后，将分析后的近似系数和细节系数进行重构，

就得到了降噪后的信号，即：

ｙ^（ｎ）＝ａ^ｊ（ｎ）＋∑
Ｊ

ｊ＝１
ｄ^ｊ（ｎ） （１８）

３２ 降噪效果评价准则

对不同降噪方法的降噪效果进行评判时，本文主

要从两个方面进行分析．
（１）对已知模型的混沌信号，从信噪比（ＳＮＲ）、增益

参数（ＧＰ）和均方根误差（ＲＭＳＥ）三方面进行分析，其公
式分别如下：

ＳＮＲ＝１０×ｌｇ ｖａｒ（ｙ（ｎ））
ｖａｒ（^ｙ（ｎ）－ｙ（ｎ[ ]）） （１９）

ＧＰ＝１０×ｌｇ ｖａｒ（η（ｎ））
ｖａｒ（^ｙ（ｎ）－ｙ（ｎ[ ]）） （２０）

ＲＭＳＥ＝ １
２Ｎ∑

Ｎ

ｎ＝１
（^ｙ（ｎ）－ｙ（ｎ））槡 ２ （２１）

其中：ｙ（ｎ）表示原始信号，^ｙ（ｎ）表示降噪信号，Ｎ表示
序列的长度．

（２）对未知模型的混沌信号，从降噪前后的自相关
函数和递归图两方面进行比较．

①自相关函数的定义如下：

Ｒｘｃｏｒｒ（τ）＝
１
Ｎ－τ∑

Ｎ－τ

ｎ＝１
ｘ（ｎ）ｘ（ｎ＋τ） （２２）

其中：τ表示延迟．对于混沌信号，其自相关函数值比较
大，且远大于噪声的自相关函数值．

②递归图
［１４，１５］主要是基于对相空间吸引子结构的

分析，研究相邻向量点间的递归特性，公式如下：

Ｒｉ，ｊ＝Θ（ｒ－ Ｘｉ－Ｘ

 

ｊ），ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｎ （２３）
其中：Ｘ表示空间向量，ｒ

 
表示距离，· 表示 Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ

距离范数；Θ（·）是 Ｈｅａｘｉｓｉｄｅ函数．
混沌的递归图由一些和对角线平行的带构成，且

在对角线两边对称相等，而噪声的递归图几乎是杂乱

无章的；同时，递归图本身有很多定量分析指标（ＲＱＡ），
能从不同的角度评判降噪效果．

４ 仿真分析

为验证本文方法的有效性，分别以加高斯白噪声

的Ｌｏｒｅｎｚ信号和观测的月太阳黑子混沌信号为研究对
象，并对其进行降噪，仿真结果及分析如下．
４１ Ｌｏｒｅｎｚ混沌时序降噪

Ｌｏｒｅｎｚ系统的动力学方程如下：
ｘ＝－σ（ｘ－ｙ）
ｙ＝－ｘｚ＋ｒｘ－ｙ
ｚ＝ｘｙ－

{
ｂｚ

（２４）

当σ＝１０，ｒ＝２８，ｂ＝８／３时，系统处于混沌状态．
分别利用软阈值方法、基本的单提升小波方法和

本文所提出的方法对加噪 ２０％的 Ｌｏｒｅｎｚ信号降噪，降
噪前后的相空间对比图如图１所示．

降噪前后系统的 ＳＮＲ、ＧＰ和 ＲＭＳＥ对比如表 １所
示。

表１ ＳＮＲ、ＧＰ和ＲＭＳＥ的比较结果

方法 ＳＮＲ（ｄＢ） ＧＰ ＲＭＳＥ
软阈值降噪［９］ ２３．１８００ ９．１０５４ ０．３８４０

单提升小波降噪［１３］ ２２．２２３２ ８．１４８６ ０．４２３１
本文方法降噪 ２４．６６３１ １０．５８８４ ０．３１９５

通过图１和表１可以看出，本文所提出方法的降噪
效果更好，在保持信号动态特性和整体平滑性的同时，
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提高了系统的信噪比和增益参数，降低了系统的均方

根误差．
为了进一步验证降噪方法的有效性，分析降噪前

后信号的自相关函数差值．当延迟时间分别为 ０ｓ，１ｓ，
２ｓ，… ，２０ｓ时，原始Ｌｏｒｅｎｚ信号和降噪后信号的自相关
函数差值图如图２所示．

通过对比可以发现，随着延迟时间的增加，本文方

法降噪后 Ｌｏｒｅｎｚ信号和原始信号自相关函数的差值最
小，说明其相互间具有很强的自相似性，从侧面反映了

降噪效果的有效性．
４２ 月太阳黑子信号降噪

近年来，随着混沌理论和分形技术的发展，关于太

阳黑子混沌特性的研究也日益增多［１６］．由于实际观测
的太阳黑子数总是混有一定程度的噪声，因此需要对

其进行有效的降噪．
选取１７５６年１月到２００５年１２月共３０００个月太阳

黑子数据为研究对象，分别利用软阈值方法、单提升小

波方法和本文降噪方法对其进行降噪，降噪前后的时

序图如图３所示．

通过对比可以看出，本文降噪方法能够对实际观

测的月太阳黑子进行有效的降噪，在保持系统整体平

滑性的同时，显现了太阳黑子的内在动态特性．
为了进一步验证降噪方法的优劣，下面分别从自

相关函数和递归图两方面进行分析．
首先，进行自相关函数分析．降噪前后月太阳黑子

的自相关函数值如表２所示．
表２ 降噪前后月太阳黑子时序的自相关函数值表

延迟时

间（年）

实际观测

序列

软阈值

方法［９］

单提升小

波方法［１３］

本文

方法

１
２
５
１０
２０
５０

０．９３２１
０．８７４２
０．６７０７
０．６２６５
０．５９６０
０．５１９４

０．９７１８
０．９１１３
０．６９９２
０．６５３１
０．６２１３
０．５４１４

０．９６８３
０．９０８２
０．６９６９
０．６５０９
０．６１９３
０．５３９９

０．９７４５
０．９１４４
０．７０１６
０．６５５５
０．６２３３
０．５４３２

通过表２可以看出，本文所提出的方法降噪后序列
的自相关函数值要更大，从而进一步反映出其对月太

阳黑子时序降噪的优越性能．
其次，从递归图方面分析．取１９７３年１月到２００５年

１２月共３３年３９６个月太阳黑子数据，相当于３个太阳
黑子周期．当嵌入维数 ｍ＝５，延迟时间τ＝１，空间两点
的间距 ｒ＝５时，降噪前后的递归图如图４所示．表３给
出了递归图的定量指标分析．

表３ 太阳黑子递归图的定量分析指标

方法 ＲＲ ＤＥＴ Ｌｍａｘ ＲＴ
实际观测序列 ０．００２６ ０．９８５１ ２ ０．０００８
软阈值方法［９］ ０．０２０４ ０．９９４４ ２１８ ０．００２１
单提升小波法［１３］ ０．０１９４ ０．９９０１ ２１０ ０．００２０
本文方法 ０．０２１７ ０．９９７７ ２２８ ０．００２１

其中：ＲＲ表示递归度；ＤＥＴ表示确定性，指构成４５度对角线结构
的递归点的百分比；Ｌｍａｘ表示递归图中除了主对角线以外
最长对角线的长度；ＲＴ表示递归趋势．

从递归图及其定量分析指标可以看出，本文所提

方法降噪后递归图的聚集度更大，确定性和稳定性更
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强，对初始状态的敏感性更低；从 ＤＥＴ分析还可以得
到，对角线两侧轨迹的递归周期大约为３，符合所取太
阳黑子数据的周期，从而反映了本文所提方法降噪的

有效性．

５ 结论

基于提升小波变换理论，本文提出了一种基于双提

升小波的自适应混沌信号降噪方法．该方法结合奇异谱
分析，更大程度上保留了实际信号中的有用信息，同时

利用神经网络的梯度下降法对提升小波变换后的细节

系数进行分析，自适应的选取了细节系数，进一步降低

了噪声．通过对Ｌｏｒｅｎｚ模型以及实际观测的月太阳黑子
进行仿真分析，证明了该方法的有效性以及优越性能．
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