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　　摘　要 : 　本文主要在乘性噪声之间相关、乘性和加性噪声之间也相关的复杂噪声背景下 ,研究谐波恢复及非线

性耦合谐波分析 ,提出噪声互可混的概念 ,推广了有关非线性耦合谐波分析的结论 ,用特殊定义的六阶时间平均矩谱

切片成功地解决了复杂噪声背景下的谐波恢复问题.仿真实验证明了算法的有效性.

关键词 : 　时间平均矩谱 ; 非线性耦合谐波 ; 谐波恢复 ; (自) 可混 ; 互可混

中图分类号 : 　TN911172　　　文献标识码 : 　A　　　文章编号 : 　037222112 (2003) 0120117206

Harmonic Retrieval and Nonlinear Frequency2Coupled Harmonics

in the Complex Noise

XU Jing1 ,2 ,WANG Shu2xun1 ,WANG Hong2zhi3 ,4 ,Cheng shi2xin2

(11 Information school of Jilin University , Changchun , Jilin 130025 , China ; 　　　　　　　　　　　　　

21National Mobile Communications Research Laboratory of Southeast University , NanJing , Jiangsu 210096 , China ;

31Dept of Computer Science and Technology , Changchun Technology University , Changchun , Jilin 130012 , China ;

41 Changchun Institute of Optic Fine Machine and Physics , Changchun , Jilin 130000 , China)

Abstract :　In this paper ,the harmonic retrieval and frequency2coupled harmonics are studied under the condition that the com2
plex noise include multiplicative and additive noise are correlative. First ,the concept of cross2mixing is proposed. Second ,the result on

the frequency2coupled harmonics are extended. Third ,the harmonic retrieval in the complex noise is solved with the slice of the sixth2
order time2averaged moment polyspectral. The above algorithms are confirmed by the simulations.
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1　引言
　　谐波恢复与非线性耦合谐波分析在现代信号处理中有重

要地位 ,在海洋学、地震学、脑电图分析和等离子物理等领域

中有广泛的应用.对加性噪声背景下的谐波恢复及非线性耦

合谐波分析问题的己进行了广泛的研究 ,Swami和 J1M1Mendel

提出基于四阶累积量一维对角切片的谐波恢复方法 [1 ] ,解决

了高斯有色噪声背景下的谐波恢复问题 ;梁应敞等 [2 ,3 ,5 ,14l提

出了非高斯有色噪声中谐波恢复的预滤波方法和预白化方

法 ;张严等[4 ]解决了二、三次非线性耦合谐波分析问题.

近期的研究表明 ,由于信号通过非线性介质或散射 ,乘法

噪声在实际中广泛存在.因此人们对乘性噪声问题展开了研

究. Besson[8 ,9 ]在没有考虑加性噪声、谐波信号只能有单频率

分量且假定乘法噪声具有低通特性的情形下 ,研究了使用车

载多谱勒雷达的远距离车辆实时测速问题 ;Dwyer[10 ]在假定

乘法噪声和加性噪声均为高斯分布且谐波信号具有单频率分

量的情形下 ,提出用一种特定的四阶谱来估计乘法噪声中的

谐波信号参量 ;Swami [11 ]研究了乘法噪声现象后 ,指出用高阶

累积量方法估计谐波信号参量的条件是 :加性噪声为高斯分

布 ,乘法噪声为非零均值白噪声或零均值高斯白噪声 ,并研究

了乘法噪声中的二次非线性耦合谐波分析问题 ,指出当乘法

噪声具有高斯分布时 ,它是不可识别的. 直到最近 ,

G1B1Giannakis和 G1Zhou[6 ]利用信号的循环平稳性质提出了

乘法噪声中谐波恢复的循环统计量方法 ,该方法不限制加性

和乘法噪声的颜色和分布 ,并提出一种特殊的多谱方法 [11 ]解

决乘法噪声中的二次非线性耦合谐波分析问题.北京大学程

乾生教授等[12 ,13 ]也对此作出了卓有成效的研究.

上述方法要求满足乘性噪声之间相互独立、乘法噪声和

加法噪声之间相互独立和噪声是可混的条件.噪声可混的条

件是要求噪声的自累积量绝对可和.在实际环境中 ,噪声独立

往往难以得到检验和保证 ,因此 ,有必要对乘性噪声之间相

关、加性噪声与乘性噪声也相关的复杂噪声背景下的谐波恢

复和非线性耦合谐波分析问题进行研究.本文提出了噪声互

可混的概念 ,噪声互可混的条件是噪声的自累积量和互累积

量都绝对可和 ,在此条件下 ,研究了复杂噪声背景下的谐波恢

复及非线性耦合谐波分析问题.
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2　自可混与互可混

　　首先给出自累积量和互累积量的定义 .

设 S = [ S0 , ⋯, SL ] T是一平稳随机向量 ,则 S 随机向量

的互累积量为
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其中 , k为自然数 , p为 ( k + 1)维列向量 ,元素取 + 1或 - 1 ,
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式 (2)称为随机过程 S ( t)的自累积量.下面对可混的概念作

一阐述.

定义 1　可混[7 ] .若平稳随机过程 S ( t)的自累积量绝对

可和 ,则称噪声是可混的.即满足
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噪声的自累积量绝对可和 ,实际上刻划了噪声在时间上

的近似独立性 ,研究[15 ]表明只要噪声是具有稳定核的线性过

程或 Volterra过程 ,它都是可混的.

为了研究乘性噪声之间相关、乘性噪声和加性噪声也相

关情况下的谐波恢复及非线性耦合谐波分析 ,本文定义了互

可混的概念.

定义 2　互可混.若平稳随机向量的自累积量 S = [ S0 ,

⋯, SL ] T和互累积量都绝对可和 ,则平稳随机向量 S 是互可

混的.即满足
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可以这样理解可混和互可混这两个概念.第一 ,研究的对

象不同.可混的研究对象为单元素 ,因此可混也可以称为自可

混 ;而互可混的研究对象为多个元素组成的集合 ,在本文中 ,

集合可以看作由多个乘性噪声和加性噪声组成.第二 ,刻划的

内容不同.由于自可混的研究对象为单元素 ,因此它刻划的是

自身的特性 ,即噪声在时间上的近似独立性 ;互可混它不但刻

划了元素自身的特性 ,而且还刻划了元素与元素之间的关系 ,

在本文中体现为噪声与噪声在时间上的近似不相关性.第三 ,

用自累积量和互累积量来描述互可混的概念 ,而没采用互相

关函数来描述的原因是互可混可以体现多个元素之间的关

系 ,而若用互相关函数只能体现两元素之间的关系.第四 ,在

研究乘性噪声背景下的谐波恢复及非线性耦合谐波分

析[6 ,7 ,12 ,13 ]时 ,都假设噪声自可混和相互独立的这两个条件 ,

这两个条件包含两层意思 :噪声自可混相当于刻划了噪声的

自身特性 ,而相互独立刻划了噪声之间的相互关系.由噪声相

互独立可推出噪声的互累积量为零 ,因此可得如下推断 :满足

自可混和相互独立的噪声必定是互可混的 ,而反之不一定成

立.同时若乘性和加性噪声满足互可混的假设 ,可得观测信号

满足自可混的假设 ,从而由文献[7 ]可得三阶和六阶时间平均

矩谱存在.

3　复杂噪声背景下的二次非线性耦合谐波分析

　　设谐波信号的观测模型为

x ( t) = ∑
L

l =1

Sl ( t) ej (ω
l
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l
) + v ( t) , t = 0 ,1 , ⋯, T - 1 (5)

其中 , Sl ( t)乘性噪声 , v ( t)加性噪声.

为了推导方便 ,设 S0 ( t) = v ( t) ,ω0 = <0 = 0 ,则式 (5)为

x ( t) = ∑
L

l =0

Sl ( t) ej (ω
l
t + <

l
) , t = 0 ,1 , ⋯, T - 1 (6)

对模型式 (6)作如下假设 :

( A1)ω′ls 各不相等 ,ωl +ωm ≠0mod (2π) ,且ωl ,ωm ∈

( - π,0) ∪(0 ,π) , l , m = 1 , ⋯, L .

( A2) <′ls为确定性常数 , <l ∈( - π,π].

( A3)噪声 Sl ( t)′s是平稳随机过程 ,均值 E〈Sl ( t)〉≠0 , l

≠0 , E〈S0 ( t)〉= 0.

( A4)噪声 Sl ( t)′s满足互可混条件.

根据 ( A1)～ ( A4) ,式 (6)中 x ( t)为非平稳信号 ,其 ( k + 1)

阶矩定义为

m ( k + 1) x ( t ;τ) > E{ x 3 ( t) x ( t +τ1) ⋯x ( t +τk) } (7)

定义 x ( t)的 ( k + 1)阶时间平均矩为
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定义时间平均矩的 k 阶傅立叶变换为 x ( t)的时间平均

矩谱 ,即
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时间平均矩谱的渐近无偏估计子 [11 ]为
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同样可定义累积量的时间平均多谱为
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定理 1　定义 �M3 x (λ)为式 (6)所示信号 x ( t)的三阶时间

平均矩谱 ,则有
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其中 ,δ(λ)为 Kronecker函数 , ml 为乘性噪声均值.

关于定理 1的证明关键点如下 :
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以此类推.

式 (14)和 (15)表明 ,只要噪声的自累积量和互累积量绝

对可和 ,则累积量的时间平均多谱为零.这结论在定理 1证明

过程中将反复用到 ,同时式 (14)和 (15)还表明 ,可利用式 (14)

和 (15)去除统计量中具有时间延迟的交叉项 ,而抑制交叉项

是非平稳、非线性信号分析的难点之一.

证明细节请见附录 1.定理 1表明当且仅当存在二次非

线性耦合谐波时 ,三阶时间平均矩谱才取非零值 ,且仅在参与

耦合的谐波频率处有值 ,这就为判别有无二次非线性耦合谐

波 ,提供了理论依据.

算法步骤如下 :

(1)根据观测信号 x ( t)求得其离散傅立叶变换 XT (λ) .

(2)由式 (10)求得观测信号的三阶时间平均矩谱的估计.

(3)画出三阶时间平均矩谱估计的谱图和等高图.

(4)根据三阶时间平均矩谱图判别有无非线性耦合谐波 ,

进而根据等高图判定参与非线性耦合的频率.

4　复杂噪声背景下的谐波恢复

　　谐波信号的观测模型为

x ( t) = ∑
L

l =1

Wl ( t) ej (ω
l
t + <

l
) + v ( t) (16)

其中 , Wl ( t)为乘性噪声 , v ( t)为加性噪声.

对模型作如下假设

( A1)ω′ls各不相等 ,不存在非线性耦合谐波 ,ωl ∈(0 ,2π/

3) , l = 1 , ⋯, L .

( A2) <′ls为确定性常数 , <l ∈( - π,π].

( A3)乘性噪声 W ( t)′s和加性噪声 v ( t)是均值为零的平

稳随机过程 , Wl ( t)′s与 v ( t)相关 ,即

E{ Wl ( t) v ( t) } ≠0 , l = 1 ,2 , ⋯, L (17)

( A4)噪声满足互可混条件.

为可便于分析问题 ,对上述信号的观测模型作如下变形

x ( t) = ∑
L

l =0

Sl ( t) ejω
l
t (18)

其中 , Sl ( t) = Wl ( t) ej <
l , l = 1 ,2 , ⋯, L , S0 ( t) = W0 ( t) ,ω0 = 0.

根据式 (7) , x ( t)的六阶矩为

m6 x ( t ; n1 , ⋯, n5) = E〈x 3 ( t) x ( t + n1) x ( t + n2)

x ( t + n3) x ( t + n4) x ( t + n5)〉 (19)

定义特殊的的六阶矩为

　　m6 x ( t ; n1 , ⋯, n5) = E〈 x 3 ( t) x 3 ( t + n1) x ( t + n2)

x 3 ( t + n3) x ( t + n4) x 3 ( t + n5)〉

(20)

并且令 n1 = 0 , n2 = n3 =τ1 , n4 = n5 =τ2 ,则六阶矩化为

　　m6 x ( t ;τ1 ,τ2) = E〈( x 3 ( t) ) 2 x ( t +τ1) x 3 ( t +τ1)

x ( t +τ2) x 3 ( t +τ2)〉 (21)

定理 2　定义特殊的六阶时间平均矩谱为如下形式 ,

　�M6 , x (λ1 ,λ2) = lim
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则观测信号的六阶时间平均矩谱切片为

�M6 , x (λ1 ,λ2)
λ

1 = 0
　 = 2A∑

L

l =1

E2{ S 3
l ( t) S0 ( t) }δ(λ2 - ωl)

　+ A2 E{ S 3
0 ( t) S 3

0 ( t) } ( t)δ(λ2) (23)

其中 , A = ∑
L

l =0

E{ S 3
l ( t) Sl ( t) } .

证明过程见附录 2.

由定理 2可得如下结论 :观测信号的六阶时间平均矩谱

切片仅在信号的谐波频率处有值 ,无交叉项出现 ,且用此六阶

时间平均矩谱切片进行谐波恢复不需对噪声的分布、颜色和

独立性作任何限制.因此可根据六阶时间平均矩谱切片的谱

峰来进行谐波恢复.

算法的基本步骤如下 ,

(1)求 x2 ( t)和 | x ( t) | 2 ,这相当于一个非线性预处理过

程.

(2)分别求出 x2 ( t)和| x ( t) | 2的离散傅立叶变换.

(3)根据式 (10)求得六阶时间平均矩谱的估计 ,进而得其

切片谱.

(4)画出切片谱图 ,从而根据文[13 ]中提出的方法得到谐

波频率的估计.

5　实验结果

实验 1　非线性耦合谐波分析

设观测信号中含有四个谐波成分 ,分别为ω1 = 110 ,ω2 =

115 ,ω3 = 215 ,ω4 = 119 ,初始相位分别为 013、014、015、016.乘

性和加性噪声由如下系统产生 ,

S1 ( t) = e ( i) + 013 e ( i - 1) + 012 e ( i - 2)

S2 ( t) = e ( t) + 014 e ( t - 1) + 013 e ( t - 2)

S3 ( t) = e ( t) + 0125 e ( t - 1) + 0115 e ( t - 2)

S4 ( t) = e ( t) + 0155 e ( t - 1) + 0145 e ( t - 2)

v ( t) = e ( t) + 0115 e ( t - 1) + 0125 e ( t - 2)

其中 , e ( t)为高斯白噪声 ,且均值为 1 ,方差为σ2
e = 1 ,可求得

噪声的均值分别为 115、117、114、2、114.数据长度 T = 1024.按
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照上节给出的方法 ,可以得到三阶时间平均矩谱图与等高图.

根据图 1 ,可认定存在非线性耦合谐波 ,进而根据局部放

大的等高图图 2 ,可得参与耦合的谐波频率为ω1 = 115 ,ω2 =

110.实验结果验证了方法的正确性.

图 1　观测信号的三阶时间平均矩谱图

图 2　三阶时间平均矩谱的等高图

实验 2　谐波恢复

设观测信号中含有四个谐波成分 ,分别为ω1 = 015 ,ω2 =

019 ,ω3 = 112 ,ω4 = 1144 , <1 = 013 , <2 = 014 , <3 = 015 , <4 = 016.

乘性和加性噪声由如下系统产生 ,

W1 ( t) = e ( t) + 013 e ( t - 1) + 0. 2 e ( t - 2)

W2 ( t) = e ( t) + 014 e ( t - 1) + 0. 3 e ( t - 2)

W3 ( t) = e ( t) + 0125 e ( t - 1) + 0. 15 e ( t - 2)

W4 ( t) = e ( t) + 0155 e ( t - 1) + 0. 45 e ( t - 2)

v ( t) = e ( t) + 0115 e ( t - 1) + 0. 25 e ( t - 2)

其中 , e ( t)为[ - 3 , 3 ]上均匀分布白噪声 ,且均值为零 ,数据

长度 T = 4096.

图 3　观测信号的循环二阶矩谱图

实验 A　对上面

给出的观测信号 ,若

用文献 [ 6 ]提出的循

环二阶矩谱来进行谐

波恢复 ,可得如图 3.

从图 3 可以看

出 ,若用循环二阶矩

谱将产生伪峰 ,出现

伪峰是因为噪声之间

相关.从而不能正确地估计信号频率和谐波个数.

实验 B　用本文给出的六阶时间平均矩谱切片进行谐波

恢复 ,可得图 4切片谱图 .

图 4　观测信号的六阶时间平均矩谱切片图

　　得到谐波频率的估计值 ω̂1 = 01501 ,ω̂2 = 019014 ,ω̂5 =

112006 ,ω̂4 = 114415.实验 B验证了用本文提出的方法进行谐

波恢复可以很好地避免了伪峰的出现.

实验 C　噪声模型和谐波频率都保持不变 ,激励源 e ( n)

为高斯白噪声 ,方差σ2
e = 1 ,数据长度 T = 4096.观测信号的六

阶时间平均矩谱切片图为图 5.

根据图 5 可得谐波频率的估计值为 ω̂1 = 01501 ,ω̂2 =

019014 ,ω̂3 = 112006 ,ω̂4 = 114416.实验 B 和实验 C二者区别

为 ,前者激励源 e ( n)为均匀分布白噪声 ,后者为高斯白噪声 ,

其余条件都相同 ,由实验结果图 4和图 5可知 ,本文提出的方

法对噪声分布不敏感.

图 5 　观测信号的六阶时间平均

多矩谱切片图

6　结论

　　本文针对乘性噪声之间

相关、乘性和加性噪声之间

也相关的复杂噪声背景 ,提

出互可混的概念 ,对 (自)可

混与互可混这两个概念进行

辨析.进而对复杂噪声背景

下的非线性耦合谐波分析与

谐波恢复问题展开研究 ,分

别提出基于三阶时间平均矩谱的非线性耦合谐波分析方法和

基于特殊的六阶时间平均矩谱切片的谐波恢复方法 ,成功地
抑制了伪峰的出现 ,收到较好的效果.本文提出的方法 ,在数

据长度较短时 ,方差较大 ,如何解决这一问题有待研究.

附录 1

　　证明 :观测信号的三阶时间平均矩为 ,

　�m3 x (τ) = lim
T→∞

1
T ∑

T- 1

T =0

m3 x ( t ;τ)

= lim
T→∞

1
T ∑

T- 1

t =0

E{ x 3 ( t) x ( t +τ1) x ( t +τ2) } (24)

由假设 (1) ,式 (24)可化简为

�m3 x (τ) = ∑
L

l
1

=1
∑
L

l
2

=1
∑
L

l
3

=1

ej ( <
l2

+ <
l3

- <
l1

)
E{ S 3

l1
( t) Sl2

( t +τ1)

Sl
3

( t +τ2) }δ(ωl
1

- ωl
2

- ωl
3
) ejω

l2
τ

1 ejω
l3
τ

2

+ ∑
L

l1 =1
∑
L

l2 =1

E{ S 3
l
1

( t) S0 ( t +τ1) Sl
3

( t +τ2 ) }δ(ωl
1

-

ωl
3
) e - j <

l1ej (ω
l3
τ

2
+ <

l3
)
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此

+ ∑
L

l1 =1
∑
L

l2 =1

E{ S 3
l
1

( t) Sl
2

( t +τ1) S0 ( t +τ2 ) }δ(ωl
1

-

ωl
2
) ×e - j <

l1ej (ω
l2
τ

1
+ <

l2
)

+ E{ S0 ( t) S0 ( t +τ1) S0 ( t +τ2) } (25)

下面求观测信号的时间平均矩谱 ,不失一般性 ,分析式 (25)第

一项的时间平均矩谱 ,为了便于分析问题 ,不考虑相位因子 ,

并且对矩使用 C2M公式 ,逐项分析矩的展开式的时间平均多

谱 ,

lim
T→∞

1
T2 ∑
τ

1

∑
τ

2

∑
L

l1 =1
∑
L

l2 =1
∑
L

l3 =1

cum{ S 3
l
1

( t) , Sl
1

( t +τ1) ,

　Sl
3

( t +τ2) }δ(ωl
1

- ωl
2

- ωl
3
) e j (ω

l2
- λ

1
)τ

1ej (ω
l3

-λ
2
)τ

2

　≤∑
L

l1 =1
∑
L

l2 =1
∑
L

l3 =1

lim
T→∞

1
T2 ∑
τ

1

∑
τ

2

cum{ S 3
l
1

( t) , Sl
2

( t +τ1) ,

　　Sl
3

( t +τ2) } (26)

由式 (15)可知上不等式右边等于零 ,从而可知不等式左

边必为零 ,同理可证矩展开式项只要含有二阶累积量 ,其三阶

时间平均矩谱必为零 ,只有最后一项不为零 ,为如下形式

∑
L

l1 =1
∑
L

l2 =1
∑
L

l3 =1

ml
1

ml
2

ml
3
ej ( <

l
2

+ <
l
3

- <
l
1

)δ(ωl
1

- ωl
2

- ωl
3
)

·δ(λ1 - ωl
2
)δ(λ2 - ωl

3
) (27)

由假设 ( A4)和加性噪声均值为零 ,同理可证明三阶时间平均

矩的剩余项的三阶时间平均多谱为零.定理 1得证 .

附录 2

证明 :首先求信号的六阶时间平均矩 ,

�m6 , x (τ1 ,τ2) = lim
T→∞

1
T ∑

T- 1

t =0

E{ ( x2 ( t) ) 3 x ( t +τ1) x 3 ( t +τ1)

x ( t +τ2) x 3 ( t +τ2) } (28)

下面证明这样一个结论 :累积量只要含有时间延迟时 ,累

积量的时间平均多谱为零 ,当累积量无时间延迟时 ,累积量的

时间平均多谱才有可能不为零.为了证明的方便 ,下面作一变

量代换令

X1 ( t) = Sl
1

( t) Sl
2

( t)

X2 ( t +τ1) = Sl
3

( t +τ1) Sl
4

( t +τ1)

X3 ( t +τ2) = Sl
5

( t +τ2) Sl
6

( t +τ2)

严格的书写 , X1 ( t )应写成 XS
l1

S
l2

( t ) ,这不影响证明过

程.因此将式 (28)用 C2M公式展开得

　E{ X1 ( t) X2 ( t +τ1) X3 ( t +τ2) }

　　= E{ X1 ( t) } E{ X2 ( t +τ1) } E{ X3 ( t +τ2) }

　　　+ E{ X1 ( t) } cum{ X2 ( t +τ1) , X3 ( t +τ2) }

　　　+ E{ X2 ( t +τ1) } cum( X1 ( t) , X3 ( t +τ2) )

　　　+ E{ X3 ( t +τ2) } cum( X1 ( t) , X2 ( t +τ1) )

　　　+ cum( X1 ( t) , X2 ( t +τ1) , X3 ( t +τ2) ) (29)

下面证明展开式 (29)除第一项外 ,其余项的时间平均多

谱为零 ,不妨先证第二项的时间平均多谱为零.

lim
T→∞

1
T2 ∑

T- 1

τ
1 =0
∑
T- 1

τ
2 =0

E{ X1 ( t) }cum{ X2 ( t +τ1) , X3 ( t +τ2) } e - jλ1
τ

1 e - jλ2
τ

2

　　≤lim
T→∞

1
T2 ∑

T- 1

τ
1 =0
∑
T- 1

τ
2 =0

E{ X1 ( t) }cum{ X2 ( t +τ1) , X3 ( t +τ2) } (30)

由L2S公式[15 ] ,可将上式化为

| E{ Sl
1

( t) Sl
2

( t) } | lim
T→∞

1
T2 ∑

T- 1

τ
1 =0
∑
T- 1

τ
2 =0

| cum( Sl
3

( t +τ1) ,

　　Sl
5

( t +τ2) ) cum( Sl
4

( t +τ1) , Sl
6

( t +τ2) )

　　+ cum( Sl
3

( t +τ1) , Sl
6

( t +τ2) )

　　×cum( Sl
4

( t +τ1) , Sl
5

( t +τ2) )

　　+ cum( Sl
3

( t +τ1) , Sl
4

( t +τ1) ,

　　Sl
5

( t +τ2) , Sl
6

( t +τ2) ) |

作一变量替换τ=τ2 -τ1 ,并且使用三角不等式 ,可得

≤| E{ Sl
1

( t) Sl
2

( t) } | lim
T→∞

1
T2 { ∑

T- 1

τ= - ( T- 1)

| CS
l3

S
l5

(τ) CS
l4

S
l6

(τ)

　( T - |τ| ) | + ∑
T- 1

τ= - ( T- 1)

| CS
l3

S
l6

(τ) CS
l4

S
l5

(τ) ( T - |τ| ) | } (31)

式 (31)又可化为

≤| E{ Sl
1

( t) Sl
2

( t) } | lim
T→∞

1
T

{ ∑
T- 1

τ= - ( T- 1)

| CS
l3

S
l5

(τ) CS
l4

S
l6

(τ) |

　+ ∑
T- 1

τ= - ( T- 1)

| CS
l
3

S
l
6

(τ) CS
l
4

S
l
5

(τ) | } (32)

对上式 (32)的两项分别使用施瓦兹不等式 ,可得

≤| E{ Sl
1

( t) Sl
2

( t) } |

×lim
T→∞

1
T

{ ∑
T- 1

τ= - ( T- 1)

| CS
l3

S
l5

(τ) | 2 ∑
T- 1

τ= - ( T- 1)

| CS
l4

S
l6

(τ) | 2

+ ∑
T- 1

τ= - ( T- 1)

| Cs
l3

S
l6

(τ) | 2 ∑
T- 1

τ= - ( T- 1)

| CS
l4

S
l5

(τ) | 2} (33)

由互可混条件 ,可证得式 (33)大括号内的求和项都为有

限值 ,从而就证明了式 (29)第二项的时间平均多谱为零 ,同理

可证其它项的时间平均多谱为零.这里需要说明的是上述没

有考虑取共轭 ,由于证明的过程主要利用的是绝对可和性 ,而

取共轭不影响绝对可和性.从而可得

�M6 , x (λ1 ,λ2) = ∑
L

l1 =0
∑
L

l2 =0
∑
L

l3 =0
∑
L

l4 =0
∑
L

l5 =0
∑
L

l6 =0

E{ S 3
l
1

( t) S 3
l
2

( t) }

×E{ S 3
l
3

( t) Sl
4

( t) } E{ S 3
l
5

( t) Sl
6

( t) }

·δ(λ1 + (ωl
3

- ωl
4
) )δ(λ2 + (ωl

5
- ωl

6
) )

·δ( - ωl
1

- ωl
2

- ωl
3

+ωl
4

- ωl
5

+ωl
6
) (34)

令λ1 = 0 ,又由假设 ( A1)可得

�M6 , x (λ1 ,λ2) |λ
1

= 0 = ∑
L

l1 =0
∑
L

l2 =0
∑
L

l3 =0
∑
L

l5 =0
∑
L

l6 =0

E{ S 3
l
1

( t) S 3
l
2

( t) }

×E{ S 3
l
5

( t) Sl
6

( t) }δ(λ2 + (ωl
5

- ωl
6
) )

·δ( - ωl
1

- ωl
2

- ωl
5

+ωl
6
) (35)

要六阶时间平均矩谱切片有非零值 ,当且仅当 ,

λ2 +ωl
5

- ωl
6

= 0mod (2π) (362a)

ωl
1

+ωl
2

+ωl
5

=ωl
6
mod (2π) (362b)

下面分几种情形进行讨论 ,

( I)满足 (362b)的四个频率全不为零 ,由于假设 ( A1) ,此
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情形显然不成立.

( II)满足 (362b)的四个频率只有一个为零 ,由假设 ( A1)

可知此情形不成立.

(III)满足 (362b)的四个频率中只有二个为零 ,由假设

( A1)可知ωl
6
不能为零 ,ωl

1
、ωl

2
、ωl

5
中有二个为零 ,一个与ωl

6

相等.此时 ,六阶时间平均矩谱切片为

�M6 , x (λ1 ,λ2) λ1 = 0 = ∑
L

l1 =1
∑
L

l3 =0
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1

( t) S 3
0 ( t) } ×E{ S 3
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3
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3
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)
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2
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3
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3
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0 ( t) Sl
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2
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L

l5 =1
∑
L

l3 =0

E{ S 3
0 ( t) S 3
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( t) Sl
3
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5

( t) Sl
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( t) }δ(λ2)

(37)

　　　　= 2 ∑
L

l2 =1
∑
L

l3 =0

E{ S 3
0 ( t) S 3

l
2

( t) } E{ S 3
l
3

( t) Sl
3

( t) }

×E{ S 3
0 ( t) Sl

2
( t) }δ(λ2 - ωl

2
)

+ ∑
L

l5 =1
∑
L

l3 =0

E{ S 3
l
1

( t) S 3
0 ( t) } E{ S 3

l
3

( t) Sl
3

( t) }

×E{ S 3
l
5

( t) Sl
5

( t) }δ(λ2) (38)

　　( Ⅳ)满足 (362b)的频率全为零 ,此时的时间平均矩谱切

片为

�M6 , x (λ1 ,λ2) |λ
1

= 0 = ∑
L

l3 =0

E{ S 3
0 ( t) S 3

0 ( t) }

×E{ S 3
l
3

( t) Sl
3

( t) } E{ S 3
0 ( t) S0 ( t) }δ(λ2) (39)

综上所述 ,观测信号的六阶时间平均矩谱切片为 ,

�M6 , x (λ1 ,λ2) |λ
1

= 0 = ∑
L

l3 =0

E{ S 3
0 ( t) S 3

0 ( t) }

×E{ S 3
l
3

( t) Sl
3

( t) } E{ S 3
0 ( t) S0 ( t) }δ(λ2)

+ 2∑
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1

( t) } E{ S 3
l
3

( t) Sl
3

( t) }

×E{ S 3
0 ( t) Sl1

( t) }δ(λ2 - ωl1
)

+ ∑
L

l5 =1
∑
L

l3 =0

E{ S 3
l
1

( t) S 3
0 ( t) } E{ S 3

l
3

( t) Sl
3

( t) }

×E{ S 3
l
5

( t) Sl
5

( t) }δ(λ2) (40)

若令 A = ∑
L

l =0

E{ S 3
l ( t) Sl ( t) } ,从而可得定理 2的形式 ,

证毕.
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