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　　摘　要 :　Wigner2Hough变换对 LFM信号有压缩和聚焦的作用 ,这种作用的又具有阈值特性 ,本文简述 Wigner2
Hough变换的方法及对该方法的评价.重点讨论Wigner2Hough变换的离散计算 ,提出了一种对 Wigner变换的结果再进

行 Hough变换的类似二维搜索的离散计算方法.
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Abstract :　Method of LFM signal detection by Wigner - Transform and its evaluation is presented. A discrete algorithm is de2
vised here for this method and multicomponent LFM simulation proved its expected performance.
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1　Wigner - Hough变换简介
111　应用背景简介

LFM(chirp)信号在信号分析中有独特的作用 ,它在需要

干扰抑制的场合有令人满意的效果.典型的应用是 SAR和 IS2
AR的运动目标成像 ,目标和雷达之间的相对运动会在接收信

号的相位上引入一个相位调制.在方位压缩之前 ,chirp 形式

的接收信号的两个相位参数反映了目标的运动情况 ,运动目

标的聚焦和定位计算 ,要求准确了解 chirp 信号的这两个参

数.

时频分析是非平稳信号的常用分析方法 ,LFM信号的

Wigner分布为背鳍状、直线型. Hough变换是图像处理中用于

直线检测的方法. 因此两种方法结合 ,即在时频平面上对

Wigner变换的结果再进行 Hough变换 ,必然能够得到 LFM信

号的特征量.白噪声中信号的一般检测方法是匹配滤波 ,对于

白噪声中的 LFM(chirp)信号 ,在信号参数ω0 和 g0 未知情况

下 ,无法设置固定的匹配滤波器. Wigner2Hough变换是一种直

线积分的投影变换 ,它相当于对 Wigner变换的结果作线性相

干积累 ,适用于加性白噪声中 LFM信号的检测.

如果信号中存在多个 LFM分量 ,各分量之间的的交叉项

会使时频平面变得模糊不清 ,特别是在信噪比不高的场合 ,难

于发现各个 LFM信号分量.核函数方法可以对Wigner分布的

交叉项起到平滑抑制作用 ,但对交叉项抑制的同时 ,信号项的

时频聚集性也会有所下降. Wigner2Hough变换在时频平面沿

相应直线对其Wigner分布作积分 ,会起到一种压缩和聚焦的

作用.图 1、图 2给出了两个例子 ,具体说明了Wigner2Hough变

换这种作用.图 1可以看出在信号的 Wigner分布图上 ,两个

LFM信号淹没于噪声之中 ,而 Wigner2Hough变换图上信号以

较高信噪比出现于相应位置 .图2的特点是两分量中有一个

图 1　具有相同调制斜率而基频不同的两个 chirp

信号的Wigner分布和 Hough2Wigner分布
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分量具有负的调频率.LFM信号在 Wigner变换后的时频平面

上是一条直线 ,但在 Wigner2Hough变换后的时频图上是一个

点 ,而且该点的横坐标即为基频 ,纵坐标为调频率.

图 2　正负不同调制斜率且基频不同的两个 chirp

信号的Wigner分布和 Hough2Wigner分布

112　Wigner2Hough变换定义

给定能量有限信号 s ( t) ,定义 WHT为时域到 ( f , g)参数

域的映射 :

WHs ( f , g) =∫
+ ∞

- ∞∫
+ ∞

- ∞
s ( t + t/ 2) s 3 ( t - l/ 2) e - j2π( f + gt) tdtdl (1)

此定义式可以理解为是对 WVD进行线性积分 ,如下式表

达 :

　　WHs ( f , g) =∫
+ ∞

- ∞∫
+ ∞

- ∞
Ws ( t , v)δ( v - f - gt) dtdv

=∫
+ ∞

- ∞
Ws ( t , f + gt) dt (2)

在模糊域上 ,可以理解为信号的模糊函数过原点的“切片”的

傅立叶变换 :

WHs ( f , g) =∫
+ ∞

- ∞
As ( l , gl) e - 2πf tdl (3)

以上式 (2) 、(3)中信号 s ( t)的WVD及 AF定义如下 :

Ws ( t , f ) =∫
+ ∞

- ∞
s ( t + l/ 2) s 3 ( t - l/ 2) e - j2πf ldl

As ( l , f ) =∫
+ ∞

- ∞
s ( t + l/ 2) s 3 ( t - l/ 2) e - j2πft dt

(4)

113　Wigner - Hough变换时域离散化的一般形式

WHD的时域离散化有多种形式 ,按其连续时间定义的直

接离散化形式为 :

WHs ( f , g) = ∑
N/ 2 - 1

n =0
∑

n

k = - n

s ( n + k) s 3 ( n - k) e - j4πk ( f + gn)

+ ∑
N - 1

n = N/ 2
∑

N - 1 - n

k = - ( N - 1 - n)

s ( n + k) s 3 ( n - k) e - j4πk ( f + gn) (5)

式中 n = 0 ,1 , ⋯, N - 1.

2　基于 Wigner2Hough变换的 LFM信号的检测及

方法评价
211　Wigner2Hough变换下的 LFM信号的检测原理

设LFM 信号 s ( n) = Aej2π( f
0

n + 1
2 g

n
n

2
) + j <

0在加性白噪声

v ( n)中被观测 ,即 x ( n) = s ( n) + v ( n) .讨论 Wigner2Hough变

换下 ,输入信噪比和输出信噪比的关系问题.

如果只有信号 s ( n)而不存噪声 , WHs ( f , g)在 ( f , g)平面

中只有一个尖峰 ,峰值位于 ( f0 , g0)处.对于观察序列 x ( n) =

s ( n) + v ( n) , ( f0 , g0)处的 WHs + v ( f , g)会发生随机起伏 ,有

一定的起伏方差 var{ WHs + v ( f0 , g0) } ,定义 WHx ( f , g)的输

出信噪比为 :

SNRout =
| WHs ( f0 + g0) | 2

var{ WHs + v ( f0 + g0) }
(6)

设噪声的自相关函数为 rv ( k) =σ2
nδ( k) .为了计算分母

的方差 ,先计算期望值.

E{ WHs + v ( f0 + g0) } = ∑
n
∑

k

E{ [ s ( n + k) + v ( n + k) ]

　[ s 3 ( n - k) + v 3 ( n - k) ]} e - j4πk ( f
0

+ g
0
)

=
N2 A2

2
+ ∑

n
∑

k

σ2
nδ(2 k) e - j4πk ( f

0
+ g

0
n)

=
N2 A2

2
+ Nσ2

n (7)

设 s1 = s ( n + k) , s2 = s ( n - k) , s3 = s ( m + i ) , s4 = s ( m

- i) , v1 = v ( n + k) , v2 = v ( n - k) , v3 = v ( m + i) , v4 = v ( m -

i) ,φ( n , k , m , i) = 4π[ ( k - i) f0 + ( kn - im) g0 ].利用零均值

复高斯随机变量的矩性质 ,可得 WHs + v ( f , g)的二阶矩为 :

E{ | WHs + v ( f0 + g0) | 2} = ∑
n
∑

k
∑
m
∑

i

E{ ( s1 + v1) ( s 3
2 + v 3

2 )

( s 3
3 + v 3

3 ) ( s4 + v4) } e - jφ( n , k , m , i) (8)

= ∑
n
∑

k
∑
m
∑

i

[ ( s1 s 3
2 s 3

3 s4 + s1 s 3
2 E{ v 3

3 v4} + s1 s 3
3 E{ v 3

2 v4}

+ s 3
2 s4 E { v1 v 3

3 } + E { v1 , v 3
2 } E { v 3

3 v4 } + E { v1 v 3
3 }

E{ v 3
2 v4} ]e - jφ( n , km , i) (9)

利用直接代入法可得 :

E{ | WHs + v ( f0 + g0) | 2} =
N4 A4

2
+

3 N3 A2σ2
n

2
+

3 N3σ4
n

2
(10)

根据式 (10)与 (7)可得 :

var{ WHs + v ( f0 + g0) } =
N3 A2σ2

n

2
+

N2σ4
n

2
(11)

只有信号时 Wigner2Hough变换的极大值等于 N2 A2/ 2 ,综

合式 (6)与 (11)可将输出信噪比表示为输入信噪比的函数.

SNRout =

N4 A4

4
N3 A2σ2

n

2
+

N2σ4
n

2

=

N2

2
SNR2

in

NSNRin + 1
(12)

根据式 (12) ,当输入信噪比高 ( SNRin > > 1)时 ,有 SNRout

= NSNRin ;反之 ,在信噪比低 ( SNRin < < 1)时 ,分母中 NSNRin

的可忽略不记 ,因此有 SNRout≈ N2 SNR2
in/ 2 ,即输出信噪比比

输入信噪比还要低 ,这是取模平方的非线性变换的一般规律.

因此找到信噪比改善和恶化的转折点 (输入信噪比门限)是有

用的.由式 (12)可以看出 ,门限处应满足 NNSR = 1 ,即 Wigner2
Hough变换对信噪比有改善所需要的最低输入信噪比为

SNRin = 1/ N .因此数据长度 N 影响信噪比 ,增加数据长度可

以改善信噪比.

212　Wigner2Hough变换下的 LFM信号的检测方法评价
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　对于白噪声环境中的信号 ,其WHT可以写为只依赖于信号

的有用项 Hs ( f , g) 与只依赖于噪声的干扰项δH( f , g)之和.

在噪声存在的情况下 , WHs + v ( f , g)的最大值移动到了 ( f0 +

δf , g0 +δg) .可以证明至少在一阶近似的情况下 ,这种估计是

无偏的[3 ] ,且方差表示式为 :

σ2
f =

3 (7 + 8 N) N
π2 N2 ( N2 - 4) ( N2 - 1)

( 1
SNR

+
2

NSNR2 )

σ2
g =

90 N
π2 N2 ( N2 - 4) ( N2 - 1)

( 1
SNR

+
2

NSNR2 )

在这种情况下与克拉2美罗下界作比较可知此方法是渐
进有效的[3 ] .

3　离散计算方法

　　Wigner2Hough变换的离散计算是一个复杂的问题. Wigner

变换是信号时变自相关函数的傅立叶变换 ,离散信号 f ( n)的

时变自相关函数定义为 :

kf ( n ,τ) = f ( n +
τ
2

) f 3 ( n -
τ
2

) (13)

式中 n∈( Z∪Z1/ 2) , ( n +τ/ 2) ∈Z ,其中 Z =整数集 , Z1/ 2 =

整数集 + 015.

n和τ的关系是 : n ∈Z时 ,τ只在偶数点有值 ; n ∈Z1/ 2

时 ,τ只在奇数点有值.因此 Wigner变换的离散计算的一种方

法就是先对离散信号 f ( n)进行基 2插值 ,然后计算其时变自

相关函数的傅立叶变换.基 2插值的结果是造成频域展宽 2

倍 ,对信号的输入带宽提出更高要求.在此基础上的时域离散

化造成信号Wigner分布的频域延拓 ,对于实信号的频率要求

是 ,最高频率不能超过时域采样频率的 1/ 4 ,对于解析信号 ,

最高频率不能超过时域采样频率的 1/ 2.在实际应用中要求

过采样.

Wigner2Hough变换相当于对信号 Wigner分布的一种直线

积分 ,会在时域引入与频率成正比的色散群延迟 ,使原信号的

时频分布向右倾斜 ,即原信号的矩形支撑区变为菱形 ,而正频

率信号的时间边缘特性随之伸展 ,边缘特性的的伸展会与相

邻周期发生混叠 ,如图 3所示.

图 3　Wigner变换的矩形支撑区和

Wigner2Hough变换的菱形支撑区

式 (5)所示的 Wigner2Hough变换时域离散化方法有两个

缺点 :一是频域的延拓造成的混叠情况不易说明 ;二是计算的

循环嵌套层次高 ,计算量大大增加.这个问题本质上是一个二

维搜索问题 ,可以分离进行 ,可先对信号进行 Wigner变换 ,然

后在时频平面上对Wigner变换的结果沿直线ω=ω0 + g0 t 对

t积分 ,对ω0和 g0进行二维搜索.

其中离散 Wigner变换按下式进行 :

Ws ( n , k) =

∑
n- 1

τ= - n+1

s ( n +τ) s 3 ( n -τ) e - 4πkτ,

　　　　　1≤n≤N/ 2 and 1≤k≤N

∑
N - n

τ= n- N

s ( n +τ) s 3 ( n -τ) e - 4πkτ,

　　　N/ 2 + 1≤n≤N and 1≤k≤N

(14)

直线积分化为直线离散求和时 , g取值范围的应作考虑 ,

为了避免极值点±∞出现.参数 g0的的取值范围可分为| go|

≤1和| go| ≥1.当| go| ≤1时沿直线 f = f0 + g0 n/ N 对 n求

和 :

WHs ( f0 , g0) = ∑
N

n =1

Ws ( n , f0 + g0 n/ N) ,

　(1≤f0 ≤N) and ( - 1≤g0≤1) and (1≤f0 + g0 n/ N ≤N) (15)

当| go| ≥1时沿直线 t = t0 + c0 n/ N 对 n 求和 ,然后以

g0 = - 1/ c0 , f0 = t0 g0 N 得到 g0、f0 .

WHs ( t0 , c0) = ∑
N

n =1

Ws ( t0 + c0 n/ N , n) ,

　(1≤t0 ≤N) and ( - 1≤c0≤1) and (1≤t0 + c0 n/ N≤N) (16)

4　仿真计算

　　设 chirp信号的时域模拟形式 s ( t) = Aej2π( f
0

t + 1
2 g

n
t
2
) + j <

0 .

因不影响实验结果 ,进行离散化处理时 ,可不考虑 chirp 信号

的初始相位 ,另外把信号取单位幅度 ,则

s ( n + k) = sup (0 , N) ej2π( f
1

+ g
1

n) k + sup (0 , N) ej2π( f
2

+ g
2

n) k

+ sup(0 , N) ej2π( f
3

+ g
3

n) k + sup(0 , N) ej2π( f
4

+ g
4

n) k

　(同时观察四个 chirp信号)

噪声源 n ( n)取零均值高斯白噪声 ,单位方差.实验中输

入信噪比的改变是通过改变噪声方差来实现的 ,即 v ( n) =

coef·n ( n) ,输入信噪比为 1/ ( coef·coef ) ,参数 coef 可设.实验

结果见图 4.

图 4　含有四个 chirp的信号的 HWD变换

用于实验的信号中含有四个 chirp : ( 10 , 40/ N) , ( 20 ,

20/ N) , (40 , - 20/ N) , (50 , - 10/ 64) ,信噪比为 1. Wigner2Hough

变换后 ,各 chirp在图中的相应的位置以冲激形式出现 ,每个

冲激的横坐标对应于该 chirp的起始频率 ,纵坐标对应于 chirp

调频率.四个冲激的输出幅度不一致 ,是因为 Wigner变换是
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双线性的 ,变换后未在时频平面上作交叉项消除的处理 ,而后

的 Hough变换又沿不同的路径积分 ,是以造成输出幅度的不

一致.

5　总结

　　(1)本文的 Wigner2Hough 变换离散计算方法与直接的

Wigner2Hough变换时域离散化方法相比 ,由于循环嵌套层减

少 ,计算量上减少约 N2倍 ,而性能不受影响.

(2)与 DCFT(Discrete Chirp - Fourier Transform)法[1 ]相比 ,

Wigner2Hough变换不需要采样点是素数的前提 ,对输入信噪

比的要求较低.与一般的 DPT(Discrete Polynomial - Phase Trans2
form)、迭代法[2 ]、最大似然估计法等相比 ,Wigner2Hough变换

的显著优势是可以同时估计多个 chirp成分 ,对输入信噪比的

要求较低 ,估计的性能好.但是 Wigner2Hough变换计算量大 ,

具体应用时还要有一个虚警门限问题 ,还要相应增大计算量.

另外 ,Wigner2Hough变换为了避免频谱混叠 ,要求对信号过采

样 ,这使它上面提到的方法相比 ,显得逊色.

(3)在信号中的 chirp成分增多时 ,检测效果明显下降.因

此在一定的噪信比下 ,该方法能够检测的 chirp成分是否有上

限 ,怎样分析这一上限 ,这一问题目前有待解决.
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