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摘 要: 结合生物学最近的研究成果, 提出一种具有动态突触和不同时间尺度的新型 Hopfield 神经网络模型.

运用不动点定理、不等式技巧及 Lyapunov 泛函等方法,讨论了该人工神经网络在具有常时滞和变时滞两种情况下, 其

平衡解的存在性唯一性和全局指数稳定性.
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Abstract: A new Hopfield neural networks with dynamical synapses and multiple time scales is proposed in this paper , based

on some recent progresses in biological science. Fixed po int theorem, inequality technique and Lyapunov functional methods have

been used in this paper to study properties such as the global exponential stability, existence and uniqueness of the equilibrium solu

tion for both constant and variable time delays.
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1 引言

生物学方面取得的成果对神经网络的发展有着深

远的影响.近几年,神经生物学方面有两个进展值得关

注:一是神经元之间的突触是动态变化的, 从而神经网

络的连接权也应该是动态变化的[ 1~ 4] ;二是人类的记忆

方式有长期记忆 ( LTM) 和短期记忆 ( STM) 之分,不同的

记忆方式其内在的生物学机制也不同,体现在数学上就

是其动力学方程不一样
[ 5, 6]

;因此在设计神经网络时应

区别对待. Hopfield神经网络是一类重要的神经网络,受

到广大学者的关注
[ 9~ 12 ]

.物理学家Hopfield提出这个模

型并用电子电路对生物神经网络进行简单的模拟,并把

外部刺激(电流)设成常数;后来的文献多把 I i 当作干

扰项而处理掉.事实上,根据文献[ 5]的研究结果,外部刺

激是 LTM 产生的根源, 是整个神经网络不可或缺的一

部分;并且考虑了一个神经元同一时刻有多个外部刺激

的现象.

引入文献[ 2]中神经元突触变化的动力学模型以及

文献[ 5]中关于外部刺激的动力学模型;另外, 从生物学

的观点出发,突触资源的变化还要受到神经元本身状态

的影响;此外,时滞因素的影响也是不可忽略的.考虑如

下Hopfield 神经网络

STM: x i ( t) = - b ix i ( t ) +
n

j = 1

wijrj ( t )f j ( x j( t- j) )

+ Bisi ( t- i+ 2n)

LTM: s i( t ) = - si ( t ) + f i ( x i ( t- i ) ) ( 1)

r i( t ) = - cir i( t ) + ui ( 1- r i ( t ) ) g i ( x i ( t- i ) )

其中, bi> 0, ci> 0, x i ( t )为第 i 个神经元的状态变量,

rj ( t)为第 j 个神经元的可用突触资源, w ij为静态连接

权(常数) , f j ( x j ( t ) )是第 j 个神经元的传递函数, gj ( x j

( t ) )是第 j 个神经元对 r j ( t )的效率影响函数, ui> 0 是

突触资源的效率常数, si ( t )是经过技术处理后的外部

刺激变量, Bi> 0是其相应的作用常数.
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2 定义及引理

为讨论方便, 设系统 ( 1) 的初始函数为 x i ( t ) =

i ( t ) , r i ( t ) = i+ n ( t ) , si ( t ) = i+ 2n ( t ) , t  [ - , 0] ,

i= 1, 2, !, n , 其中 = max
i

i , 并设 ∀ ∀= max
i , t  [- , 0]

( |

i ( t ) | , | i+ n( t ) | , | i+ 2n( t ) | ) .

定义 系统( 1)的平衡解( x 1 , !, x n , r 1, !, r n , s1,

!, sn)称为全局指数稳定的, 若对   > 0, 存在一列正

常数 !i (  ) , !i+ n(  ) , !i + 2n(  )及 ∀> 0, 使得系统 ( 1)的

任意解当∀ ∀ #  时满足: | x i ( t ) - x i | # !i (  ) e
- ∀ t,

| r i ( t ) - r i | # !i+ n (  ) e
- ∀ t

, | s i( t )- s i | # !i+ 2n(  ) e
- ∀ t

,

t ∃0, i= 1, 2, !, n.

引理 1 若系统(1)满足下列条件

( T)  a, b  R, | gi ( a) | # L i ,

| f i ( a) | # M i, | f i ( a) - f i ( b) | # #i | a- b| ,

| gi ( a) - gi ( b) | # ∃i | a- b| , ci> uiL i .

则系统( 1)的解( x ( t ) , s ( t ), r ( t ) ) ( t ∃0)最终有界,其

中 = max
i

i.

证明 系统(1)的第二个方程变形为

r i ( t) = - [ ci+ uigi ( x i ( t- i) ) ] ri ( t )+ uigi ( x i ( t- i ) ) ,

i= 1, 2, !, n

由条件( T )知, [ ci + uig i ( x i ( t- i ) )] ∃[ ci- uiLi ]

> 0,且有- [ ci+ uigi ( x i ( t- i ) ) ] r i ( t ) - uiL i # - [ ci+

uigi ( x i ( t- i ) ) ] ri ( t) + uiL i, 当 t> 0 时,由比较原理可

证明

r i ( t) # i( 0) exp%
t

0
- [ ci+ uigi ( x i ( s- i ) ) ] d s

+ %
t

0
uiLiexp -%

t

0
[ ci+ uigi ( x i ( y- i ) ) ] dy ds

# | i( 0) | exp%
t

0
- [ ci- uiLi ] d s

+ %
t

0
uiL i exp -%

t

s
[ ci- u iLi ] dy d s

= | i( 0) | exp( - [ ci- uiL i] t )

+
uiL i

ci- uiL i
[ 1- exp( - ( ci- uiLi ) t ) ]

从而 lim
t &+ ∋

r i ( t ) #
uiL i

ci- uiL i
! Ri ; 类似, lim

t &+ ∋
r i ( t ) ∃

- uiLi
ci- u iLi

;从而 r i ( t ) ( t ∃0)最终有界;结合| f i ( a) | # M i,

易证 x i ( t) , s i( t ) ( t ∃0, i= 1, 2, !, n)也最终有界.

3 主要结论

定理 1 若系统( 1)满足条件( T ) ,则系统( 1)存在

平衡点.

证明 只证下列方程组有解即可,

- bix i+

n

j = 1

wijrjf j ( xj ) + Bisi= 0

- cir i+ ui ( 1- r i ) gi ( x i ) = 0

∀ x i= b- 1
i

n

j = 1

w ij

ujgj( x j )

cj+ ujgj ( x j)
f j ( x j) + Bif i ( x i )

- s i+ f i ( x i ) = 0

令 F i( x ) = b- 1
i

n

j = 1

wij

ujgj ( x j )

cj+ ujgj( x j )
f j( xj ) + B if i ( x i ) ,

x= ( x1 , !, xn) , i= 1, 2, !, n

则

| Fi ( x ) | # b
- 1
i

n

j = 1

w ij

ujgj( xj )

cj+ ujgj ( x j )
f j ( x j ) + B i| f i ( x i ) |

# b- 1
i

n

j = 1

w ij

ujLj
cj- ujL j

Mj+ BiMi

令 M= max
i

b
- 1
i

n

j = 1

wij

ujL j

cj- ujLj
Mj+ BiMi ,则 A= { x  

Rn | | x i | # M }是有界凸闭集, 显然 F 是连续的, 故由

Brouwer不动点定理
[ 13]

, F ( x )在 A 上至少有一个不动

点; 不妨设一平衡点为( x 1, !, xn ) ,令 s i = f i ( x i ) , r i=

uig ( x i )

ci+ uig i( x i)
, i= 1, 2, !, n ,显然, ( x 1 , !, x n , r 1, !, rn ,

s1, !, sn)是系统( 1)的一个平衡点;证毕

设( x 1( t ) , !, xn( t ) , r1( t ) , !, rn ( t ) , s1( t ) , !, sn

( t ) )是系统(2)的任一解,令

y i ( t ) = x i ( t) - x i, y i+ n( t) = r i( t ) - r i ,

y i+ 2n( t) = si ( t ) - s i , hi ( y i ( t) ) = f i ( x i ( t) ) - f i (x i ) ,

hi + n( y i ( t ) ) = g i( x i( t ) ) - g i( x i) , i= 1, 2, !, n

考虑如下系统

y i( t ) = - biy i ( t) +

n

j = 1

w ij [ rj ( t ) ( hj ( yj ( t- j ) )

+ f j ( x j) yj + n( t ) ] + Biy i+ 2n( t- i + 2n)

y i+ n( t ) = - ciy i+ n( t ) - uigi ( x i ) y i+ n( t ) ( 2)

ui [1- ri ( t )] hi+ n( y i( t- i ) )

y i+ 2n( t ) = - y i+ 2n( t )+ hi ( y i ( t- i) )

显然,系统( 1)的平衡解的全局吸引性等价于( 2)的零解

全局吸引性.设

C1= diag( b1, b2, !, bn) ,

C2= diag( c1- u 1L 1 , c2- u 2L 2 , !, cn- unLn) ,

C3= E,

D0= w ij Mj n( n ,

D1= w ij Rj#j n ( n ,

D2= diag( u1(1+ R1) ∃1 , u 2( 1+ R2) ∃2, !, un( 1+ Rn) ∃n),

D3= diag( #1 , #2, !, #n) ,

D4= diag( B1, B2 , !, Bn) .

假设
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C= Cij 3n ( 3n= -

C1

C2

C3

,

D= Dij 3n ( 3n=

D1 0 D4

D2 0 0

D3 0 0

,

D
^
= D

^

ij 3n ( 3n=

0 D0 0

0 0 0

0 0 0

.

定理 2 若系统( 1)满足 ( T ) , 且- ( C+ D+ D
^
)是

M 矩阵,则系统( 1)的平衡解唯一且全局指数稳定.

证明 由引理 1 知,对任意的初始条件,存在 T>

0,当 t ∃T 时, ri # R i ,本文以后讨论系统 ( 1)的解时如

不特殊说明均指 r ∃T 的情况; 由系统( 2)的第一个方

程可得

D+ y t ( t ) # - b i y i( t )

+

n

j = 1

wij [ rj ( t ) ( hj( yj ( t - j )) + fj ( x j) ) y j+ n( t) ]

+ B iy i+ 2n( t- i + 2n)

# - bi y i ( t)

+
n

j = 1

w ij [ Rj#j| yj ( t- j ) | + Mj | yj + n( t ) | ]

+ Bi | y i + 2n( t- i+ 2n) |

同理

D+ | y i+ n( t ) | # - [ ci- uiL i ] | y i+ n( t ) |

+ ui [1+ Ri ] ∃i| y i( t- i ) |

D+ | y i+ 2n( t ) | # - | y i+ 2n( t) | + #i | y i ( t- i ) |

综合可得

D+ | y i( t ) | # Cii | y i ( t) | +
3n

j = 1

Dij | y j ( t- j) |

+
3n

j = 1

D
^

ij| yj ( t) | , i= 1, 2, !, 3n, t ∃T ( 3)

因- ( C+ D+ D
^
)是M 矩阵,由M 矩阵的定义, 存在一

列正数 k1 , k2 , !, k 3n ,使得 k iCii+

3n

j = 1

k j( Dj i+ D
^

j i ) < 0,故

存在 ∀> 0,使得 ki ( Cii+ ∀) +
3n

j = 1

k j( Dj ie
∀

i+ D
^

j i) < 0, i=

1, 2, !, 3n,设 z i ( t) = | y i( t ) | e
∀t ,则

D+ z i( t ) # ∀e∀t| yi ( t ) | + e∀tCii | y i ( t ) |

+ e∀t
3n

j = 1

( Dij| yj ( t- j ) | + D
^

ij | yj ( t) | )

= ( ∀+ Cii ) z i ( t) +

3n

j = 1

[ Dij e
∀

jzj ( t- j )

+ D
^

ij | z j( t ) | ) ]

若令 V ( t ) =

3n

i= 1

k i z i( t ) +
3n

j = 1
%

t

t-
j

Dij e
∀

jz j ( s) ds , 则由

式( 3)可得

D+ V( t )

#
3n

i= 1

k i ( Cii + ∀) z i ( t ) +
3n

j= 1

( Dij e
∀

jzj ( t) + D
^

ijzj ( t) )

=

3n

i= 1

ki ( Cii + ∀) z i ( t ) +
3n

j= 1

ki ( Dij e
∀

j + D
^

ij) z j ( t )

=
3n

i= 1

k i( Cii+ ∀) +
3n

j = 1

kj ( Djie
∀

i + D
^

j i ) z i ( t )

# m

3n

i= 1

z i( t ) ( 4)

其中m= max
i

3n

i= 1

k i( Cii+ ∀) +
3n

j = 1

kj ( Dj ie
∀

i+ D
^

j i) < 0,对

式( 4)从 T 到 t 积分可得, V ( t) -%
t

T
m

3n

i= 1

z i ( s) d s # V( T )

∀ 0 # -%
t

T
m

3n

i= 1

z i ( s) d s< ∋ . 注意到 m< 0, z i ( t ) ∃0,故

z i( t )在[ T, + ∋ )上有界, 若令 z i ( t ) # !i , 则| y i ( t ) | #

!ie
- ∀t , t ∃T , i= 1, 2, !, 3n,而在闭区间[ 0, T ]上| y i ( t )

|有界,不妨设| y i ( t ) | # K i ( ∀ ∀) ,令 !i= max(K i ( ∀

∀) e∀T , !i ) ,则在[0, + ∋ )上有 | y i ( t ) | # !ie
- ∀t ,故平衡

解的全局指数稳定性得证.当 t &+ ∋ 时, | y i ( t ) | &0,

平衡解唯一性可得.证毕.

考虑更一般的情形,假设系统( 1)中的时滞是变时

滞,即考虑如下系统

STM: x i ( t ) = - b ix i ( t ) +
n

j = 1

wijr j ( t ) f j ( x j ( t - j

( t) ) ) + Bisi ( t- i+ 2n( t ) )

LTM: s i( t ) = - si ( t ) + f i ( x i ( t- i ( t) ) ) ( 5)

r i( t ) = - cir i( t ) + ui ( 1- r i ( t ) ) g i ( x i ( t- i ( t) ) )

显然下列系统零解的指数稳定性等价于式( 5)的平衡解

的指数稳定性

y i( t ) = - biy i ( t) +
n

j = 1

w ij { rj ( t ) hj ( y j( t- j( t ) ) ) )

+ f j ( x j) ) yj+ n( t ) } + Biy i+ 2n( t- i + 2n( t ) ) )

y i+ n( t ) = - ciy i+ n( t ) - uigi ( x i ) y i+ n( t ) ( 6)

+ ui [1- ri ( t) ] hi+ n( y i( t- i ( t ) ) ) )

y i+ 2n( t ) = - y i+ 2n( t )+ hi ( y i ( t- i( t ) ) ) )

定理 3 如果系统 ( 6)满足条件( T )且- ( C+ D+

D
^
)是M 矩阵, 0 # i ( t ) # i, = max

i
i , i)( t ) # 0, i= 1,

2, !, 3n,则系统 ( 6)的平衡解是唯一的且全局指数稳

定.

证明 与定理 2 的证明类似,可以得到如下结论

D+ | y i ( t) | # Cii| y i( t ) +

3n

j = 1

Dij | yj ( t- j ( t ) ) |

+
3n

j = 1

D
^

ij | y j ( t ) | , i= 1, 2, !, 3n, t ∃T

同样, 令 z i ( t ) = | yi ( t ) | e
∀t
, z i ( t- i ( t ) ) = | y i ( t -
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i ( t ) ) | e
∀( t-

i
( t) ) ∃| y i ( t- i( t ) ) | e

∀( t -
i
) ,则

D+ z i( t ) # ∀e∀t| yi ( t ) | + Cii | y i ( t ) | e
∀t

+ e
∀t

3n

j = 1

( Dij | yj ( t- j ( t ) ) | + D
^

ij | y i ( t ) | )

# ( ∀+ Cii ) z i ( t) +
3n

j = 1

Dij e
∀

j
( t) zj ( t- j ( t) )

+

3n

j= 1

D
^

ijzj ( t )

# ( ∀+ Cii ) z i ( t) +
3n

j = 1

Dij e
∀

jzj ( t- j ( t ) )

+

3n

j= 1

D
^

ijzj ( t )

令 V( t) =

3n

i= 1

k i [ z i ( t ) +

3n

j = 1
%

t

t-
j
( t)
Dij e

∀
jzj ( s) d s] , 注意到

zj ∃0和 j)( t ) # 0,则有

D
+

3n

j = 1
%

t

t-
j
( t)
Dij e

∀
jzj ( s) d s

=

3n

j = 1

[ Dij e
∀

jz j( t ) - (1- j)( t ) ) Dij e
∀

jz j ( t- j ( t) ) ]

#
3n

j = 1

[ Dij e
∀

jz j( t ) - Dij e
∀

jzj ( t- j ( t) ) ]

D
+
V( t )

#
3n

i= 1

ki ( Cii + ∀) z i ( t) +
3n

i= 1

( Dij e
∀

jz j ( t ) + D
^

ijz j ( t ) )

此时可证定理结论成立;其过程与定理 2类似,略去.证

毕.

4 结束语

从生物学的角度出发,讨论具有不同时间尺度以及

动态突触的神经网络更有实际意义,这方面的工作已受

到广泛关注.针对常时滞和变时滞的情况, 本文研究了

一类具有上述特点的 Hopfield 神经网络平衡解的存在

性及全局指数稳定性,并得到了较易判别的代数方法,

便于实际工作者构造需要的人工神经网络.
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