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� � 摘 � 要: � 本文对图数据中的频繁模式挖掘算法进行了综述. 依据算法的特性和数学基础对算法进行了分类, 主

要集中于算法的求解思想和不同算法之间的关系的比较, 并对一些著名的算法进行了详细的分析和讨论. 基于算法的

特性,比较了各种算法适用的范围以及应用领域.最后, 讨论了频繁模式挖掘的最新进展及未来的研究方向.
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Abstract: � Graphs are widely used to model data in various applications. In recent years, a lot of algorithms have been devel�
oped to mine frequent pattern in graph data. We rev iew some representative algorithms in this area. We classify the algorithms based

on their properties and mathematical foundation, focusing on the algorithms underlying the approaches and how the algorithms relate

to each other. Some typical algorithms are investigated. The comparison is then given based on the properties of the algorithms. New

progress and future research directions are pointed.
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1 � 引言

� � 在数据挖掘领域,图数据中频繁模式的挖掘已经引

起了人们极大的关注.图挖掘已经成为数据挖掘和机器

学习的新的研究方向.而且, 图挖掘在许多实际应用中

具有巨大的潜在价值,这些应用包括语义网络
[ 1]
、行为

建模[ 2]、生物网络分析[ 3~ 5]、化学化合物分类[ 6]和大分

子分析
[ 7]

.近年来,基于图数据进行频繁子图挖掘算法

的研究已经越来越引起人们的兴趣.目前存在两类不同

的图数据中频繁子图挖掘问题,即图集 ( graph�transaction
setting) 和单图 ( single�graph setting) [ 8] . 这两类不同的问

题导致了计算模式频率的方式也不同.对于图集,模式

的频率由该模式在输入图集中出现的次数确定,若在某

个图中该模式出现多于一次,则仅考虑一次;对于单图,

模式的频率由该模式在一个图中出现的次数确定.由于

输入数据集以及问题定义的本质区别,解决图集的算法

不能用于解决单图问题,而解决单图问题的算法可以很

容易用来解决图集问题[ 8] .

目前,人们已经提出了很多高效的算法来挖掘图集

中的模式[ 9~ 15] , 也有一些算法用于发现单图中的模

式[ 16~ 19] ,一些算法用于约束图的挖掘[ 12, 20, 21, 49, 50] . 由于

应用的对象及问题背景的不同,这些算法的效果也具有

极大的差异.对于一个实际的问题,面临的挑战是如何

选择最有效的解决给定问题的算法. 因此,有必要对这

些算法进行分类.本文首先综述了近几年来比较有代表

性的一些算法,依据算法的特性和数学基础对算法进行

了分类,并对一些著名的算法进行了详细的分析和讨

论.然后,基于算法的特性,比较了各种算法适用的范围

以及应用领域.最后,讨论了频繁模式挖掘的最新进展

及未来的研究方向.

2 � 定义和理论基础

� � 本节回顾图论相关的概念,给出图的规范化标记方

法,并讨论图集和单图中子图频率的定义方式.

2�1 � 图的相关定义[ 22]

对图 G= ( V, E) ,如果一个图中每两个顶点之间都

有路径,则称该图是连通的.

给定图 G= ( V, E) , GS= ( VS , ES ) ,当且仅当 VS  V
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且 ES  E,称图 GS 为图G的子图.同样,当且仅当 VS  
V且ES包含 E 中的所有连接 VS 中的顶点的边,称 GS

是G的导出子图.

如果这两个图 G1= ( V1, E1)和 G2= ( V2 , E2)在拓

扑结构上是相同的,则称两个图是同构的, 即存在一个

V1到 V2的对应关系,使得 E1中的每一条边对应 E2中

唯一的一条边,反之亦然.子图同构问题是指是否存在

G2和 G1的某个子图同构,也就是说判断是否 G2为 G1

所包含.

2�2 � 图的规范化标记
图 G 的规范化标记 cl ( G)是指图 G的一个唯一编

码(如字符串) , 该编码由图 G 的拓扑结构唯一确定与

图G的顶点和边的顺序无关. 因此, 如果两个图同构,

则这两个图具有相同的规范化标记.规范化标记以唯一

确定的方式建立一组图的完整顺序,并且可以用于两个

图的快速比较.规范化标记在频繁子图发现算法中起着

非常重要的作用.然而,确定一个图的规范化标记的问

题复杂度很高,等价于确定两个图之间的同构问题,因

为如果两个图同构,则它们的规范化标记必须相同[ 14] .

2�3 � 子图频率的计算
输入图的集合 D= { G1, G2,  , Gn} ,和一个参数 �

(0< �!1) .频繁子图发现的目的是找出所有连通的子

图,这些子图至少出现 �| D | %次, 其中 | D | 是图集 D

的势, �是支持度阈值.

对于单图,输入是一个图 G,和其它一些条件如频

率阈值 f (找出至少在图 G 中出现 f 次的子图) . 根据图

的哪些元素(顶点或边)被不同的嵌入共享,存在不同的

子图频率的定义方式. 表 1 列出了四种可能的定义方

式,其中只有三种是可行的
[ 23]

.频繁子图挖掘的目标是

找出所有满足上下文给定条件的连通子图.
表 1 � 频率定义方式

定义方式
不同嵌入可以共享的图的元素

顶点 边
不同的情况

F1 是 是 可行

F2 是 否 可行

F* 否 是 不可行

F3 否 否 可行

3 � 频繁模式挖掘算法

� � 基于图的频繁子图挖掘算法按照应用对象可以分
为两类:图集和单图. 本节依据算法的特性及相关的数

学基础分类介绍这些算法,并分析其中最有代表性的算

法.

3�1 � 图集中的频繁子图挖掘算法
这些算法包括基于贪心搜索的方法、基于归纳逻辑

程序设计( ILP)的方法和基于图论的方法.

3�1�1 � 基于贪心搜索的方法
基于贪心搜索策略进行频繁子图的挖掘,在 1994

年取得了两个开创性的成果 SUBDUE和 GBI. 其中最著

名的是 SUBDUE算法[ 24] . SUBDUE基于最小描述长度原

则(MDL) ,通过用一个顶点替换模式来找出那些可以有

效压缩原始输入数据的模式. 算法从仅包含输入图 G

中的一个顶点的子图开始,通过每次增加一个顶点来扩

展子图. SUBDUE的一个优势是它可以进行子图的近似

匹配.而且它还可以以预定义子图的形式来嵌入背景知

识. SUBDUE采用一种启发式的束( beam)搜索方法来缩

小搜索空间,以提高计算性能.后来 SUBDUE还扩展成

为图分类算法,称为 SubdueCL[ 26] .在 SubdueCL中不再采

用最小描述长度,而是采用基于子图置信度的启发式方

法.另一种基于启发式方法的算法是MOLFEA[ 27] ,它充

分利用了化合物的 SMILES 字符串表示,识别与频繁出

现的子序列相对应的子结构.

算法 GBI[ 17]类似于 SUBDUE. GBI用一个顶点代替

每个发现的子图来不断的压缩图,以得到具有最小规模

的图.它采用经验图规模的定义,反映了压缩图和提取

模式的规模. 这样搜索的优点是妨碍了持续压缩. GBI

可以处理带有闭路径(包括环)的有向或者无向标签图.

搜索过程中的每一步基本操作是通过一条边或者块找

到好的连接的顶点对集合,采用规范化标记来判断得到

的子图是否同构[ 28] . GBI还作为特征构造器, 用于构造

图数据中的决策树分类器的特征[ 29] .

3�1�2 � 基于 ILP的方法

图可以很容易用一阶逻辑[ 14]来表示, 于是提出了

基于 ILP系统的挖掘频繁子图的方法[ 30~ 34] .基于 ILP算

法的目标是归纳出一个可以正确的分类正样本集和负

样本集的规则集. 在 ILP 系统中建立图模型的情况下,

这些规则通常对应于子图.大多数基于 ILP的方法本质

上是贪心的,采用不同的启发式方法来剪枝可能的假设

空间.因此,它们趋向于找出具有高支持度的子图,并且

可以作为较好的类识别器.然而,它们不能保证可以发

现所有的频繁子图. 有一个例外是 Dehaspe等提出的

ILP系统WARMR[ 35] ,该系统可以发现所有的频繁子图,

然而, WARMR并不是专门为了处理图结构而设计的,

它也不采用图模型特定的优化技术,因此它具有很高的

计算量.另一个例子是WARMR 系统[ 36, 37] ,它是专门为

发现所有可能的出现次数不小于某个特定的频率阈值

的化学化合物子结构而提出的.然而, WARMR 的计算

复杂度很高,因此只能用于发现出现次数相对较高的子

结构.

3�1�3 � 基于图论的方法
AGM是最早的基于图论的方法.最初, AGM(基于

Apriori的图挖掘)只能发现频繁导出子图[ 38] , 后来该算
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法得到扩展可以发现所有的频繁子图[ 39] .算法采用广

度优先搜索( BFS)方法,每次迭代增加一个顶点来扩展

频繁子图.为了区分不同的子图,算法采用基于邻接矩

阵表示法的规范化标记来表示图. AGM 算法可以获得

较好的性能[ 38] .算法的改进[ 39]通过保存原先已找到的

频繁模式的嵌入来减少子图同构计算,以更大的内存需

求来获得算法性能的极大提高. AGM 算法可以挖掘各

种不同的子图,包括一般的子图、导出子图、连通子图、

有序子树、无序子树和子路径.

Borgelt等
[ 40]
提出的挖掘化学子结构的算法 MoFa

采用深度优先搜索(DFS)方法,类似于 Eclat[ 41]提出的发

现频繁项集的方法.在该算法中,一旦识别了一个频繁

子图,就在包含该子图的输入数据集中扩展该频繁子

图.为了减少子图同构的计算,该算法保存了前面发现

的子图的嵌入,并通过类似于 AGM[ 39]的策略增加一条

边来扩展嵌入.而且, 由于频繁子图的所有嵌入均是已

知的,通过删除不在任意嵌入中的边和顶点来把原数据

集映射到一个更小的集合. 尽管采用了这些优化策略,

该算法的效率仍比 FSG(频繁子图发现) [ 42, 14]低.有两个

原因.第一,这些算法的候选子图生成方法不能保证一

个子图只产生一次;第二,在化学数据集中同样的子图

有许多个嵌入. FSG的主要特征是: 每次通过增加一条

边来扩展频繁子图的规模;在候选子图生成和频率计数

中采用了多种优化策略使得该算法可以用于大规模的

数据集;并且它采用复杂的算法计算规范化标记以唯一

识别各种生成子图,而不采用复杂的图和子图同构计算

方法[ 14] . gSpan[ 9]采用深度优先搜索方法发现频繁子图.

与MoFa[ 40]算法不同, gSpan每次生成一个候选子图时,

就计算其规范化标记.如果该规范化标记是最小的,则

保留下来进行进一步的深度搜索的扩展.如果不是最小

的,则丢弃该候选子图,因为一定存在到达该候选子图

的另一条路径. 因此, gSpan 避免了冗余候选子图的产

生.为了保证能有效的比较这些子图,该算法采用了深

度优先遍历的规范化标记方法.而且, gSpan并不保存所

有原先发现的频繁子图的嵌入的信息,因此大大节省了

内存的使用.然而,其实时识别所有的嵌入并将这些嵌

入映射到数据集的方法与文献[ 38] 中采用的方法是相

似的.根据文献[ 9] 中的性能报告, gSpan 和 FSG 在 PTE

数据集上不相上下,而在合成数据集上, gSpan比 FSG的

性能要好. Huan等提出的 FFSM(快速频繁子图挖掘)
[ 43]

通过有效的处理子图同构问题并结合一个可以减少候

选子图生成的代数图框架, 提高了算法性能.通过不同

的数据集进行极限测试, 结果表明 FFSM 比 gSpan 的性

能更优.与大部分现有的算法相比, PATH[ 10, 44, 15]是一种

基于 Apriori的频繁子图发现算法,它可以发现有向图

模式、无向图模式、包含圈的模式.增加的功能可以挖掘

在线文档中通过引用连接起来的块,并且可以支持无向

图.在搜索频繁模式过程中, PATH采用频繁路径构造候

选子图.经验表明该算法比其它算法有明显的优势.该

算法可以以几种方式扩展,如采用部分标记模式, 采用

更复杂的块(树) ,调整算法使其适于动态数据库模型,

以及采用 Apriori�TID 技术[ 15]
. Nijssen 和 Kok

[ 45, 46]
提出了

算法 Gaston, 该算法使用图编码和子图同构, 枚举出分

子集中所有的频繁导出亚分子.

gSpan 算法是一个典型的频繁子图挖掘算法, 该算

法的核心思想和算法步骤如下[ 9] :

( 1)用 DFS编码来表示一个图:由于一个图可能对

应多个 DFS( 深度优先搜索 )树,对每个 DFS 树,根据顶

点的访问顺序和某些规则转换为边序列,称为 DFS 编

码.

( 2)选择最小的 DFS 编码来唯一表示一个图: 每个

图对应唯一的最小 DFS 编码, 因此图的同构计算可以

通过比较其最小 DFS 编码来进行.

( 3)产生候选子图:按最右扩展规则来扩展子图,对

k阶频繁子图的 DFS 编码树进行最右路径扩展,每次添

加一条边,得到 k+ 1 候选子图. 图 1 是上述 gSpan 搜索

过程形成的搜索树,树中每个节点是 DFS编码,第 n 层

中节点为第n- 1层节点扩展而得.图中若 s 和 s!表示
同一个图,则可以将 s!剪枝.

( 4)剪枝: 如果 k+ 1 侯选子图不是最小编码形式

的,则认为该图是冗余的,从候选子图中删除.

( 5)每次在计算 k 阶频繁子图的支持度的时候,同

时记录频繁子图的所有嵌入.这样, k+ 1阶候选子图的

支持度就可以通过对 k 频繁子图的所有嵌入进行最右

路径扩展获得.

算法步骤如下:

输入: DFS编码 s,图集 D ,最小支持度minSup

输出:频繁子图集 S

Subgraph- Mining( D , S, s) ;

Step1: if s ∀min( s) � resturn;

Step2: S � S # { s } ;

Step3: enumerate s in each graph in D and count its
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children;

Step4: for each c , c is s! child do

Step5: � if support ( c) ∀min Sup

Step6: � � s � c;

Step7: � � Subgraph- Mining( Ds , S , s) ;

3�2 � 单图中的频繁子图挖掘算法
SUBDUE和 GBI不仅用于图集的频繁子图挖掘,而

且是最著名的单图频繁子图挖掘算法. 2002 年 Ghaz�
izadeh等[ 18]最早针对单图提出了 SEuS 算法,主要思想

是先根据顶点编号对输入图进行有损压缩得到一种叫

做 summary的数据结构, summary 有助于快速的修剪掉

不频繁的候选子图.当图中含有很少的子图种类却有很

高的频率时,这种压缩源数据的方法有很好的效果,在

相反情况下效率却很低. 值得注意的是由于是有损压

缩, SEuS 算法和前面的两个算法一样是不精确的.

Vanetik等[ 47]提出了一种基于边的子图增长策略的算

法,适用于有标记的无向单图,并且可以精确挖掘出所

有的频繁子图.该算法中各个嵌入间边不可重叠,每类

子图的嵌入个数就是该子图的发生频率. 2005 年 Ku�
ramochi等[ 8]提出了 SiGram(Pafi) 算法,作者提出了子图

间边重叠的频繁子图挖掘问题,但并没有提出相应的解

决算法,该算法利用边不可重叠子图的反向闭包性质,

采用广度和深度两种增长策略在子图的精确挖掘中达

到了很好的效果.可重叠子图的挖掘在后基因组分子生

物学等领域有非常重要的意义,有助于从海量信息的生

物网络数据中提取出基因间的相互关系和功能模块.我

们提出了一种新的算法可以对单图数据进行允许边重

叠的频繁子图挖掘,通过对多个生物网络数据的仿真实

验证明该算法达到了很好的效果,请参阅文献[ 49] .

3�3 � 基于约束的图模式挖掘
前面讨论的频繁子图挖掘处理带标记或不带标记、

无向的或有向的、没有任何约束的简单连通图.然而,许

多应用需要对要挖掘的模式施加各种约束,或者寻找不

同的子结构模式.例如,可能希望挖掘的每个模式包含

某些特殊的顶点或边,或者顶点或边的总数在指定的范

围内,或者寻找图模式的平均密度超过一个阈值的模

式[ 45] .本节,我们研究基于约束的图模式挖掘.

3�3�1 � 特殊的子图挖掘
频繁子图的挖掘时间复杂度非常高,为了尽量减少

运算时间,需要根据不同的应用需求,对子图加以限制.

(1)闭频繁子图

一个频繁图 G 是闭图当且仅当不存在于G 有相同

支持度的真超图 G!.在相同的最小支持度阀值下,闭子
图模式集和子图模式全集具有相同的表达能力,因为后

者能够被闭包模式的推导集产生.与普通的频繁子图挖

掘相比,挖掘闭图将有相似的精确性,有低冗余和高效

率.Yan和 Han 在文献 [ 12] 中提出了一种称作 CloseG�
raph 的高效方法,它通过 gSpan 算法的扩展挖掘闭频繁

图.实验研究已经表明 CloseGraph 经常产生更少的图模

式,并且比挖掘全部模式集的 gSpan更有效.

( 2)凝聚频繁子图

频繁子结构 G 是一个凝聚子图( coherent subgraph) ,

如果 G 和它的每个子图之间的互信息都超过某个阈

值.凝聚子结构的数量显著少于频繁子结构的数量,挖

掘凝聚子结构能够有效剪除冗余模式.

( 3)稠密频繁子图

存在一种称作关系图的特殊图结构,这种图的每个

节点在每个图中仅用一次.Hu 等[ 20]提出了一种高效挖

掘凝聚稠密频繁子图的算法. Yan等[ 21]提出了两种算法

挖掘闭稠密频繁子图.

( 4)哈密尔顿环频繁子图

在对生物网络功能模体发现和化学制药的药物发

现中,一个关键步骤就是在给定的网络中挖掘出特定结

构的频繁子图.注意到在已经发现的模体中都有哈密尔

顿环的性质.因此我们基于矩阵论的方法挖掘哈密尔顿

环频繁子图,请参阅文献[ 50] .

3�3�2 � 基于约束的子结构模式挖掘
在频繁子图挖掘问题中,不同的应用领域需要给出

不同的约束条件[ 45] .

( 1)元素、集合或子图包含约束.这种约束可以取给

定的子图集作为查询,首先使用该约束进行选择, 然后

对选取的数据集从给定的子图及增长模式进行挖掘.

( 2)几何约束.几何约束是每对互相连接的边之间
表 2� 频繁子图挖掘算法比较

算法 子图类型 遍历策略 数据集
发表

时间(年)

SUBDUE 连通子图 贪心策略 图集/单图 1994- 2000

GBI 连通子图 贪心策略 图集/单图 1994- 2000

WARMR 连通子图 归纳逻辑程序设计 图集 1990- 2001

AGM 导出子图 广度优先 图集 2000- 2003

AcGM 连通子图 广度优先 图集 2002

MoFa 连通子图 深度优先 图集 2002

SEuS 连通子图 贪心策略 单图 2002

gSpan
连通子图,

树,路径
深度优先 图集 2002- 2003

FFSM 连通子图 广度优先 图集 2003

CloseGraph 闭子图 深度优先 图集 2003

FSG 连通子图 广度优先 图集 2001- 2004

GASTON 导出子图 深度优先 图集 2004

SiGraM( pafi)
不可重叠

连通子图

广度优先和

深度优先
单图 2004

PATH 连通子图 广度优先 图集/单图 2002- 2006

gPrune[51] 连通子图
广度优先

和深度优先
图集 2007

GraphGen[ 54] 连通子图 深度优先 图集 2007
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的角必须在一定的范围内的约束.

( 3)值和约束.例如,这种约束可以是边上的(正的)

权重之和 Sume 在 low和 high 之间.

还有一些其它情况,比如在不完全标记图中的频繁

子图挖掘,或者输入图不是简单图(点有自环,或者一对

点之间不止一条边) ,或者在非连通图中挖掘非连通的

频繁子图,或者在树形结构中挖掘频繁出现的子树.

3�4 � 图挖掘算法的比较与分析
频繁子图挖掘算法有以下一些重要性质[ 50] : ( 1)搜

索顺序,深度优先或者广度优先; ( 2)候选子图的产生策

略, Apriori或者 Pattern�growth; ( 3)对复制图的消除策略,

主动地或被动地; ( 4) 支持度的计算方法; ( 5)模式的发

现顺序.大部分的BFS算法都采用了Apriori的候选子图

产生策略.在表 2中,详细列出了一些频繁子图挖掘算

法的重要性质,并进行了比较.

4 � 结束语

� � 随着生物信息学,化学情报学,计算机视觉,视频索

引,Web分析等领域的飞速发展,图数据作为一种数据

结构在复杂问题的建模中变得越来越重要,为了进一步

对图进行特征化、区分、分类和聚类分析,频繁子图挖掘

已经成为一项重要的任务.本文综述了典型的频繁子图

挖掘算法,并主要介绍了这些算法的应用领域及这些算

法相互间的联系.此外,分析了这些算法的优势及不足

之处.从理论角度看, 频繁子图挖掘算法在图特征和同

构等方面还有很多问题.这个领域在应用和理论上都有

很高的研究价值,已经成为数据挖掘的一个重要研究方

向.从 1994 年至今,这个领域已经有数百篇论文发表,

大量的科学研究和应用开发层出不穷.由于篇幅有限,

本文不可能涵盖这个领域的所有内容.希望这篇综述能

对频繁子图挖掘算法的研究起到一定的参考作用.
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