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　　摘　要 :　点模式匹配是计算机视觉和模式识别领域中的一个重要问题.本文基于矩和不可约矩阵理论给出了仿

射变换下的点模式匹配问题的一种新算法 ,并以仿射变换的匹配结果为初始代 ,从对极几何约束出发构造相似性度

量 ,利用遗传算法实现了透视变换下的点模式匹配问题.理论分析和仿真实验表明这些算法是有效的.
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Abstract :　Point2pattern matching is an important problem in the fields of computer vision and pattern recognition. In this pa2
per , a new algorithm is proposed to solve the problem of matching two point sets with the same cardinality under a perspective transfor2
mation. This new algorithm is based on epipolar geometry and genetic algorithm. Firstly an approximating solution is computed using the

algorithm for solving point2pattern matching under affine transformation. Then considering this approximating solution as the initial pop2
ulation ,a genetic algorithm is used to improve the approximating solution. Theoretical analysis and simulation results show that the new

algorithm is effective. This new algorithm is also a new attempt to solve the 32D point2pattern matching problem under perspective

transformation.
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1　引言
　　点模式匹配是计算机视觉和模式识别领域中的一个重要

课题.它的主要任务是 ,将满足一定几何变换关系的同一场景

的两幅图像中的点 ,进行匹配成对 ,从而识别和定位物体.它

适用于解决基于光学传感器的应用中的许多问题 ,如零件识

别、运动检测、飞行器导航和姿态测定等.

众所周知 ,相机的成像几何也即通常所说的透视变换 ,在

非齐次坐标系下的表示式是一种非线性变换关系 ,因而同一

场景在两幅图像中的像点间所满足的几何变换关系必然也是

非线性的.具体地说 ,当成像物是一个平面物体时 ,两幅图像

的像点之间满足的是可以显式表达的射影变换关系 ;而当成

像场景是非平面物体时 ,两幅图像的像点之间则是一种更加

复杂的无法显式表达的非线性变换关系.

因此 ,虽然文献中有大量文章研究了点模式匹配问题 ,但

大都局限于研究变换关系较为简单的仿射变换下的点集匹配

问题 ,这种线性关系的仿射变换可以表达包括刚体变换、相似

变换和一般的仿射变换问题.而研究透视变换下的点模式匹

配问题的文献不是很多 ,基本思想都是从寻找透视不变量出

发.文献[1 ,2 ]指出对于一般情形下的三维点集在单幅图像下

不存在透视不变量 ,但对某些具有特殊构造的三维点集是存

在不变量的. Zhu在文献[3 ]中构造了需要六个点的一种不变

量的新结构 ,这六个点位于两个相邻平面上 ,每个相邻平面上

各有四个共面点.该不变量实际上是某些三角形的面积乘积

的比值.虽然该不变量能适用于物体识别 ,但它只能给出六个

点对的总体匹配 ,而不能给出具体的点点对应.

正是由于透视变换下点集匹配问题的复杂性 ,研究者大

都对此问题作了某种近似和简化 ,如 Jacobs[4 ]用尺度正交投

影代替透视投影 ,从而使被匹配点集间满足仿射变换关系.

Lamdan等在文献[5 ]中同样以仿射变换近似透视变换 ,用三

个非共线点组成的有序三点形做基 ,利用任何仿射变换都不

改变其他点相对这个三点形的坐标的原理实现点模式匹配.

这种以简单的线性的仿射变换来代替复杂的非线性的透

视变换的研究方法 ,是基于当物体的大小和物体与相机中心

的距离相比可以忽略不计时 ,相机成像的透视变换可以用仿

射变换来有效近似这种观点.但这种以仿射变换来近似代替

透视变换研究点模式匹配的方法的前提条件和有效性在实际

应用中较难把握 ,因而必然会带来一定程度的误匹配.为了改

进这种简单的近似所带来的匹配误差 ,可以考虑采用其他约
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束条件来进一步改进初始匹配结果.本文将透视变换下两幅

图像中的像点所满足的对极几何约束作为相似性度量 ,使用

了在优化问题中较为有效的遗传算法来对匹配结果做进一步

优化改进 ,实验证明 ,这种方法是有效的.这是由于遗传算法

本身的进化机制保证了它对所求解问题的优化作用.但同时

应注意到 ,由于遗传算法的随机性质 ,它不能保证在有限的迭

代次数之内一定收敛到全局最优解.为此 ,本文给算法增加了

一个后处理步骤 ,进一步改进了匹配结果.

本文提出的点模式匹配算法 ,适用于两个点集点数相同

并且完全互相匹配的情形.当由于噪声、成像等因素造成两个

点集点数不同或图像中出现不能匹配点时 ,该算法也可被用

来实现基于假设 - 校验的启发式方法中的相同点数子集的匹

配.本文的第二节基于矩和不可约矩阵的理论提出了一种求

解仿射变换下点模式匹配问题的新算法.在第三节和第四节

中 ,分别介绍了对极几何和遗传算法的基本概念.第五节具体

实现了以仿射变换下点模式匹配算法的匹配结果为初始值 ,

利用遗传算法对其进行改进的透视变换下的点集匹配方法 ,

并给出了对遗传算法的匹配结果做进一步改进的后处理方

法.在第五节中给出了仿真实验结果.第六节总结全文.

2　一种新的仿射变换下的点模式匹配算法

　　考虑二维平面中的点的集合 X = { q1 , q2 , ⋯, qn} ,其中 qi

= [ xi 　yi ] T , i = 1 ,2 , ⋯, n.令 M = XXT

M =
M11 M12

M21 M22
=
∑x2

i ∑xiyi

∑xiyi ∑y2
i

(1)

如果点集 X满足不是所有点共一条直线 ,则易见上述矩阵 M

是对称正定的.对 M 进行 Cholesky分解 ,有 M = GGT .这里 ,

G为一下三角矩阵 ,再令

L = G - 1 =
L11 0

L21 L22

其中 L11 = 1/ T11 , L21 = - T21 T11/ T22 , L22 = 1/ T22 ,

T11 = ( M11)
1
2 , T21 = M12/ T11 , T22 = ( M22 - T2

21)
1
2

定义如下表达式

�X = LX (2)

在文献[8 ]中式 (2)被称为点模式 X的标准化表达.

设两个点模式 X和 X′之间满足仿射变换关系 ,即

X′= AX + b (3)

由于在仿射变换下 ,点集的中心是一个不变量 ,故只要将变换

前后的两个点模式的中心代入式 (3)就可直接求出平移向量

b.在下面的讨论中假定点模式的坐标原点取在点集的中心

上 ,这样式 (3)可简化为

X′= AX (4)

由式 (4) ,根据文献[9 ] ,点模式 X和 X′的标准化表达 �X′、
�X 之间满足如下关系

�X′= Q�X
其中 QQT = QTQ = I ,即 �X′、�X之间满足正交变换关系.由于

正交变换保持变换前后点间距离不变 ,故可利用文献[ 7 ]提出

的基于不可约矩阵理论的距离矩阵方法实现点集匹配.该方

法的基本思想是将待匹配的两个二维点模式、分别转化为一

个 n维空间中的向量 (也就是 n维空间中的点) ,把这两个 n

维空间中的向量 (点)看作是两个一维点模式 ,这样原来二维

点模式的匹配问题就转化为对一维点模式的匹配 ,即只要对

这两个一维点模式的 n个元素进行简单的排序匹配就可解

决原来的二维点模式的匹配问题 ,因而简化了匹配过程.限于

篇幅 ,这里只给出最后的算法步骤 ,关于距离矩阵方法的详细

推导步骤见文献[7 ].

算法 1

(1)计算点模式 X 和 X′的标准化表达 �X = { �q1 , �q2 , ⋯,

�qn}、�X′= { �q′1 , �q′2 , ⋯, �q′n} ;

(2)计算 �X′、�X的距离矩阵 S = ( dij)和 S′= ( d′ij) ,其中 ,

dij = ‖�qi - �qj‖, d′ij = ‖�q′i - �q′j‖;

(3)计算不可约距离矩阵 S和 S′的最大特征值所对应的

正特征向量 v和 v′;

(4)对 n维特征向量 v和 v′的元素进行排序匹配 ,从而求

出排列阵 P.

3　对极几何约束

　　在计算机视觉研究中 ,空间物体的透视投影图像间的约

　图 1　对极几何

束关系可用对极几何来描述.

假设图像 1、2分别为一个三

维场景的两幅图像 ,它们分别

是由满足旋转和非零平移关

系的两个相机或一单个运动

相机拍摄而成的. 如图 1 所

示 ,三维空间点 M在图像 1、2

上分别投影为 m 和 m′,即 m

和 m′为对应的匹配点. 两相

机的光心 C和 C′的连线与图

像 1、2的交点 e和 e′分别称两个图像平面的对极心 ,射线 em

称为点 m′在图像 1中的对极线 ,同样地 ,可定义点 m 在图像

2中的对极线 e′m′.引入基础矩阵 F ,它是将一幅图像中的点

映射成它在另一图像中的对极线的矩阵 ,其定义为

Fm = e′m′= [ e′] ×m′,

FTm′= em[ e ] ×m

(5)

这里 , F为一 3×3矩阵 , e、m、e′、m′均采用齐次坐标表示 ,

其中 , m = [ x y 1 ] T , m′= [ x′y′1 ] T ,而 [ m ]×表示向量 m对

应的反对称矩阵.由式 (5)不难推出

m′T Fm = 0 (6)

式 (6)称为对极几何约束 ,它进一步可改写为一个线性齐次方

程 :

f Tz = 0 (7)

这里 , 　f = [ f11 f12 f13 f21 f22 f23 f31 f32 f33 ] T (8)

　z = [ x′x x′y x′y′x y′y y′x y 1 ] T = m′ª m (9)

其中 , f ij为基础矩阵 F的第 i 行第 j列个元素 , ª表示向量的
Kronecker积.
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4　遗传算法

　　遗传算法是一类模拟达尔文的自然选择和自然遗传的生

物进化过程的计算模型 ,它是由美国密歇根大学的 J . Holland

教授在 1975年首先提出的 ,其本质是一种求解问题的高效并

行随机化全局搜索方法.

遗传算法从任一初始化的群体出发 ,通过随机选择、复

制、交叉和变异等遗传算子使群体中适应性更强的个体有更

高的机会的参与遗传和生成下一代 ,从而使群体一代代地进

化到搜索空间中越来越好的区域 ,直至抵达最优点.

遗传算法的优越性表现在以下几个方面 :首先 ,遗传算法

将进化操作应用于一群对搜索空间编码的基因串中 ,在每一

代中同时搜索解空间的不同区域 ,因而不易陷入局部极值点 ,

即使在所定义的适应度函数非连续、不规则和有噪声的情况

下也能以极大的概率找到全局最优解 ;其次 ,由于其固有的并

行性 ,遗传算法适于大规模并行分布处理 ;此外 ,遗传算法易

于和神经网络、模糊推理等技术结合 ,从而形成性能更优的问

题求解方法.

将遗传算法和点模式匹配联系起来要解决三个问题 :构

造合适的适应度函数、染色体编码和选择合适的遗传算子.

411　染色体编码

本文的算法输入量是同一空间点集的两幅透视投影图

像 ,也即点数相同的两组待匹配点集 ,设其分别为

P = { mi = [ xi yi 1 ]| i = 1 , ⋯, n} 和 P′= { m′i
= [ x′i y′i 1 ]| i = 1 , ⋯, n}

定义每个染色体由 n个单元构成 ,每个单元中可取从 1

至 n的任意一个整数 ,并且同一染色体中的各单元取值各不

相同 ,也即每个染色体是从 1至 n的所有整数的一个全排列.

例如 ,考虑如下有 12个单元的染色体 :

3 5 8 7 4 2 1 9 11 12 10 6

这里 ,从左数起的单元位置表示点集 P中的点的标号 ,例如 ,

第六个单元对应着点集 P中的第六个点.而每个单元中所包

含的整数表示与 P中当前点相匹配的点集 P′中的点的标号.

因此 ,上述染色体表示 , P中第 1点与 P′中第 3点匹配 , P中

第 2点与 P′中第 5点匹配 , P中第 3点与 P′中第 8点匹配 ,

以此类推.由此可见 ,按此方法定义的染色体代表了点模式匹

配问题解空间中的一个候选解.

412　定义适应度函数

设所考察的染色体为

i1 i2 i3 ⋯ i n - 1 i n

定义它的误差函数为

error = min
f ∑

n

k =1

( f Tzk) 2/ ( f Tf) (10)

其中 , f 为式 (8)定义的由基础矩阵各元素所组成的一个列向

量 , zk = m′i
k

ª mk .对式 (10)作进一步整理 ,可得

error = min
‖f‖- 1∑

n

k =1

( fTzk) ( fTzk) T = min
‖f‖= 1∑

n

k =1

( f Tzkz
T
kf)

定义 M = ∑
n

k = 1
( zkz

T
k ) ,则上式可进一步改写为

error = min
‖f‖= 1

f TMf (11)

根据最小二乘法 ,当 f 是 M的最小特征值所对应的单位特征

向量时 ,由式 (11)定义的误差函数达到最小值 ,即 M 的最小

特征值.而适应度函数是评估当前染色体的优劣程度的 ,故应

取为误差函数的倒数

fitness = 1/ error (12)

413　定义遗传算子

·选择算子

选择算子的目的是为了从当前群体中选出优良的个体 ,

使它们有机会作为父代生成下一代.本文采用的选择策略是

典型的适应度比例方法 ,又称赌轮选择.在赌轮选择中 ,各个

个体被选择的概率和其适应度函数值成正比.

·交叉算子

选择算子虽然保留了适应度较高的个体 ,但并未产生任

何新个体.而交叉算子是把两个父代个体的部分结构加以替

换重组生成新个体的操作.在本文算法中选用的是部分匹配

交叉算子[6 ] ,并且交叉操作按概率 pc 使用.所谓部分匹配交

叉算子是指随机设置两个交叉点 ,两个父代个体在这两个交

叉点之间的染色体子串相互交换 ,然后对互换区域以外出现

的重复单元 ,依据互换区域内的位置映射关系 ,逐一进行交

换 ,以产生合法的新染色体.

·变异算子

变异操作是以一很小的概率 pm 进行的 ,它的引入是为

了防止在进化过程中丧失群体的多样性 ,防止陷入局部极小

值.在本文的算法中 ,变异操作是通过随机地选取染色体中的

某两个单元 ,将其中所包含的标号互换实现的.

·逆转算子

同变异操作一样 ,以小概率 pi 进行的变异操作 ,也是为

了保持进化过程的多样性.在本算法中 ,逆转算子是通过随机

地选取染色体中的两点 ,将这两点内的子串反序插入到原位

置实现的.

5　点模式匹配算法

　　有了前面的准备和铺垫 ,本文提出的对三维空间点模式

的两个象点集进行匹配的主要步骤列举如下 :

算法 2

初始化步骤 :利用算法 1计算点模式匹配问题的近似解 ,

并以此解作为遗传算法的初始代 ,计算其适应度函数值 ;选择

群体规模 N、交叉算子概率 pc、变异算子概率 pm 和逆转算子

概率 pi ;

步骤 1 :对当前代执行选择算子 ,生成可参与遗传的中间

群体 ;

步骤 2 :按照概率 pm 对中间群体中的个体执行变异操

作 ,按照概率 pc对中间群体中的个体执行交叉操作 ,按照概

率 pi对中间群体中的个体执行逆转操作 ;

步骤 3 :以中间群体替换当前代 ,并计算各染色体的适应

度函数值 ;

步骤 4 :如果满足算法的停止规则 (比如达到了指定的迭

代步数或适应度函数值超过一定阈值) ,则遗传算法结束 ;否
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则回到步骤 1.

可以看到 ,遗传算法本身的进化机制保证了它对求解问

题的逐步优化作用 ,但由于遗传算法的随机性质 ,它不能保证

在有限的迭代次数之内一定收敛到全局最优解.为此 ,本文给

算法增加了一个后处理步骤 ,进一步改进了匹配结果.在介绍

后处理方法之前 ,首先定义两点的匹配误差函数.

任意给定点集 P和 P′中的两点 mi 和 m′j ,根据式 (7)所

表达的对极约束关系 ,定义点 mi 和 m′j 之间的匹配误差函

数 :

E( mi , m′j) = ( f Tzij)
2 = f T ( zijz

T
ij) f (13)

其中 , zij = m′j ª mi .下面给出后处理步骤的具体过程.

后处理步骤 :

(1)根据当前匹配结果计算基础矩阵 F ,并将其按式 (8)

形式写成 f ;

(2)对点集 P′中的每一个点 m′j ,按式 (13)计算在 P中与

其匹配误差最小的点 N ( m′j) = { mi | min
l

E ( mi , m′j ) } ,并以

( m′j , N ( m′j) )作为一对匹配点 ;

(3)如果得到的 N ( m′j)对于 P′中的所有点两两互不相

同 ,则以{ ( m′j , N ( m′j) ) , j = 1 , ⋯, n}为匹配结果 ,根据式 (12)

计算其适应度 ,如果大于某个预先给定值 ,则整个算法结束 ;

否则回到后处理步骤的第 1步 ;

(4)如果所得到的 N ( m′j)对于不同的 m′j 有重复值出

现 ,则使用所有未出现过重复值的 N ( m′j)所对应的匹配点对

( m′j , N ( m′j) )重新计算基础矩阵 F和 f ,回到第 2步.

6　仿真实验及结果

　　为了验证本文提出的算法 ,本文进行了仿真实验.仿真实

验的方法是对随机产生的点数为 12的三维空间点模式 X做

透视变换得到二维点集 P ,再对点模式 X经过旋转和平移变

换后所得到的空间点模式 x′做透视变换得到二维点集 P′.限

于篇幅 ,这里仅举出一例典型实验.

实验用的空间点模式 X如图 2所示 ,其具体数值见表 1.

设相机模型的焦距为 1 ,则易算出 X经透视投影所得的平面

点集 P的坐标值 ,如表 2所示 ,其图形见图 4.

空间点模式 X经过旋转和平移得到如图 3所示的点模

式 X′,其数值见表 3.这里 ,旋转量由轴 k = [1 0 0 ] T和转角为

60度所定义 ,平移量为 t = [10 20 50 ] T .点模式 X′经透视变换

投影为如图 5所示的平面点集 P′,其数值见表 4.

表 1　三维空间点模式 X的坐标值

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

X

x 198 252 321 165 68 41 263 116 483 254 48 315

y 156 161 31 145 261 309 499 13 150 231 319 218

z 1178 1471 1178 1296 1234 1231 1030 1451 1252 1362 1042 1029

表 2　点模式 X的透视投影———二维点集 P的坐标值

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P
x 168 171 272 127 55 33 255 80 386 186 46 306

y 132 109 27 112 211 251 484 9 120 170 306 212

表 3　三维空间点模式 X′的坐标值

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

X′

x′ 200 253 322 167 70 43 265 118 485 256 50 317

y′ - 938 - 1190 - 1001 - 1046 - 935 - 908 - 639 - 1247 - 1006 - 1060 - 740 - 778

z′ 733 884 625 782 852 893 956 746 765 890 806 712

表 4　点模式 X′的透视投影———二维点集 P′的坐标值

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P′
x′ 273 287 516 213 82 48 277 159 634 287 61 445

y′ - 1281 - 1346 - 1601 - 1338 - 1098 - 1017 - 668 - 1672 - 1315 - 1191 - 918 - 1093

　　按上述初始条件 ,易见对应于完全正确的匹配结果的染

色体应为

准确解 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

　　下面开始验证本文所给算法 .

首先对点模式 P和 P′按仿射变换使用算法 1 ,得到如下

初始解

初始解 1 2 3 4 5 12 9 7 8 10 11 6

将其与准确解比较 ,易知 P中第 6、7、8、9、12点共有 5个点发

生匹配错误 .经过试验 ,选取群体规模 N = 100 ,交叉概率 pc =

0194 ,变异概率 pb = 0110 ,逆转概率 pi = 0120 ,在上述初始解

基础上 ,使用遗传算法 ,经 6步迭代 ,即得到如下优化解

优化解 1 2 3 4 5 12 7 8 9 10 11 6

将其与准确解做比较 ,易见仅有第 6、12两点匹配错误.由此

可见 ,遗传算法对改进按仿射变换计算所求得的点模式的近

似匹配结果是有效的.

最后 ,再利用后处理步骤对此解做进一步改进 ,得到如下

最终解

最终解 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

对比准确解 ,不难发现 ,经过后处理步骤后 ,得到了完全正确

的匹配结果.
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图 2　三维空间点模式 X　　　图 3　三维空间点模式 X′

7　总结与讨论

　　为了回避透视变换下点集匹配问题的复杂性 ,许多文献

对此作了近似和简化 ,使被匹配点集间满足仿射变换关系 ,这

就不可避免地出现发生误匹配的可能性.本文以仿射变换的

匹配结果为初始代 ,从两幅透视投影图像之间所满足的对极

几何约束出发构造适应度函数 ,用遗传算法改进了按仿射变

换计算求得的近似解 ;对由遗传算法得到的解经后处理步骤

的处理 ,还进一步提高了解的准确性.实验证明此新算法是有

效的.

图 4　点模式 X的透视　　　图 5　点模式 X′的透视

投影点集 P 投影点集 P′
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