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摘 要： 通过修改ＭａｉｏｒａｎａＭｃＦａｒｌａｎｄ型ｂｅｎｔ函数，构造出具有偶数个变元的高非线性度平衡布尔函数．并对具
有偶数个变元的平衡布尔函数的非线性度上界提出一个猜想．
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１ 引言和预备知识

众所周知，Ｂｅｎｔ函数的非线性度达到最优，但却不
是平衡布尔函数［１］．具有高非线性度的平衡布尔函数的
构造是密码学和序列设计中的重要课题［２，３］．

设 Ｆ２表示具有两个元素的有限域．ｎ元布尔函数
是从Ｆｎ２到 Ｆ２的映射．用 Ｂｎ表示ｎ元布尔函数的集合．
用表示 Ｆ２上的加法．设 ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），ｆ（ｘ）∈
Ｂｎ通常用其代数正规型表示：

ｆ（ｘ）＝
ｕ∈Ｆ

ｎ
２

λｕ（∏
ｎ

ｉ＝１
ｘｕｉｉ）

其中λｕ∈Ｆ２，ｕ＝（ｕ１，…，ｕｎ）．ｆ（ｘ）的代数次数，用
ｄｅｇ（ｆ）表示，是使λｕ≠０的 ｕ的最大汉明重量ｗｔ（ｕ）．向
量 ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）和 ａ＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）在 Ｆｎ２上的
点乘运算定义为：

ａ·ｘ＝ａ１ｘ１ａ２ｘ２…ａｎｘｎ．
ｆ（ｘ）在ω点的Ｗａｌｓｈ变换用 Ｗｆ（ω）表示，计算如下：

Ｗｆ（ω）＝∑
ｘ∈Ｆ

ｎ
２

（－１）ｆ（ｘ）ａ·ｘ．

若 ｆ（ｘ）真值表输出列中 ０和 １的个数相同，即

Ｗｆ（０）＝０，则称 ｆ（ｘ）是平衡的．ｆ（ｘ）的非线性度 Ｎｆ可
由以下公式计算：Ｎｆ＝２ｎ－１－１／２·ｍａｘ

ω∈Ｆ
ｎ
２

｜Ｗｆ（ω）｜．

２ 构造及性质分析

ＭａｉｏｒａｎａＭｃＦａｒｌａｎｄ类 ｎ元 Ｂｅｎｔ函数是通过毗连
２ｎ／２个不同的 ｎ／２元线性函数得到［４］．下面我们通过修
改ＭａｉｏｒａｎａＭｃＦａｒｌａｎｄ类 Ｂｅｎｔ函数，构造高非线性度的
平衡布尔函数．

设 ａ，ｂ∈Ｆｎ２．符号 ａｂ定义为

ａｂ＝
１，ａ＝ｂ
０，ａ≠{ ｂ

构造：设正整数 ｎ≥８且 ｎ≡０（ｍｏｄ４），是从Ｆｎ／２２
到 Ｆｎ／２２ 的双射．向量δ∈Ｆｎ／２２ 满足（δ）＝（θ１，…，θｎ／２）

≠０，其中 ｗｔ（（θ１，…，θｎ／４＋１））≡０（ｍｏｄ２），（θｎ／４＋２，…，

θｎ／２）＝０．设Ψ 是任意从Ｆｎ／４２ 到 Ｆｎ／４２ 的双射．对（ｙ，ｘ）

∈Ｆｎ／２２ ×Ｆｎ／２２ ，其中 ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ／２），构造函数 ｆ∈
Ｂｎ：

ｆ（ｙ，ｘ）＝
ｂ∈Ｆ

ｎ／２
２

ｙｂ·ｇｂ（ｘ）

其中
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ｇｂ（ｘ）＝

（ｂ）·ｘ， ｂ｛δ，－１（０）｝

（δ）·ｘ＋ｘ１ｘ２…ｘｎ／４＋１， ｂ＝δ

Ψ（（ｘ１ｘ２…ｘｎ／４））·（ｘｎ／４＋１ｘｎ／４＋２…ｘｎ／２），ｂ＝－１（０
{

）

定理 由上述构造方案得到的布尔函数 ｆ∈Ｂｎ具
有以下性质：

（１）ｆ是平衡的；
（２）Ｎｆ＝２ｎ－１－２ｎ／２－１－２ｎ／４；
（３）ｄｅｇ（ｆ）＝３ｎ／４＋１．
证明 当 ｂ｛δ，－１（０）｝时，有

Ｗｇｂ（α）＝
２ｎ／２，α＝（ｂ）
０，α≠（ｂ{ ）

当 ｂ＝δ时，设α＝（α１，α２，…，αｎ／２），有

Ｗｇｂ（α）＝

２ｎ／２－２ｎ／４，α＝（δ）
±２ｎ／４， （α１，…，αｎ／４＋１）≠（θ１，…，θｎ／４＋１），

（αｎ／４＋２，…，αｎ／２）＝（θｎ／４＋２，…，θｎ／２）
０， （αｎ／４＋２，…，αｎ／２）＝（θｎ／４＋２，…，θｎ／２










）

且有 Ｗｇｂ（０）＝（－１）
ｗｔ（δ( )） ＋１·２ｎ／４＝－２ｎ／４．

当 ｂ＝－１（０）时，
Ｗｇｂ（α）＝±２

ｎ／４

且有 Ｗｇｂ（０）＝２
ｎ／４．

对任意（β，α）∈Ｆ
ｎ／２
２ ×Ｆｎ／２２ ，有如下关系：

Ｗｆ（β，α）＝ ∑
（ｙ，ｘ）∈Ｆ

ｎ
２

（－１）ｆ（ｙ，ｘ）＋（β，α）·（ｙ，ｘ）

＝∑
ｂ∈Ｆ

ｎ／２
２

（－１）β·ｂ∑
ｘ∈Ｆ

ｎ／２
２

（－１）ｇｂ（ｘ）＋α·ｘ

＝∑
ｂ∈Ｆ

ｎ／２
２

（－１）β·ｂＷｇｂ（α）

易得 Ｗｆ（０）＝∑
ｂ∈Ｆ

ｎ／２
２

Ｗｇｂ（０）＝０．

进一步可得，当α＝（δ），
Ｗｆ（β，α）∈ ２ｎ／２，２ｎ／２－２ｎ／{ }４＋１ ；

当（α１，…，αｎ／４＋１）≠（θ１，…，θｎ／４＋１），（αｎ／４＋２，…，αｎ／２）＝
（θｎ／４＋２，…，θｎ／２），

Ｗｆ（β，α）∈｛０，±２
ｎ／２，±２ｎ／４＋１，±（２ｎ／２＋２ｎ／４＋１），

±（２ｎ／２－２ｎ／４＋１）｝；
当（αｎ／４＋２，…，αｎ／２）≠（θｎ／４＋２，…，θｎ／２），
Ｗｆ（β，α）∈ ±（２ｎ／２＋２ｎ／４＋１），±（２ｎ／２－２ｎ／４＋１{ }）．

显然，

ｍａｘ
（β，α）∈Ｆ

ｎ
２

Ｗｆ（β，α） ＝２ｎ／２＋２ｎ／４＋１．

可得 Ｎｆ＝２ｎ－１－２ｎ／２－１－２ｎ／４．
设 ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ／２）．显然 ｙ１ｙ２…ｙｎ／２ｘ１ｘ２…ｘｎ／４＋１必

定出现在 ｆ的代数正规型中，且不会有更高次项出现．
可得 ｄｅｇ（ｆ）＝３ｎ／４＋１．

另外要说明：（１）当 ｎ＝８时，可以构造出非线性度
是１１６，代数次数是７的８元平衡布尔函数；（２）可以对
文中的方法进行简单修改使代数次数达到最优．

３ 结束语

关于具有偶数个变元的高非线性度平衡布尔函数

的构造，目前最好的结果是 Ｓｅｂｅｒｒｙ等人［５］给出的，他们
构造的函数也是通过修改 ＭａｉｏｒａｎａＭｃＦａｒｌａｎｄ类 ｂｅｎｔ函
数得到的，这种方法得到的函数具有潜在的密码学弱

点，工程实践中应谨慎使用．
平衡布尔函数的非线性度的紧上界至今仍是公开

的难题．我们提出如下猜想：当 ｎ为不小于 １２的偶数
时，ｎ元平衡布尔函数ｆ的非线性度上界是

Ｎｆ≤２ｎ－１－２ｎ／２－１－２?ｎ／４」－１
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