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摘 要： 当素数 ｐ≡３或－３（ｍｏｄ８）时，Ｋｉｍ等利用有限域ＧＦ（２ｎ）中两个不同的本原元刻画了周期为 ｐ的 Ｌｅｇ
ｅｎｄｒｅ序列的迹表示．本文通过分割有限域的乘法群ＧＦ（ｐ）关于元素４生成的子群的陪集，利用从 ＧＦ（２ｎ）到子域 ＧＦ
（４）的迹函数，提出Ｌｅｇｅｎｄｒｅ序列的一种新的迹表示形式．该结论仅用ＧＦ（２ｎ）中的一个本原元即可确定序列，对其计算
实现有积极的意义．
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１ 引言

设素数 ｐ＞３，Ｌｅｇｅｎｄｒｅ序列｛ｓ（ｔ）｝定义为

ｓ（ｔ）＝
１ 若 ｔ≡０（ｍｏｄｐ），
０ 若 ｔ（ｍｏｄｐ）∈Ａ０，
１ 若 ｔ（ｍｏｄｐ）∈Ａ１

{
．

其中 Ａ０表示模 ｐ二次剩余全体元素的集合，Ａ１表示模
ｐ的二次非剩余全体元素的集合．
Ｌｅｇｅｎｄｒｅ序列是一类重要的伪随机序列，在密码学

和通信等领域具有广泛的应用．关于它的研究得到高度
的重视［１－７］，大量文献理论证明了它具有非常优越的密

码学性质，如高的线性复杂度［２］、良好的稳定性［３］、低自

相关值［４］、均衡的串分布［５］和大的ｍｅｒｉｔ因子［６］等．
特别地，Ｎｏ等人给出了该序列当周期 ｐ为

Ｍｅｒｓｅｎｎｅ素数时的迹表示［７］，之后，Ｋｉｍ等人对该结论进
行了推广，确定了 ｐ＞３为任意素数时 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ序列的
迹表示［８］．然而，该结论在确定周期 ｐ≡±３（ｍｏｄ８）的序
列的迹表示时，需要两个满足既定条件的本原根．针对
此问题，本文将该结论进行改进，确定了序列周期为 ｐ
≡±３（ｍｏｄ８）时一种新的迹表示形式，对其计算实现及
应用有重要的意义．

为讨论方便，我们总假定：ＧＦ（ｑ）表示含有 ｑ个元
素的有限域，ＧＦ（ｑ）表示 ＧＦ（ｑ）的全体非零元素的集
合，ｐ＞３为素数，ｎ＝ｏｒｄｐ２，即 ｎ为２模 ｐ的乘法阶．迹
函数 Ｔｒｍｋ（－）是从有限域 ＧＦ（２ｍ）到其子域 ＧＦ（２ｋ）（正
整数 ｋ｜ｍ）的映射，定义为

Ｔｒｍｋ（ｘ）＝ｘ＋ｘ２
ｋ

＋…＋ｘ２
ｋ（ｍ／ｋ－１）

＝∑
ｍ／ｋ－１

ｉ＝０
ｘ２
ｋｉ
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其满足：

（１）Ｔｒｍｋ（ｘ＋ｙ）＝Ｔｒｍｋ（ｘ）＋Ｔｒｍｋ（ｙ），ｘ，ｙ∈ＧＦ
（２ｍ），

（２）对任意的正整数 ｉ，有 Ｔｒｍｋ（ｘ）＝Ｔｒｍｋ（ｘ２
ｋｉ

）．
有关有限域和迹函数的定义及性质，参见文

献［９］．

２ Ｌｅｇｅｎｄｒｅ序列的迹表示

定理１［８］ 若 ｐ＞３为素数，ｎ＝ｏｒｄｐ２，ｖ为ＧＦ（ｐ）

的一个本原元，满足 ｖ（ｐ－１）／ｎ≡２（ｍｏｄｐ）．β是多项式ｘ
ｐ

－１的分裂域 ＧＦ（２ｎ）中的 ｐ次本原单位根，则周期为 ｐ
的Ｌｅｇｅｎｄｒｅ序列的迹函数表示如下：

（１）若β满足∑
ｐ－１
２ｎ－１

ｉ＝０
Ｔｒｎ１（β

ｖ２ｉ）＝０，则

ｓ（ｔ）＝
∑

ｐ－１
２ｎ－１

ｉ＝０
Ｔｒｎ１（β

ｖ２ｉｔ） 若 ｐ≡－１（ｍｏｄ８）

１＋∑
ｐ－１
２ｎ－１

ｉ＝０
Ｔｒｎ１（β

ｖ２ｉ＋１ｔ）若 ｐ≡１（ｍｏｄ８
{

）

．

（２）若整数 ｍ满足２ｎ－１＝３ｐｍ，则存在 ＧＦ（２ｎ）中

的 ｐ次本原单位根α满足∑
ｐ－１
ｎ－１

ｉ＝０
Ｔｒｎ１ α( )ｐｍ ２ｉ

β
ｖ( )
ｉ

＝０，使

得

ｓ（ｔ）＝

∑
ｐ－１
ｎ－１

ｉ＝０
Ｔｒｎ１ α( )ｐｍ ２ｉ

β
ｖ( )
ｉ

( )ｔ 若ｐ≡３（ｍｏｄ８）

１＋∑
ｐ－１
ｎ－１

ｉ＝０
Ｔｒｎ１ α２( )ｐｍ ２ｉ

β
ｖ( )
ｉ

( )ｔ 若ｐ≡－３（ｍｏｄ８
{

）

根据定理１，当 ｐ≡ ±３（ｍｏｄ８）时，确定序列的迹
函数表示需要两个满足给定条件的本原根α及ｖ，工程
实现难度较大．而且，（２）中要求整数 ｍ满足 ２ｎ－１＝
３ｐｍ，本文的结论并不受此条件的限制．下文我们给出
ｐ≡±３（ｍｏｄ８）时序列的另一种迹表示形式．

定理 ２ 令 ｒ＝ｐ－１ｎ ，ω为 ３次本原单位根，ｕ为

ＧＦ（ｐ）的任意生成元，α为ＧＦ（２ｎ）中的 ｐ次本原单位
根且满足Ａ０（α）＝ω，则当周期 ｐ≡±３（ｍｏｄ８）时，Ｌｅｇ
ｅｎｄｒｅ序列的迹函数表示为
ｓ（ｔ）＝

ω
２Ｔｒｎ２ ∑

０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡０（ｍｏｄ２）

α
ｕｉｔ＋∑

０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡１（ｍｏｄ２）

α
２ｕｉ( )ｔ

＋ωＴｒｎ２ ∑
０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡１（ｍｏｄ２）

α
ｕｉｔ＋∑

０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡０（ｍｏｄ２）

α
２ｕｉ( )ｔ ，若 ｐ≡３（ｍｏｄ８）

１＋ωＴｒｎ２ ∑
０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡０（ｍｏｄ２）

α
ｕｉｔ＋∑

０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡１（ｍｏｄ２）

α
２ｕｉ( )ｔ

＋ω２Ｔｒｎ２ ∑
０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡１（ｍｏｄ２）

α
ｕｉｔ＋∑

０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡０（ｍｏｄ２）

α
２ｕｉ( )ｔ ，若 ｐ≡－３（ｍｏｄ８















 ）

为了证明定理２，我们首先给出以下几个引理．
下文中，Ａ的下标均ｍｏｄ２．θ是ＧＦ（２ｎ）中的任意一

个 ｐ次本原单位根．其余符号定义如上．
引理１［２］ 令 ａ∈Ａｉ，则 ａ·Ａｊ＝Ａｉ＋ｊ，ｉ，ｊ＝０，１．
假设多项式 Ａ０（ｘ），Ａ１（ｘ）∈ＧＦ（２）［ｘ］／（ｘｐ－１）分

别定义如下

Ａ０（ｘ）＝∑
ｉ∈Ａ０

ｘｉ（ｍｏｄｘｐ－１），Ａ１（ｘ）＝∑
ｉ∈Ａ１

ｘｉ（ｍｏｄｘｐ－１）．

显然，多项式 Ａ０（ｘ）和 Ａ１（ｘ）为特征序列 Ａ０和 Ａ１
的生成多项式．

引理２ 如果 ｐ≡±３（ｍｏｄ８），ｕ为ＧＦ（ｐ）任意的
一个生成元，则有

Ａ０（ｘ）＝∑
０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡０（ｍｏｄ２）

Ｔｒｎ２ ｘｕ( )
ｉ

＋∑
０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡１（ｍｏｄ２）

Ｔｒｎ２ ｘ２ｕ( )
ｉ

（ｍｏｄｘｐ－１）．

Ａ１（ｘ）＝∑
０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡１（ｍｏｄ２）

Ｔｒｎ２ ｘｕ( )
ｉ

＋∑
０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡０（ｍｏｄ２）

Ｔｒｎ２ ｘ２ｕ( )
ｉ

（ｍｏｄｘｐ－１）．

证明 当 ｐ≡±３（ｍｏｄ８）时，
２( )ｐ ＝－１［１０］，所以：

（１）ｎ｜（ｐ－１），但 ｎ（ｐ－１）／２，从而 ｎ是偶数．（２）
４( )ｐ ＝１，且〈４〉是模 ｐ非零整数乘法群ＧＦ（ｐ）的子

群．因为〈２〉＝〈４〉∪２〈４〉，由于
ＧＦ（ｐ）＝∪

０≤ｉ＜ｒ
ｕｉ〈２〉＝ ∪

０≤ｉ＜ｒ
ｕｉ〈４( )〉∪ ∪

０≤ｉ＜ｒ
２ｕｉ〈４( )〉

＝ ∪
０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡０（ｍｏｄ２）

ｕｉ〈４( )〉∪ ∪
０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡１（ｍｏｄ２）

２ｕｉ〈４( )〉

∪ ∪
０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡０（ｍｏｄ２）

２ｕｉ〈４( )〉∪ ∪
０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡１（ｍｏｄ２）

ｕｉ〈４( )〉，

显然，

Ａ０＝ ∪
０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡０（ｍｏｄ２）

ｕｉ〈４( )〉∪ ∪
０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡１（ｍｏｄ２）

２ｕｉ〈４( )〉，

Ａ１＝ ∪
０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡０（ｍｏｄ２）

２ｕｉ〈４( )〉∪ ∪
０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡１（ｍｏｄ２）

ｕｉ〈４( )〉．

因此，Ａ０（ｘ）＝∑
ｉ∈Ａ０

ｘｉ＝∑
ｎ
２－１

ｋ＝０
∑
０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡０（ｍｏｄ２）

ｘｕ
ｉ２２ｋ＋∑

０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡１（ｍｏｄ２）

ｘ２ｕ
ｉ２２( )ｋ

＝∑
０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡０（ｍｏｄ２）

Ｔｒｎ２ ｘｕ( )
ｉ

＋∑
０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡１（ｍｏｄ２）

Ｔｒｎ２ ｘ２ｕ( )
ｉ

（ｍｏｄｘｐ－１）．

同理，Ａ１（ｘ）＝∑
０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡１（ｍｏｄ２）

Ｔｒｎ２ ｘｕ( )
ｉ

＋∑
０≤ｉ＜ｒ
ｉ≡０（ｍｏｄ２）

Ｔｒｎ２ ｘ２ｕ( )
ｉ

（ｍｏｄｘｐ－１）．
引理３ 假设符号定义如上，则

Ａｊ（θ）∈ＧＦ（２２）＼ＧＦ（２）＝｛ω，ω２｝，ｊ＝０，１
证明 因为 ｐ≡ ±３（ｍｏｄ８），因此 ２∈Ａ１，根据引

理１，有

Ａｊ（θ( )）２＝Ａｊ（θ２）＝∑
ｉ∈Ａｊ
θ
２ｉ＝∑

ｉ∈２Ａｊ
θ
ｉ＝∑
ｉ∈Ａｊ＋１
θ
ｉ＝Ａｊ＋１（θ）

Ａｊ（θ( )）４＝ Ａｊ＋１（θ( )）２＝∑
ｉ∈Ａｊ＋１
θ
２ｉ＝∑

ｉ∈Ａｊ
θ
ｉ＝Ａｊ（θ）

因而，Ａｊ（θ）∈ＧＦ（２２）．又由θ的选取可知，

θ
ｐ－１＝（θ－１）（１＋θ２＋…＋θｐ－１）＝（θ－１）（１＋Ａ０（θ）
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＋Ａ１（θ））＝０．
从而１＋Ａ０（θ）＋Ａ１（θ）＝０，显然 Ａｊ（θ）∈｛ω，ω２｝，

ｊ＝０，１．
由此，总可以选取适当的本原根θ，使得 Ａ０（θ）＝

ω，记此θ为α．令

Ａ（ｘ）＝ｐ＋１２ ＋ａ０Ａ０（ｘ）＋ａ１Ａ１（ｘ）（ｍｏｄｘｐ－１）

其中（ａ０，ａ１）＝
（ω
２，ω） 如果 ｐ≡３（ｍｏｄ８），

（ω，ω
２） 如果 ｐ≡－３（ｍｏｄ８）

{ ．
定理２的证明 如果 ｔ∈Ａ０，根据引理１，

Ａ（αｔ）＝
ｐ＋１
２ ＋ａ０∑

ｉ∈Ａ０
α
ｔｉ＋ａ１∑

ｉ∈Ａ１
α
ｔｉ

＝ｐ＋１２ ＋ａ０∑
ｉ∈ｔＡ０
α
ｉ＋ａ１∑

ｉ∈ｔＡ１
α
ｉ

＝ｐ＋１２ ＋ａ０Ａ０（α）＋ａ１Ａ１（α）

＝ｐ＋１２ ＋ａ０ω＋ａ１ω２

如果 ｔ∈Ａ１，根据引理１，

Ａ（αｔ）＝
ｐ＋１
２ ＋ａ０∑

ｉ∈ｔＡ０
α
ｉ＋ａ１∑

ｉ∈ｔＡ１
α
ｉ＝ｐ＋１２ ＋ａ０ω２＋ａ１ω．

根据（ａ０，ａ１）和α的定义，通过简单的计算，可知多项
式 Ａ（ｘ）满足

Ａ（αｔ）＝
１ 若 ｔ≡０（ｍｏｄｐ），
０ 若 ｔ（ｍｏｄｐ）∈Ａ０，
１ 若 ｔ（ｍｏｄｐ）∈Ａ１

{
．

证毕．
若 Ａ０（α）＝ω２，在式（１）中令

（ａ０，ａ１）＝
（ω
２，ω） 如果 ｐ≡－３（ｍｏｄ８），

（ω，ω
２） 如果 ｐ≡３（ｍｏｄ８）

{ ．
即可得到类似的结果．因此，选取任意一个本原根都可
以确定序列的迹函数表示．

根据定理２，可以得到 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ序列的特征多项式
ｃ（ｘ）与线性复杂度 Ｌ分别为：

ｃ（ｘ）＝
（ｘｐ－１）／（ｘ－１） 如果 ｐ≡３（ｍｏｄ８），
ｘｐ－１ 如果 ｐ≡－３（ｍｏｄ８）

{ ．

Ｌ＝
ｐ－１ 如果 ｐ≡３（ｍｏｄ８），
ｐ 如果ｐ≡－３（ｍｏｄ８）{ ．

实例：令素数 ｐ＝１１≡３（ｍｏｄ８），则 ｎ＝１０，ｒ＝１，Ａ０
＝｛１，３，４，５，９｝，Ａ１＝｛２，６，７，８，１０｝．Ａ０（ｘ）＝ｘ＋ｘ３＋ｘ４

＋ｘ５＋ｘ９，Ａ１（ｘ）＝ｘ２＋ｘ６＋ｘ７＋ｘ８＋ｘ１０．选取 ｕ＝２为
ＧＦ（ｐ）的生成元，存在一个１１次本原单位根α，使得
Ａ０（α）＝ω．根据定理 ２，我们有

ｓ（ｔ）＝ω２Ｔｒ１０２（αｔ）＋ωＴｒ１０２（α２ｔ），ｔ＞０．
该序列的特征多项式 ｃ（ｘ）和线性复杂度 Ｌ分别为
ｃ（ｘ）＝（ｘ１１－１）／（ｘ－１）和 Ｌ＝１０．
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