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� � 摘 � 要: � 研究一类具有参数摄动的时滞 Hopfield 神经网络模型的鲁棒稳定性. 应用 Lyapunov 泛函法, 给出了平

衡点渐近稳定的充分条件.利用矩阵范数的性质及线性矩阵不等式( LMI)理论,又得到了两个便于计算和验证的推论.

提供了一种估计网络渐近稳定平衡点吸引域的方法, 并详尽地分析了吸引域对神经网络实现联想记忆的影响. 数值例

子进一步证明了结论的有效性.
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Abstract: � Robust stability of a class of time�delayed Hopfield neural network model with parameter perturbations is investigat�

ed. The sufficient condition of the asymptotic stability of equilibrium point is obtained by use of Lyapunov functional. By the properties

of matrix norm and the theory of liner matrix inequality ( LMI) , two computable and verifiable corollaries can be derived. A method of

estimating the domain of attraction of equilibrium point is g iven, and the effect of the domain of attraction to the associated memory is

analyzed in details. The numerical samples have proved the effectiveness of the results.
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1 � 引言

� � 互连结构对称的Hopfield神经网络作为典型的反馈型神

经网络,具有较强的联想记忆及优化计算的能力, 其模型的稳

定性研究已受到广泛的关注[ 1~ 3] . 然而,由于参数摄动及建模

误差的影响 ,互连结构要实现完全对称是很难的; 另一方面,

在Hopfield神经网络的实现过程中, 由于放大器转换速度的

限制,又会不可避免地引入时滞, 并可能引起震荡及系统的不

稳定.因此, 在分析 Hopfield 神经网络的稳定性时, 考虑时滞

及参数摄动的影响是很重要的. 文献[ 4~ 6]对互连结构存在

参数摄动的情况进行了必要的分析. 然而, 在文献[ 4]中却假

定扰动后的互连矩阵T 仍为对称, 这样的假定在实际应用中

很难实现.针对上述情况, 本文将研究一类由于参数摄动而使

得互连结构为非对称的 Hopfield 神经网络模型的鲁棒稳定

性.通常,当互连矩阵不再为对称时, 神经网络模型将不再具

有全局稳定特性.因此, 我们只研究网络在平衡点处的鲁棒稳

定性.通过引入一个适当的 Lyapunov泛函, 给出了平衡点渐近

稳定的充分条件,这些条件仅包含一个对矩阵或不等式的某

种检验.利用线性矩阵不等式方法, 得到了一个便于验证和计

算的推论. 文中还对平衡点的吸引域做出了估计, 并详细分析

了吸引域与神经网络实现联想记忆的关系.最后, 通过数值例

子进一步证明了结论的有效性.

2 � 网络模型

� � 无参数摄动的时滞 Hopfield神经网络模型如下

�x= - Cx ( t) + TS ( x( t - �) ) + I (1)

其中, x = ( x 1, �, xn ) T  Rn 表示与神经元相关的状态变量,

C= diag[ c1 , �, cn] , c i> 0, i = 1, �, n 表示神经元的自反馈,

对称矩阵 T= [ t ij ]  Rn ! n表示神经元的互连, I = ( I 1, �,

I n ) T  Rn 为表示偏置项的常数向量, S ( x) = [ s 1 ( x 1) , �, sn

( xn ) ] T 为表示激活函数的向量, 其中 si ( xi ) , i= 1, �, n 满足

后面的假设 1,且有 si (0) = 0, �> 0 表示传输延迟.

系统( 1)的初始函数为 x ( s ) = �( s ) , 其中 s  [ - � , 0] , �

 C [ - �, 0] , Rn . C [ - �, 0] , Rn 表示从 [ - �, 0]到 Rn

的所有连续函数的集合 .

若令 �x= x- xe ,其中 xe 为网络的平衡点, 并定义

�S( �x )= S( �x + xe)- S ( xe) (2)
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则经过变换后可得到与系统(1)相对应的平移系统

�x∀= - C�x+ T�S (�x ( t- �) ) (3)

若忽略各变量上的,并考虑参数摄动的影响, 则可将系统 (3)

记为

�x= - ( C+  C) x+ ( T+  T) S( s( t - �) ) (4)

上式即为我们所要研究的具有参数摄动的时滞 Hopfield 神经

网络模型.其中,  C= diag[  c1 , �,  cn ]  Rn ! n, i= 1, �, n,

 T  Rn ! n .此时, 由于摄动项  T 的影响, T +  T 为非对称

矩阵.式(4)中其余各变量的定义同式( 1) . 显然,原点 x= 0 即

为系统(4)的一个平衡点.下面, 我们将给出系统(4)的平衡点

x= 0 为渐近稳定的充分条件.

3 � 鲁棒稳定性

� � 引理[ 7] :若 U, V 和W为具有适当维数的实矩阵 ,且 M

= MT , 则

M+ UVW+ WTVTUT < 0 (5)

对于所有的 VTV # I 成立, 当且仅当存在一个正常数 !,

使得

M+ !- 1 UUT + !WTW< 0� � � 成立. (6)

为证明平衡点 x= 0的渐近稳定性, 还需做如下假设:

假设 1� 函数 si ( x i)满足下列扇区条件

0#
si ( xi )

xi
# ∀M

i (7)

其中, i= 1, �, n.

假设 2� 系统(4)的参数摄动项 ∃  C∃ , ∃  T∃满足下
列匹配条件

[  C �  T] = HF[ A � B] (8)

其中, F为代表参数不确定性的未知矩阵, 且满足 FTF # I ,

A, B, H 为不确定项中具有适当维数的常数矩阵.

定理: � 对于任意的有界时滞 �,如果存在一个正定矩阵

P 和一个正对角矩阵 #= diag[ ∃1 , �, ∃n ] , � ∃i> 0, i= 1, �,

n, 使得矩阵

� � SM= - [ ( C+  C) TP+ P( C+  C) ] + #

+ P( T+  T) %
M

# - 1 %
M

( T+  T) TPM< 0 (9)

成立, 其中 %
M

= diag [ ∀M
1 , �, ∀M

n ] , 则系统( 4)的平衡点 x = 0

是渐近稳定的.

证明: � 将式(4)重写为

�x( t) = - ( C+  C) x( t)+ ( T+  T) % ( x( t- �) ) x( t - �)

(10)

其中, % ( x) = diag[ ∀1( x 1 , �, ∀n ( xn ) ) ] ,

∀i ( x i) = si ( x i ) / xi , i = 1, �, n

则有 ∀i( xi )  [ 0, ∀M
i ] .

在此,我们引入如下形式的 Lyapunov泛函

V( xt )= xT( t ) Px( t) +&
t

t- �
xT

t (%) #x t( %) d% (11)

则显然有 ∃min( P) ∃x t( 0) ∃2 # V ( xt ) # ( ∃max ( P)+ �∃max ( # ) )

| xt |
2. 上式中, xt 表示在初始函数 �( s )下的系统的解, 对于 s

 [ - �, 0] , 定义 x t  [ - �, 0] , Rn 为x t ( s ) = x( t + s ) , 其

中 t> 0, x  C [ - �, + ∋ ] , Rn . C [ - �, + ∋ ] , Rn 表示

从[ - �, + ∋ )到 Rn 的所有连续函数的集合.

沿着系统式( 10)的任意解, V( x t)对时间的导数为

�V( xt )= �xT( t ) Px( t )+ xT( t ) P�x( t) + xT( t ) #x( t) - xT( t - �)

#x( t- �)= - xT ( t ) [ ( C+  C) TP + P ( C+  C) ] x

( t )+ xT( t ) #x( t) + xT( t) P(T +  T) % ( x ( t - �) )

# - 1 %
T

( x ( t - � ) ) ( T +  T ) TPx ( t ) -

#1/ 2x( t- �)- # 1/ 2 %
T

( x( t- �) ) ( T+  T) TPx( t )
T

#1/ 2x( t- �)- # 1/ 2 %
T

( x( t- �) ) ( T+  T) TPx( t )

� � � # - xT ( t) [ ( C+  C) TP+ P( C+  C) ] x( t) + xT( t )

∀ #x( t ) + xT ( t ) P ( T +  T ) % ( x( t - �) ) # - 1

%
T

( x ( t- �) ) ( T+  T) TPx( t) (12)

如果对于任意给定的 t ,令 yT( t) = ( y 1, �, y n ) = xT ( t ) P( T

+  T) ,则式( 12)的最后一项具有如下形式

yT % ( x( t - �) ) #- 1 % ( x ( t - �) ) y

� � � = %
n

i= 1

y2i∃
- 1
i ∀

2
i( x i( t - �) ) # %

n

i= 1

y 2
i∃

- 1
i ( ∀M

i ) 2

= xT( t) P( T+  T) %
M

# - 1 %
M

( T+  T) TPx( t) (13)

考虑式( 13) , 则式(12)为

�V( xt ) # xT( t ) { - [ ( C+  C) TP+ P( C+  C) ] + #+ P( T

+  T) %
M

# - 1 %
M

( T+  T) TP} x( t) = xT ( t) SMx( t)

(14)

因此, 如果矩阵 SM< 0,则有�V ( x t) < 0.故根据泛函微分方程

的 Lyapunov稳定性理论[ 8]可知, 对于任意的有界时滞 �> 0,

系统(4)的平衡点 x= 0 是渐近稳定的.

根据矩阵范数的定义及性质,容易证明下列推论成立.

推论 1 � 对于任意的有界时滞 �> 0, 系统( 4)的平衡点 x

= 0 是渐近稳定的,若

� � 2∃ P0∃∀ ∃  C∃+ ∃ P0∃ 2∀ ∃  T∃ 2( ∀M) 2

� � � � � + 2∃ P0∃ 2∀ ∃ T∃∀ ∃  T∃ ( ∀M ) 2< 1 (15)

成立, 其中 P0= diag [ 1/ c1 , �, 1/ cn ] ,  ∀M= max{ ∀M
i : 1 # i # n} .

此时, ∃∀∃表示由 Euclid 向量范数诱导出的矩阵范数, 即 ∃

P0∃= ∃max( P
T
0 P0) .

在式( 9)中令 # 为单位阵, P= P0 ,即可得出该推论.

推论 2 � 对于任意的有界时滞 �> 0, 系统( 4)的平衡点 x

= 0 是渐近稳定的,如果存在正定矩阵 P , 正常数及一个正对

角矩阵 #= diag[ ∃1, �,∃n ] , ∃1> 0, i = 1, �, n ,使得下列线性

矩阵不等式成立

�

- CTP- PC+ #+ !ATA PTEM- !ATBEM PH

EMTTP- !EMBTA - # + !EMBTBEM 0

HTP 0 - !I

(16)

证明:根据 Schur补定理[ 9] , 可将 SM< 0 表示为下列的线

性矩阵不等式
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- [ ( C+  C) TP+ P( C+  C) ] + # P( T+  T) EM

EM( T+  T ) TP - #
(17)

若单独考虑参数摄动的影响, 且利用式(8) , 则可将上式表示

为

- CTP- PC+ # PTEM

EMTTP - #
+

PH

0
F - A BEM

� � +
- AT

EMBT
FT HTP < 0 (18)

再由引理可知,对于所有的 F
T
F # I ,式(18)成立, 当且仅当存

在一个正常数 !,使得下列线性矩阵不等式成立

- CTP- PC+ # PTEM

EMTTP - #
+

1
!

PHHTP 0

0 0

� � � � � � � � � � + !
ATA - ATBEM

- EMBTA EMBTBEM
< 0 (19)

整理上式,可得

- CTP- PC+ #+
1
!
PHHTP+ !ATA PTEM- !ATBEM

EMTTP- !EMBTA - #+ !EMBTBEM

< 0

(20)

由 Schur补定理可知,式( 20)与式(16)是等价的,推论得证.

推论 2� 是用线性矩阵不等式(LMI)的形式表示的, 因此

可以通过计算机在MATLAB 环境下有效地求解.

4 � 吸引域的估计

� � 由于参数摄动的影响而使得平衡点 x = 0 不再具有全局

渐近稳定性, 因此, 给出平衡点吸引域的估计就显得尤为重

要.此外,吸引域也是衡量神经网络实现联想记忆能力的一个

指标, 吸引域越大,神经网络实现联想记忆的能力越强, 即有

更多的状态最终会运动到平衡点而趋于稳定.下面, 将给出吸

引域的定义及系统(4)的平衡点 x= 0的吸引域的估计方法.

定义: � 设 xe 是系统的一个渐近稳定平衡点. 若存在 x

= xe 的一个邻域D=
def

{ x: ∃ x- xe ∃< r } , 对于此邻域内的任

意初始值 x0  D,系统的解 x( t, t0, x0 )收敛于 xe , 即 lim
t( ∋

x( t ,

t0 , x0)= xe ,则称 D 为xe 的一个吸引域.

当摄动范数∃  C∃ , ∃  T ∃先验已知时, 可以根据前面

的推论 1 对平衡点的吸引域做出估计. 令 &i ! R是使得 s i

( x i) / xi< (1- 2∃P0∃∀ ∃  C∃ ) / Q成立的、包括零在内的

最大开区间,包括无穷区间, 其中

� � Q = ∃ P0∃
2∀∃T ∃2+ ∃P0 ∃2∀ ∃  T ∃2

� + 2∃P 0∃ 2∀∃ T∃∀ ∃  T∃

= ( ∃P0∃∀ ∃ T∃+ ∃ P0 ∃∀ ∃  T∃ 2) (21)

定义H = )
n

i= 1

&i是 R
n 中的一个开超长方形,因此对于任意的

x  H ,有 si ( xi ) / x i  (1- 2∃ P0 ∃∀ ∃  C ∃) / Q , I = 1, �,

n. 若令 P= P0 , # 为单位阵, 则定理证明过程中所用的 Lya�
punov泛函为

V ( xt )= xT ( t) P0x( t )+&
t

t- �
xT

t (%) x t( %) d%) (22)

再令 r ∗0, 并定义

� � � Vr = xt  C [ - �, 0] , ∋ : V ( xt )

= xT( t ) P0x( t) +&
t

t- �
xT

t ( %) x t( %) d%< r (23)

当 r 充分小时,有 Vr ! C [ - � , 0] , H . 令 r 0= sup{ r ∗0: Vr

! C( [ - �, 0] , H ) } ,则式( 4)的平衡点 x= 0 的吸引域的一个

子集是 Vr
0
.尽管这种估计方法适用于任意的有界时滞 �, 但

从前面的分析不难看出, Vr
0
依赖于时滞 � 的边界, 即随着时

滞边界的增加, 吸引域 Vr
0
将减小.

由于上述推论给出的是平衡点 x = 0 为渐近稳定的充分

条件, 因此当推论的条件不成立时,平衡点 x = 0 也可能是渐

近稳定的. 在这种情况下,我们可以应用文献[ 10]和[ 11]中的

结论, 对平衡点 x= 0的吸引域做出估计. 根据文献[ 10] , 系统

(4)在原点 x= 0 的某个邻域内对应的线性化系统为

x( t )= - ( C+  C) x( t) + ( T+  T) D (0) x( t- �) (24)

其中 D(x ) = diag�s+1( x 1) , �, s+n ( x n ), , s+i ( xi ) =
ds i( xi )

dxi
, i =

1, �, n.

再根据文献[ 11]可以证明,如果对于任意的有界时滞 �,

Q<
1- 2∃ P0∃∀∃  C∃

∃ D( 0) ∃ 2 (25)

则系统( 24)的平衡点 x = 0 是渐近稳定性的. 此时,系统( 4)的

平衡点 x= 0 在原点的一个邻域内必是渐近稳定的(文献[ 10]

的定理 12. 9. 1) , 即 x = 0 是一个局部稳定吸引子. 因为对于

每一个 i = 1, �, n, 根据式(25)总有

s+i (0) < (1- 2∃P0∃∀ ∃  C∃ ) / Q (26)

因此,应用( 26)式同样可以对平衡点 x= 0 的吸引域做出估

计, 估计过程中 H 及Lyapunov 泛函的选取都与推论成立时的

选取方法相似.

注: 系统本身存在参数摄动,就会对吸引域的大小产生影

响, 进而影响到神经网络实现联想记忆的能力. 通常, 神经网

络参数摄动的范数∃  C ∃ , ∃  T ∃是有界的, 因此, 可以利

用本文给出的吸引域的估计方法, 通过调整网络参数来控制

吸引域的范围; 另一方面, 从前面的分析中可以看出, 当摄动

范数∃  C∃ , ∃  T∃增大时, 平衡点的吸引域将减小, 神经

网络实现联想记忆的能力减弱, 网络将呈现不稳定的趋势; 反

之, 亦然.这一点, 通过式(15)也可以做出合理的解释.

5 � 仿真结果

� � 在此, 我们通过对系统(4)的数值仿真来验证推论 1 的有

效性. 为系统(4)选取各参数如下: C=
3 0

0 4
, ∃  C∃ # 0.

3, T=
2 - 1

- 1 - 3
, ∃  T∃ # 0. 26, P0= C- 1=

1/ 3 0

0 1/ 4
,

S( x)=
2
(

tan- 1(0. 7x 1 ) ,
2
(
tan- 1(0. 8x 2)

T

.将 S ( x)在原点

处线性化后有, %
M

=
1. 4/( 0

0 1. 6/(
,因此  ∀M

= 1. 6/(. 将上

述各矩阵的范数及  ∀M 的值代入式(15) ,有 0. 5447< 1. 因此,
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由推论 1可知, 对于任意的有界时滞 �> 0,系统 (4)的平衡点

x= 0 是渐近稳定的. 当 �= 0. 6 时 , 吸引域的一个子集是 C

( [ - �, 0] , Vr 1) , 其中 Vr 1= { x  R2: | x | < 2. 93} ; 当 �= 1. 2

时,吸引域的一个子集是 C( [ - � , 0] , Vr 2) , 其中 Vr2= { x  

R2: | x | < 2. 62} . 容易看出, 随着时滞边界的增加, 吸引域在

减小.图 1 和图 2分别给出了 �= 0. 6 和 �= 1. 2 时, 系统的状

态收敛于平衡点 x= 0 的曲线图. 其中, 为便于仿真, 取初始

函数为常值函数 x0= [ 1. 6, - 1. 9] T .

由仿真结果可以看出,当初始值位于吸引域内时, 对于任

意的有界时滞,系统的状态曲线明显收敛于渐近稳定平衡点

x= 0.

6 � 结论

� � 在利用电路实现神经网络的过程中, 时滞及参数摄动是

不可避免的.针对这一情况, 本文研究了一类具有参数摄动的

时滞Hopfield神经网络的鲁棒稳定性问题, 给出了对于任意

的有界时滞,网络的平衡点 x = 0 均为渐近稳定的充分条件.

由于参数摄动的范数通常是有界的 ,因此我们又利用矩阵范

数的定义, 给出了一个在实际中便于计算的推论. 最后, 通过

一个仿真实例验证了结论的有效性.下一步, 我们将对能否得

出依赖于时滞的系统鲁棒稳定性结论(这将是一个具有更小

保守性的结论)以及具有变时滞的该类网络模型的鲁棒稳定

性做进一步的探讨.
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