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广义正交坐标系 FDTD算法的准完全匹配层吸收边界条件

周晓军1 ,喻志远2 ,林为干2

(11电子科技大学光电子技术系 ,成都 610054 ;21电子科技大学应用物理研究所 ,成都 610054)

　　摘　要 :　本文推导出了广义正交坐标系下的各向异性准完全匹配吸收层 (QPML)边界条件 ,给出了直角坐标、圆

柱坐标、保角变换柱形坐标的各向异性准完全匹配吸收媒质.数值计算结果证明了准完全吸收层的吸收效果.
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Abstract :　This paper presents derivation of anisotropic quasi2perfectly matched layers absorbing boundary condition in general2
ized orthogonal coordinates ( GOC) . The anisotropic quasi2perfectly matched layers absorbing media in rectangular coordinates ,cylin2
drical coordinates and conformal mapping cylinder coordinates are given in this paper. Numerical results illustrate the effectiveness of

absorbing in anisotropic perfectly matched layers.
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1　引言
　　用 FDTD算法计算开域问题 ,截断边界条件是一个很重

要的问题 ,直接影响 FDTD的计算精度.早期由 Lindman、En2
gquist等人创立的吸收边界条件理论 [1 ,2 ]是由单向波动方程导

出的 ,仅能在有限的几个入射方向有好的吸收特性. 1994年 ,

Berenger提出了完全匹配层 (PML)的概念 [3 ] ,这种人工设计的

完全匹配层由有耗导电、导磁媒质组成 ,可吸收任意入射角、

任何频率、任意偏振态的入射电磁波.

已经发表的关于 PML 的论文大多数是在直角坐标系下

进行的 ,而许多电磁问题中的物体形状复杂 ,用“阶梯近似”拟

合边界必须加大网格的剖分密度才能达到较好的拟合精度.

显然 ,这样会增加计算时间 ,并且计算中需要使用较多的存储

单元.为了能够在正交坐标直接使用 PML 吸收边界条件 ,本

文从广义正交坐标系的Maxwell方程出发 ,推导广义正交坐标

中的 QPML 吸收边界条件.

2　理论分析

211　广义正交坐标系的等效 Maxwell方程

设坐标为ξ1 ,ξ2 ,ξ3的广义正交坐标系度量系数 (Lame系

数)为 hi , i = 1、2、3.作变换 �Ei = hi Ei , �Hi = hi Hi ,Maxwell 方程

可写为

¨×�E = - μ0 [Λ]1
5 H
5 t

¨×�H =ε0 [Λ]1
5 H
5 t

¨·ε0 [Λ]1 �E = 0

¨·μ0 [Λ]1 �H = 0

(1)

式中　[Λ]1 = diag{ a11 , a22 , a33} = diag{
h2 h3

h1
,

h3 h1

h2
,

h1 h2

h3
} (2)

自由空间中广义正交坐标系的 Maxwell 方程可等效为直角坐

标系下各向异性非均匀媒质中的 Maxwell方程.

212　广义正交坐标系的色散关系

考虑离场源距离比波长大得多的区域 ,满足各向异性非

均匀媒质中Maxwell方程的一般场解可表示为 [7 ,8 ]

{ �E ( r , t) , �H ( r , t) } = { �E0 ( r) , �H0 ( r) } e - j[ k
o
<( r) - ωt ] (3)

式中 , - jk0 <( r)表示场的相位迟后. <( r)是位置的实数标量

函数. �E0 ( r) 、�H0 ( r)是位置的矢量函数 ,一般为复数.将式 (3)

代入式 (1)得到

　　　¨×�E ( r) = { - jk0 ¨ <( r) ×�E0 ( r) } e - j[ k
0

<( r) ]

+ { ¨×�E0 ( r) } e - j[ k
0

<( r) ] (4)

¨·[ε0 [Λ]1 �E ( r) ] =ε0 [Λ]′1 �E ( r) e - j[ k
0

<( r) ] +ε0 [Λ]1{ ¨
·�E0 ( r) } e - j[ k

0
<( r) ] +ε0 [Λ]1{ - jk0 ¨ <

·(�r) �E0 ( r) } e - j[ k
0

<( r) ] (5)

收稿日期 :1998212214 ;修订日期 :1999209217

基金项目 :国家自然科学基金 (No. 697719027)资助课题

　
第 3期

2000年 3月
电　　子　　学　　报

ACTA ELECTRONICA SINICA
Vol . 28　No. 3
Mar. 　2000

　



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

式中 [Λ]′1 = diag{
5 a11

5ξ1
,
5 a22

5ξ2
,
5 a33

5ξ3
} (6)

当电磁场的频率极高时 ,λϖ0 , k ϖ ∞.右端第二项与第一项

相比可以忽略.式 (5)右端第一、第二项与第三项相比可忽略.

在此近似下式 (1)变为

k ( r) ×�E0 ( r) =ωμ0 [Λ]1 �H0 ( r)

k ( r) ×�H0 ( r) = - ωε0 [Λ]1 �E0 ( r)

k ( r)·ε0 [Λ]1 �E0 ( r) = 0

k ( r)·μ0 [Λ]1 �H0 ( r) = 0

(7)

式中 k ( r) = k0 ¨ <( r) = kξ1ξ
⌒

1 + kξ2ξ
⌒

2 + kξ3ξ
⌒

3 (8)

与均匀媒质中的平面波相比较 ,式 (3)表示的是本地平面波.

�E0 ( r) 、�H0 ( r)和 k0 ( r)仅在空间某一坐标位置上是常数.在

各个空间坐标点上 k ( r) , �E0 ( r) , �H0 ( r)相互是不正交的 ,作

如下变换

E′0 ( r) = [Λ]1/ 2
1 �E0 ( r)

H′0 ( r) = [Λ]1/ 2
1 �H0 ( r)

k′( r) =
1

[Λ]1/ 2
1

[Λ]1/ 2
1 k ( r)

(9)

代入式 (7)可得到

k′( r) ×E′0 ( r) =ωμH′0 ( r)

k′( r) ×H′0 ( r) = - ωεE′0 ( r)

k′( r)·E′0 ( r) = 0

k′( r)·H′0 ( r) = 0

(10)

在各个空间点上 k′( r) , E′0 ( r) , H′0 ( r)两两相互正交 ,

由 k′0反变换 ,可得到

| k ( r) | 2 =
k2
ξ1

h2
1

+
k2
ξ2

h2
2

+
k2
ξ3

h2
3

(11)

式 (11)是椭球方程 ,其解为

　kξ1 = k0 h1sinθcosφ, kξ2 = k0 h2sinθsinφ, kξ3 = k0 h3cosθ (12)

213　广义正交坐标中的 QPML吸收边界

设ξ1 < 0为自由空间 ,ξ1 > 0为 QPML 区.自由空间的电

磁波满足式 (1) .用电导率σE、等效磁导率σM表征的QPML吸

收媒质 ,时谐形式的Maxwell方程可写为

1
[Λ]1

¨×�E = - jωμ0 �H -σM �H = - jωμ0 [ sM ] �H

1
[Λ]1

¨×�H = jωε0 �E +σE�E = jωε0 [ sM ] �E

(13)

在 QPML中 ,等效介电常数、磁导率分别为

[ε]2 =ε0 [ΛE ]2 =ε0 [Λ]1 [ sE ]

[μ]2 =μ0 [ΛM ]2 =μ0 [Λ]1 [ sM ]

[ sE ] = diag{ 1 +σ1
E/ jωε0 ,1 +σ2

E/ jωε0 ,1 +σ3
E/ jωε0}

[ sM ] = diag{ 1 +σ1
M/ jωμ0 ,1 +σ2

M/ jωμ0 ,1 +σ3
M/ jωμ0}

(14)

QPML中的波阻抗与自由空间的波阻抗匹配 ,可得出σi
E/ jωε0

=σi
M/ jωμ0 .因此

[ sE ] = [ sM ] = [ s ] = diag{ s11 , s22 , s33}

sii = 1 +σi
E/ jωε0 = 1 +σi

M/ jωμ0

(15)

式中 i = 1 ,2 ,3.

设[Λ]2 = [Λ]1·[ s ] = diag{ b11 , b22 , b33} ,用与 212节类似

的推导 ,不难得出在 QPML中的色散关系

k2
0 =

k2
1

b22 b33
+

k2
2

b33 b11
+

k2
3

b11 b22

k1 = k0 b22 b33 sinθcosφ

k2 = k0 b33 b11 sinθsinφ

k3 = k0 b11 b22 sinθ

(16)

由于任意偏振的电磁波均可分解为 TE波和 TM波的线性叠

加 ,我们分别考虑 TEξ
3
波 (电场仅有ξ̂3方向的分量)和 TMξ

3
波

(磁场仅有ξ̂3方向的分量)在界面的反射.对 TEξ
3
波 ,自由空

间与 QPML的界面上 ,电磁场的连续性要求相位和幅度匹配.

因此 ,我们得到

RTE =

a33

a22
cosθi -

b33

b22
cosθt

a33

a22
cosθi +

b33

b22
cosθt

(17)

对 TMξ
3
波 ,经过类似的推导可得出

RTM =

b33

b22
cosθi -

a33

a22
cosθt

b33

b22
cosθi +

a33

a22
cosθt

(18)

当满足 b33/ b22 = a33/ a22 ,即 s33/ s22 = 1时 ,对任意角度入射的

电磁波 RTE = RTM = 0.无反射界面要求 QPML满足

[ s ] = diag{ 1 + / s11 , s11 , s11} (19)

3　几个常用正交坐标中的 QPML吸收边界

311　直角坐标系

直角坐标系 [Λ]1 = diag{ 1 , 1 , 1} , { s11 , s22 , s33} = { sx , sy ,

sz} .如果计算域是一个立方体 ,则在立方体的六个面、十二个

棱、八个角上均应设置 PML吸收边界. z为常数的面上的完全

匹配层为 PMLz ,对沿 z方向入射波

[Λ( z)
]2 = diag{ sz , sz ,1/ sz} (20)

设 zx棱边的完全匹配层为 PMLzx ,吸收沿 z和 x方向入射波

[Λ( zx) ]2 = [Λ( z) ]2·[Λ
( x) ]2 = diag{ sz/ sx , szsx , sx/ sz} (21)

设角域 xyz的完全匹配层为 PMLxyz ,吸收沿 x , y , z 方向入射

波

[Λ( zyz) ]2 = [Λ( x) ]2·[Λ
( y) ]2·[Λ

( z) ]2 = diag{
szsy

sx
,

szsx

sy
,

sxsy

sz
}

(22)

式 (20)～ (22)与文献[5 ]完全一致.

312　圆柱坐标系

圆柱坐标 [Λ]1 = diag{ r , 1/ r , r} , { s11 , s22 , s33} = { sr , s< ,

sz} .吸收沿 r方向入射波

[Λ( r) ]2 = diag{ r/ sr , sr/ r , rsr} (23)

在角域 ,吸收沿 r和 z方向入射波

[Λ( rz)
]2 = [Λ( r) ]2·[Λ

( z)
]2 = diag{

rsz

sr
,

szsr

r
,

rsr

sz
} (24)

式 (23) 、(24)与文献[6 ]的推导具有相同的形式.
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313　保角变换柱形坐标系

保角变换 w = f ( z)可看作 Lame系数为 h1 = h2 = h , h3 =

1的柱形坐标系 ,

h = dz/ dw = f ( u , v) (25)

[Λ]1 = diag{ 1 ,1 , h2} ,{ s11 , s22 , s33} = { su , sv , sz} .吸收沿 u方

向入射波

[Λ( u)
]2 = diag{1/ su , su , suh2} (26)

在角域 ,吸收沿 u和 z方向入射波

[Λ( uz) ]2 = diag{ sz/ su , susz , suh2/ sz} (27)

4　数值结果

　　判断 QPML 吸收效果经常用全局误差 ( Global Error)和

QPML界面中点的反射系数来检测.在 QPML内电磁波被分为

TE和 TM波分别加以吸收.对 TE波 ,全局误差定义为

Global Error = ∑
i
∑

j

[ Hzn + 1/ 2
a ( i , j) - Hzn + 1/ 2

b ( i , j) ]2 (28)

设有两个嵌套的区域Ωb和Ωa .Ωb的截断边界前有一终

端为理想电壁的 QPML .Ωa 的截断边界为理想电壁 ,且比Ωb

大得多.在Ωb和Ωa 内相同网格点上设置相同的激励源 ,适

当选择计算时间步数 ,使计算在激励脉冲在 Ωa 的传播到达

边界前结束 ,在Ωb的传播经 QPML到达边界.Ωb进行的计算

模拟了激厣脉冲在无界空间的传播 ,而 Ωb 的场量则反映了

截断边界前 QPML的吸收状况.式 (32)中的 Hza 和 Hzb 是Ωa

和Ωb的纵向磁场分量 , i , j是Ωb内网格点的标号.

QPML界面中点的反射系数是该点的时域场分量经过付

里叶变换得到的 ,反映了 QPML对不同频率的吸收效果.

　图 1　圆柱坐标系QPML的全局误差

为证实广义正

交坐标系下 QPML

的吸收 ,我们计算了

圆柱坐标系的全局

误差和 QPML 界面

中点的反射系数.设

激励源是一高斯脉

冲线源 , QPML 的电

导率和等效磁阻率

　图 2　圆柱坐标系 QPML 界面中点的反

射系数

按平方率变化. 图 1

表明了圆柱系统系

不同厚度 QPML 的

全局误差. QPML 层

越厚 ,其吸收效果越

好. 图 2 显 示 了

QPML层中点反射系

数与频率的关系.图

中反射系数随频率

增加而起伏变化是

由于推导中的近似假设产生的.

用同样方法我们计算了 Cassinian变换柱形坐标系 QPML

的全局误差和中点反射系数. Cassinian变换为

　图 3　Cassinian柱形坐标系 QPML的全局

误差

z = c (ew + 1)
1
2

(29)

其中 z = x + jy , w =

u + jv , c 是实常数.

当 u µ 1 时 , u 为常

数的曲线接近椭圆.

图 3表明了 Cassinian

变换柱形坐标系不

同厚度 QPML 的全

局误差.图 4表明反

　图 4 　Cassinian 柱形坐标系

QPML界面中点的反射

系数

射系数在低频比较大并且

不稳定 ,而在高频区基本稳

定在 40dB上 ,这种现象也是

由于 QPML吸收边界条件的

推导是在高频近似上建立

的所致.

本文推导出了广义正

交坐标系下的 QPML边界条

件 ,给出了几个常用正交坐

标中的准完全匹配层吸收

媒质数据计算结果证明了

准完全匹配层的吸收性能.然而 ,由于推导中引入了高频近

似 ,低频反射系数比较大 ,但在高频仍然有稳定的吸收.本文

的研究结果使 QPML吸收边界可推广应用于任何一个正交坐

标系中 ,对于分析、计算形状复杂物体的电磁边值问题具有一

定意义.
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