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非均匀采样信号的分数阶数字频谱研究

李炳照1 ,2 ,陶　然1 ,王　越1

(11北京理工大学电子工程系 ,北京 100081 ;21北京理工大学理学院数学系 ,北京 100081)

　　摘　要 :　利用分数阶 Fourier变换对实际采样过程中出现的非均匀、非理想采样信号进行了分数阶频谱分析与

研究 ,得到了这类非均匀采样信号在分数阶 Fourier变换域的数字频谱表达形式.由此进一步得到了非均匀采样 Chirp

信号在分数阶域的频谱表达式 ,并分析了非均匀采样 Chirp信号在分数阶 Fourier变换域的分数阶频谱性质 ,最后仿真

结果证明了结论的正确性.
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Fractional Spectrum of Non2Uniformly Sampled Signals
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Abstract :　Based on the fractional Fourier transform , the fractional spectrum of non2uniformly sampled signal ,which occurs

in practical applications ,has been analyzed and studied. Then the spectrum representation of a non2uniformly sampled chirp signal in

the fractional Fourier domain has been derived. And the properties of fractional spectrum for non2uniformly sampled chirp signal

have been investigated. The simulations are also proposed in the last to verify the correctness of the results .
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1　引言

　　非均匀采样理论的研究是现代信号研究中的重要组成部

分 ,其最早可以追溯到 1953年 Black提出的非均匀采样信号

的重建条件和可能性 [1 ] ,以后不同的学者分别从信号的重建、

滤波器理论等方面对非均匀采样信号进行了研究和探

索[2～6 ] .文献[5 ]最早用分析的方法来研究非均匀理想抽取正

弦信号的频谱问题 ,其基本思路是将一个非均匀的采样序列

分解成为 M个均匀序列 ,这样一来非均匀的采样序列就可以

用 M个均匀的采样序列的组合来表示 ,从而可以得到非均匀

采样序列的离散频谱和原来信号模拟频谱之间的关系 ,在此

基础上文献[4 ]深入研究了非均匀采样信号的数字谱 ,并给出

了更加一般的非均匀采样周期信号的数字谱表达式.然而 ,在

所有的这些非均匀信号的研究中 ,所研究的信号都是正弦信

号 ,或者把周期信号通过 Fourier级数来展开正弦信号分析.

而在实际的工程应用中 ,如雷达、声纳等 ,经常会遇到 Chirp信

号 ,所以有必要来研究 Chirp 信号在非均匀采样下的频谱特

点.本文深入研究了非均匀采样信号在分数阶 Fourier变换下

的特点 ,给出了非均匀采样点序列的分数阶频谱和其模拟分

数阶频谱之间的关系 ,在此基础上着重分析了非均匀采样

Chirp信号的分数阶频谱的特点和其简洁表达式 ,并且 Fourier

域的有关结论可看作是本文结论的特例 ,因而进一步拓宽了

这一理论的应用范围.

2　非均匀采样序列的分数阶 Fourier变换

211　分数阶 Fourier变换

信号 f ( t)的角度为α的分数阶 Fourier变换定义为 :

Fa
a ( u) = Fa

a [ f ( t) ] ( u) =∫
∞

- ∞
Kα( u , t) f ( t) d t (1)

其中上标 a和下标α表示的是角度为α的连续分数阶 Fourier

变换.变换核为 :

Kα( u , t) =

Aαexp j
t2

2
cotα- jutcscα+ j

u2

2
cotα , 　α≠kπ

δ( t , u) , 　　　　　　　　　　　α= 2 kπ

δ( t + u) , 　　　　　　　　　　α+π= 2 kπ

(2)

关于 FRFT的详细的定义、性质以及应用 ,可以参考文献[6 ].
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212　非均匀采样信号模型

设模拟信号 f ( t)的连续分数阶 Fourier变换 Fa
a ( u)是分

数阶变换域中的 Ωα带限信号.按照下述方式对信号进行采

样 ,相邻采样点之间不必是均匀的 ,但是每一个采样点与其后

的第 M个采样点之间的间隔是相等的 ,即总取样周期为 MT ,

如图 1所示[5 ] .

由以上可知 ,这些非均匀采样序列的采样时刻可以表示

为

tkMT + m = kMT + tm , 　其中 m = 0 ,1 , ⋯, M - 1 ; k∈Z

把此非均匀采样序列写为 s = { s0 , s1 , ⋯, sM}的形式 ,其中

s0 = [ f ( t0) , f ( tM) , f ( t2 M) , ⋯] ,

s1 = [ f ( t1) , f ( tM + 1) , f ( t2 M + 1) , ⋯]

sm = [ f ( tm) , f ( tM + m) , f ( t2 M + m) , ⋯] ,

sM - 1 = [ f ( tM - 1) , f ( tM + M - 1) , f ( t2 M + M - 1) , ⋯]

并将每个子序列 sm 样本值之间插入 M - 1个零 ,得到

�sm = [ f ( tm) ,0 , ⋯, ( M - 1) zeros , f ( tM + m) ,0 ,0 , ⋯]

再将 �sm 的样本值右移 m个位置 ,得到

　　　�smz - m = [ ( mzeros) f ( tm) ,0 , ⋯, ( M - 1) zeros ,

f ( tM + m ,0 ,0 , ⋯) ] (3)

式中 z21表示的是单位延迟算子 ,原始的非均匀采样序列可以

表示为 :

s = ∑
M - 1

m =0

�smz - m

213　非均匀采样序列的分数阶 Fourier变换

由均匀采样信号的采样定理 [7 ]可以得到 :

　Fα[�sm ] ( u) =
1

MT
ej ( u

2
/ 2) cotα[ Fa

α[ f ( t + tm) ] ( u) e - j ( u
2

/ 2) cotα

·∑
∞

n = - ∞

δ( u - n
2πsinα

MT
) ] (4)

而由 Fa
α[ f ( t + tm) ] ( u)与 Fa

α[ f ( t) ] ( u)的关系[6 ] :

　　Fa
α[ f ( t + tm) ] ( u) = Fa

α[ f ( t) ] ( u + tmcosα)

·ej[ 1
2

( t
2

m
sinαcosα+ ut

m
sinα) ] (5)

可以得到序列 �sm 的离散分数阶 Fourier变换表示为 :

Fα[ �sm ] ( u) =
1

MT
ej ( u

2
/ 2) cotα[ ∑

∞

n = - ∞
Fa
α( u - n

2πsinα
MT

+ tmcosα)

·ej[ 1
2 t

2

m
sinαcosα+ ( u - n

2πsinα
MT

) t
m

sinα]e - jcotα
2

( u - n
2πsinα

MT
)

2

] (6)

同理 ,�smz - m的分数阶 Fourier变换可以表示为

Fα[ s ] ( u) =
1

MT∑
M- 1

m =0

ej
( u - mTcosα)

2

2 cotαej 1
2

( mT)
2
sinαcosα- mTusinα

·∑
∞

n = - ∞
Fa
α( u - mTcosα- n

2πsinα
MT

+ tmcosα)

·ej[ 1
2 t

2

m
sinαcosα+ ( u - mTcosα- n

2πsinα
MT

) t
m

sinα]e - jcotα
2

( u - mTcosα- n
2πsinα

MT
)

2

(7)

对上述公式作进一步的化简可得到本文的第一个重要结

论如下.

定理 1　若信号 f ( t)的角度为α的分数阶 Fourier为 Fa
α

( u) ,信号的非均匀采样点的平均采样频率满足分数阶 Fourier

变换的均匀采样定理 ,则这些非均匀采样点的分数阶数字频

谱可表示为 :

Fα[ s ] ( u) =
1

MT ∑
∞

n = - ∞
∑

M - 1

m =0

Fa
α[ u - n

2πsinα
MT

- rm Tcosα]

·ej 1
2 T

2
r
2

msinαcosαej2
πn
MT cosα( u -

πnsinα
MT

)
e - j rmTsinα( u - 2πnsinα

MT
)
e - j (2πnm/ M)

(8)

其中 rm = ( mT - tm) / T

214　特殊情况

(1)均匀采样

此时采样序列为 f ( mT) ,且 rm = 0 ,把其代入式 (8)可以

得到 :

　　Fα( s) ( u) =
1
T ∑
∞

n = - ∞
Fa
α( u - n

2πsinα
MT

) ej[ cosαn2π
MT

( u - n
πsinα

MT
) ]

· 1
M ∑

M- 1

m =0

e - jmnT
2π
MT (9)

由于 :

1
M ∑

M - 1

m =0

e - jmn(2π
M

) = 1 , 　n = 0 , M ,2 M , ⋯

1
M ∑

M - 1

m =0

e - jmn(2π
M

) = 0 , 　　others

(10)

则式 (9)简化为 :

Fα( s) ( u) =
1
T

e j ( u
2
/ 2) cotα[ ∑

∞

k = - ∞
Fa
α( u - k

2πsinα
T

) e - jcotα
2

( u - k
2πsinα

T
)

2

]

(11)

式 (11)与文献 [7 ]中所得到的均匀采样序列在分数阶

Fourier变换域中的频谱完全相同 ,这说明了非均匀采样序列

的分数阶频谱可以看作是均匀采样频谱的在分数阶 Fourier

变换域中的推广.

(2)当α=π/ 2 ,把α=π/ 2带入式 (8) ,得到

　　Fπ/ 2 ( u) =
1
T ∑
∞

n = - ∞

( 1
M ∑

M - 1

m =0

e - j[ u - n ( 2π
MT

) ] r
m

Te - j mn (2π
M

) )

·Fa
π/ 2 ( u - n

2π
MT

) (12)

式 (12)是文献[5 ]提出的 Fourier变换域中的非均匀采样序列

频谱表示 ,从这个方面来说本文所得到的结论可看作是传统

Fourier变换到分数阶 Fourier变换的推广.

(3)当α=π/ 2 ,且均匀采样

把α=π/ 2 , rm = 0带入到式 (8)可得到

Fπ/ 2 ( u) =
1
T ∑
∞

n = - ∞
Fa
π/ 2 ( u - n

2π
T

) (13)
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可以看出 ,式 (13)是传统的 Fourier变换域中均匀采样序列的

频谱和其模拟频谱的关系公式.

3　非均匀采样 chirp信号的分数阶频谱分析

311　Chirp信号的分数阶数字频谱

Chirp信号是一种自然存在的信号 ,在工程处理和应用中

经常会遇到这种信号 ,如在雷达、声纳等中的回波信号等.同

时 ,分数阶 Fourier变换也被证明为处理 chirp 信号的有利工

具[7 ] ,因此有必要来研究非均匀采样 chirp 信号的性质和特

点. Chirp信号模型可以表示为

x ( t) = Cej (2πf
0

t +πm
0

t) = Cej2π( f
0

t + 1
2 m

0
t
2
) (14)

当 cotα+ m0 = 0时 ,其分数阶 Fourier变换可以表示为 :

Xa
α( u) = 2πCAαe j ( u

2
/ 2) cotαδ( f0 - ucscα) (15)

把此公式带入式 (8)得到

　Xα( u) =
1

MT ∑
∞

n = - ∞
∑
M- 1

m =0

2πCAαe
j[ ( u - n

2πsinα
MT - rmTcosα)

2
/ 2]cotα

·δ[ f0 - ucscα+ n
2π
MT

+ rm Tcotα]

·ej 1
2 T

2
r
2

m
sinαcosαej2

πn
MT

cosα( u -
πnsinα

MT
)
e - j r

m
Tsinα( u - 2πnsinα

MT
)
e - j2
πnm

M (16)

经过进一步的化简可以得到本文的另一个重要结论如下 :

定理 2　假定条件如定理 1所述 ,则对于 Chirp信号 x ( t)

= Aej2π( f
0

t + 1
2 m

0
t
2
)来说 ,其非均匀采样信号的分数阶数字频谱

可以表示为 :

Xα( u) =
2πCAα

T
e j (cotαu2

/ 2) ∑
∞

n = - ∞

δ[ f0 - ucscα+ k
2π
MT

) A ( k) (17)

其中

A ( k) =
1
M ∑

M- 1

m =0

[e - j r
m

T( f
0

+ 1
2 cotαTr

m
) - jMTr

m
Tcotα]e - j mk (2π/ M) (18)

312　定理 2的几点讨论

(1)由式 (17)可以看出 ,非均匀采样 Chirp 信号的分数阶

频谱是由一系列的线谱经过调制后组成 ,每个线谱的幅度由

A ( k)的大小来确定.

(2)幅度可以看作是 e - j rmT( f0 + 1
2 cotαTrm

) - jMTrm Tcotα的离散 Fourier

变换 ,它是关于 k的以M为周期的函数 ,若 Chirp信号满足文

献[9 ]所示的 Chirp 2周期性 ,则式 (17)所表示的非均匀采样信

号的分数阶频谱是关于 u的以 2π/ Tsinα为周期的周期函数 ,

在每个周期内包含了 M个线谱 ,这些寄生频谱均匀地分布在

分数阶 Fourier域.

4　仿真结果

　　仿真中选择 x ( t) = ejπ( - 2 t
2

+ 5 t)作为原始信号 ,信号的观

测时间[ - 4s ,4s] ,平均采样周期为 fs = 50Hz ,非均匀采样的重

复周期 M = 3 , rm = m ,图 2 给出了均匀采样信号的分数阶

Fourier频谱 ,其角度取值范围是[0 ,1 ].从图 2可明显看到 ,均

匀采样信号的分数阶频谱在某个角度处出现一个线谱 ,可以

应用这些性质来进行多个 Chirp信号的分离与处理.图 3与图

4分别给出了不同的非均匀采样策略下的分数阶 Fourier 变换

的频谱 ,从图中可明显地看到 ,在 M = 3时的分数阶 Fourier变

换域中 ,除了在某个角度出现信号的线谱以外 ,还产生两个寄

生的分数阶频谱 ;在 M = 5时 ,除了信号本身的频谱以外 ,也

产生了另外 4个寄生的分数阶频谱 .

为了更加清楚地说明这一特点 ,可以进一步研究非均匀

采样信号在特定角度下的分数阶 Fourier频谱特点 ,本文中 ,

信号观测时间为[ - 4s ,4s] ,而在离散分数阶 Fourier变换的计

算过程中由于无量纲化处理的影响 ,必须通过某些调整才能

找到正确的角度.本文采用文献 [8 ]所提的方法来确定为 ,分

别取非均匀采样周期为 M = 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6后对所得到的非均

匀采样信号进行角度为的分数阶 Fourier变换 ,其分数阶频谱

如图 5所示.由图可以看出 ,除了信号本身的频谱以外还产生

了 M - 1个寄生频谱 ,这些仿真结果验证了本文的结论.
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5　结论

　　本文利用分数阶 Fourier变换作为工具对实际采样过程

中出现的一类非均匀、非理想采样信号进行了分数阶域的频

谱分析与研究 ,得到了这类非均匀信号在分数阶 Fourier变换

域的数字频谱表达形式.在此基础上推导了非均匀采样 Chirp

信号在分数阶域的频谱表达形式 ,并分析了在分数阶 Fourier

变换域中非均匀 Chirp信号数据采集的分数阶频谱畸变情况.

最后仿真结果不但证明了结论的正确性 ,而且也为以后开展

基于 chirp信号的高速多路采集数据系统的研究提供了强有

力的理论支持.
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