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  摘  要:  本文结合谐波平衡思想, 提出在空间上离散MOSFET 偏微分方程,建立与之相应的混合型多变量谐波

平衡方程,扩展了谐波平衡方程的应用范围. 为了有效地完成这种复杂混合型多变量谐波平衡方程的求解, 运用谐波

平衡方程的同解变换、初始值预估以及阻尼Newton迭代算法等策略,使算法的收敛速度和计算性能都有大幅度提高.

以单平衡混频器为例的模拟结果进一步显示该方法不但能有效地反映出射频电路MOSFET 器件的分布特性, 且算法

计算性能对频差变化不灵敏,具有很好的收敛特性.
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Quasi2Periodic Steady State Analys is of Coupled PDE2AE System
in RF Circuits Driven by Two2Tone Signals
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Abstract:  Deriving from the thought of harmonic balance (HB) , this paper presents hybrid multi2variables HB equations with

space discretization of MOSFET PDE, to extend the application of HB method. To solve the hybrid HB equations efficiently, an equa2

tions2scaling method of HB equations, initial values prediction, and dumped2Newton method have been proposed. They improve the per2

formance of computation and convergence. Newmethod is demonstrated on the example of a practical single2balanced mixer. Simulation

results reveal the distribution characters of MOSFET explicitly, and algorithm works efficiently in widely separated two2tone exciting

case.
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1  引言

  为了充分保证电路设计的可行性和缩短设计周期, 在射

频( RF: Radio Frequency)集成电路设计中必须借助于计算机仿

真技术对电路进行优化和验证.我们在前期的研究工作中,提

出了可反映MOSFET亚域值区行为和连续分布特性的两维偏

微分方程( PDE: Partial Differential Equation)模型[ 1] . 当这样的

PDE 模型嵌入到由常微分方程(ODE: Ordinary Differential Equa2

tion)和代数方程(AE: Algebraic Equation)描述的外围电路中构

成 RF电路时, 将形成耦合 PDE2ODE、PDE2ODE2AE 等系统. 基

于松弛算法的瞬态响应模拟算法[ 1]、结合打靶法的非自治系

统的周期稳态响应模拟算法[ 2]和自治系统的周期稳态响应模

拟算法[3]较好地解决了单频激励耦合系统和振荡器的模拟问

题.

混频器是射频前端最关键的模块,它实现频率变换过程,

一般具有两个输入信号 ) ) ) 上变频时的本振信号和中频信

号, 或下变频时的本振信号和射频信号.混频器的设计需要通

过 CAD工具预测大信号非线性特性, 而计算这些特性要先得

到系统的稳态响应. 基于传统晶体管模型的稳态响应模拟算

法无法直接应用于解决基于 PDE模型的混频器稳态模拟. 虽

然结合松弛算法的积分方法可以运用于基于 PDE 模型的 RF

电路双频激励稳态响应模拟, 但它存在两个主要困难:第一个

困难来自于诸如高 Q 值滤波器这样的无源电路可能引入较

大的时间常数, 由瞬态模拟得到稳态响应必须经历冗长的积

分过程;第二个困难来源于模拟实际的多频激励电路需要处

理频率相差很大输入输出信号, 这使得积分步数非常巨大[ 5] .

谐波平衡(HB: Harmonic Balance)方法是求解电路周期稳态响

应的重要频域方法[ 5~ 10] , 适合于多频激励问题的求解, 但已
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有的HB方法只能处理基于频域描述的元件和基于等效电路

描述的晶体管;另一方面, 基于MOSFET PDE 模型的分析算法

的研究大多集中在对器件的仿真分析 (如MEDICI)仿真速度

慢,尚不能满足电路分析的需要.

我们从谐波平衡的观点出发, 将MOSFET PDE 模型进行

空间离散,建立电压、表面势和表面电流密度混合谐波平衡方

程,将HB方法处理多频激励电路的优势与 PDE 模型紧密结

合起来.MOSFET PDE 模型的固有特性使得建立的混合谐波

平衡方程难以直接利用 Newton 方法求解, 本文引入方程组

/ 缩放0方法平衡方程组变量的数量级, 解决 Jacobian 矩阵求

逆困难的问题;与此同时,准静态模型用于获取初始值, 使用

阻尼 Newton方法等策略改善混合谐波平衡方程迭代求解的

收敛特性.本文提出的方法应用于单平衡混频器电路, 结果显

示在保留了MOSFET PDE 模型所显示的分布特性的同时, 算

法具有较好的收敛特性,对双频频差不敏感, 能有效处理射频

电路大频差双频激励下的稳态响应问题.

2  MOSFET 偏微分方程模型空间离散

  RF 电路非线性特性在频域表现得十分突出. 我们对

MOSFET PDE 方程延沟道进行离散, 在每个空间离散点上将

电路从时域变换到频域进行求解. 设长度[ 0, L]的沟道平均

分为若干段, 每段长度为 h, 则 ul= u ( xl ) = u ( lh) , 采用时域

有限差分方法,文献[1]中MOSFET 的 PDE方程的离散形式为

9q( u l, t )
9t

= A( u l) ( ul + 1 - u l)
2/ h2+ B( ul ) ( u l+ 1+ ul- 1

 - 2u l) / h
2+ Coxdvgb( t) / dt (1)

i ( ul , t) = C( un)
ul - ul- 1

h
(2)

其中 A( u) = - L
9q
9u
- vt

92q
9u2

, B( u) = - L q- vt
9q
9u

,

C( u)= - LW q- vt
9q
9u

. q( ul , t)满足
[ 2]

 q( x, t) = - Cox [ vgb - VFB - u( x, t) - VDPsign( u)

 #( e - u( x, t) / v
t - 1+ u(x , t) / vt )

1/ 2] (3)

3  谐波平衡方法

311  准周期信号和准周期稳态响应

多频激励下的系统激励信号可能是周期信号, 系统响应

可能是准周期响应.设系统中的信号可以表示为M 个线性独

立的基本频率 8 1, 8 2, , , 8 M ,则信号 x( t)是基于这 M 个线

性独立频率的准周期信号

x( t) = X0+ E
H

h= 1

(XchcosXht+ XshsinXht ) (4)

其中 Xh I {Xk
1
k
2

, k
M
| Xk

1
k
2

, k
M
= k18 1+ k28 2+ , + kM8 M , ki I

Z}.当准周期信号 x( t)通过系统的时候, 其响应也将是一个

准周期信号
[ 5]

, 一般的离散 Fourier 变化不能直接运用于计

算.数值计算当中, 对于由式( 4)所示 Fourier级数表出的准周

期信号 x( t ) , 只能也只需要考虑有限项的 Four ier 级数. 设 k

是所考虑的谐波数, X= [ X0 Xc1 Xs1 , XckX sk ]
T 为谐波系数向

量,时间区间[0, T]离散为 t0= 0< t1< t2< , < tN = T, 定义

逆变换 Fourier 级数算子 F - 1如文献 [9] , 则式 (4)可以表示成

矩阵形式

x= F - 1X (5)

对偶的从时域到频域的变换为

X= FX (6)

因为 F - 1是一个(2M+ 1) @(N + 1)的矩阵, 其中M是所考虑

的谐波次数, N 是时间采样点数, 正变换 Fourier 级数算子 F

将是 F - 1一个伪逆. F - 1的伪逆要存在,则其的条件数不能过

大, 为此,Ushida用过采样的方法降低条件数[ 7] , Kundert提出

类 Shimitz正交化的方法从过采样得到的 Fourier 逆算子中提

取线性无关向量组[ 9] . 另外, 式( 4)的时域微分可以等效为一

个矩阵乘法运算, 频域微分算符 8 如文献[9] .

 

8 Fq( u1, l ) - F A( u1, l )
u1, l+ 1- u1, l

2

h2
- B( u1, l)

 #
u1, l+ 1+ u1, l- 1 - 2u1, l

h2
- Cox8 Fvgb1( t)= 0

8 Fq( u2, l ) - F A( u2, l )
u2, l+ 1- u1, l

2

h2
- B( u2, l)

 #
u2, l+ 1+ u2, l- 1 - 2u2, l

h2
- Cox8 Fvgb2( t)= 0

(7)

312 谐波数的选取

谐波平衡分析中, M 的选取十分关键. 计算中我们主要

考虑起支配地位的信号, 例如, 混频器的大信号分析中,载波

信号的幅度远远大于调制信号的幅度,对于调制信号, 我们往

往只考虑其低阶成分. 根据求解问题的限制, 如果要求某一谐

波 k 的电流或电压, 显然应该有M> k.

实际需要计算的频率成份根据精度要求和系统特性由谐

波截取方法决定. 谐波截取主要有矩形法, 三角形法和 HP 拓

展三角形方法等(如图 1 所示) . 矩形法选取独立的基本频率

向量组上限分别小于整数 P 1 , P 2, , , PM;当谐波的大小随阶

次上升而迅速下降时, 往往采用三角形截取方法减少所需的

频率成份数目;另外,HP 扩展的三角形截取方法在三角形截

取的基础上再多考虑一些基本频率的谐波成份.

图 1  P 1= 4, P2= 5时谐波截取方法

图 2 单平衡混频器

313 谐波平衡方程的建立

如图 2 所示的单平衡混频器电路含有两个MOSFET ,我们

以其为例介绍谐波平衡方程的建

立. 晶体管的栅极由本地振荡器

(LO: Local Oscillator )激励, 中频信

号(上变频)或射频信号 (下变频)

加在两个晶体管的源端. 设系统的

未知量为离散点上的表面势频域

值 U1 , U2 和源端节点电压 Vs. 利用

1857第  12 期 武新宇:双频激励耦合 PDE- AE 射频系统的准周期稳态响应模拟算法研究



MOSFET 的离散表达式(1) , 得到MOSFET 频域方程如式(7) , l

= 1, 2, , , L- 1对应于MOSFET沟道的分段点.在晶体管与外

电路的接口处据电流连续性定理得到频域方程

Vdd - RF id ( u1, L, u1, L- 1) - vd ( u1, L) = 0

Vdd - RF id ( u2, L, u2, L- 1) - vd ( u2, L) = 0

F ( is( u1, 0, u1, 1)+ is( u2, 0, u2, 1) ) - Is= 0

(8)

  g( vgb, u , v) S vgb - VFB - u- VDPsgn( u) e- u/ v
t - 1+ u/ v+ e- 2vf / vt e( u- v) / v

t - ev/ vt- u/ vt = 0 (9)

  G( U1, U2 , Vs)=

Fu1, L( vd ( id ) , vgb1) - U1, L

8 Fq( u1, l) - F A( u1, l )
u1, l+ 1- u1, l

2

h2
- B( u1, l)

u1, l+ 1+ u1, l- 1- 2u1, l
h2

- Cox8 Fvgb1( t )

F ( is( u1,0 , u1, 1) + is( u2, 0, u2, 1) ) - I s

8 Fq( u2, l) - F A( u2, l )
u2, l+ 1- u1, l

2

h2
- B( u2, l)

u2, l+ 1+ u2, l- 1- 2u2, l
h2

- Cox8 Fvgb2( t )

Fu2, L( vd ( id ) , vgb2) - U2, L

= 0 (10)

其中 id 是晶体管漏端的时域电流, is 是晶体管源端的时域电

流, I s 的电流源的频域值, vd 晶体管漏端的时域电压.

MOSFET 的端电压由栅电压和端表面势决定[ 1, 2] . 当晶体

管处于饱和区的时候,表面势几乎不随端电压的变化而改变.

这意味着尽管两者之间存在数学上的一一对应关系, 但由于

计算机精度限制,我们仍难以通过端表面势来确定端电压值

vd .而在MOSFET 与外电路的接口处端电流可以方便地计算

出来,故可以利用端电流联系晶体管表面势和外电路:从表面

势得到端电流,则端电压可以由外电路确定;由端电压通过式

( 9)计算端表面势.因此, 最后得到的谐波平衡方程如式( 10) ,

所有时域量都可以通过频域量 U1、U2和 Vs 表出.

需要注意的是,上面的谐波平衡方程是包含电流、电压以

及表面电流密度的混合谐波平衡方程组. 其中变量的数量级

相差很大(可能达到 1012) ,这将导致 Newton 迭代所需的 Jaco2

bian 矩阵由于计算中截断误差的影响而难以求逆. 从谐波平

衡方程来看,在方程任何一行乘以一个实系数并不会改变方

程的解特性.因此, 我们考虑通过将方程组各行进行/缩放0使

得每个谐波平衡方程处于相当的数量级之内:通过MOSFET

的准静态模型快速的求出大致的电路各变量波形[ 1] ,选择/ 缩

放0的规则为选择电流、表面势、表面电流密度其中一个变量

的直流分量数量级作为参考值, 其他的变量按照直流分量与

参考值的比率进行/缩放0 .

4  迭代求解算法

411  谐波平衡方程的 Newton迭代求解

设未知量为 X= [ U1 , Vs , U2]
T, 则式( 10)的 Newton 迭代

公式为

Xp+ 1= Xp - J - 1G( Xp) (11)

上标 p 表示第p 次迭代值, J 是 G(# )的 Jacobian 矩阵. 计算时

先把频域量 X= [ U1 , Vs , U2]
T 变化到时域得到 u1、u2 和 vs ,

再计算相应的每一个函数项, 然后变化到频域. 对于 Jacobian

矩阵的计算,设 I 是一个关于频域变量 V的函数, I = I ( V) .

这个函数不能写出频域表达式,从而需要变换到时域计算,则

I= Fi ( F - 1V) . 例如, 对所有时间点[ t0, t1, , , tN] , I 关于 V

的 Jacobian 矩阵是一个大小 2M+ 1的稀疏矩阵[ 9]

9I
9V
= Fdiag

9i ( t0)
9v

9i( t 1)
9v

,
9i ( tN)
9v

F - 1 (12)

412 改进收敛特性

对于 Newton 迭代方法, 获得一个好的初始值是十分重要

的. 假设初始状态下沟道内各点具有与源端同样的表面势分

布, 初始状态下漏端的电压 vd= Vdd ,栅极激励为LO的直流电

平, 通过MOSFET的准静态模型, 我们可以算出漏端表面势的

直流分量, 即

U0= f ( vd , vgb, 0) | vd= vdd (13)

再由 LO的基波,我们可以估算漏端表面势在 LO 基波频率处

的频率分量, 即

UX
LO
= f ( vd , | vgb | ) | vd= vdd (14)

同理, 源端电压 Vs 的初始值,也可以通过解基于准静态模型

的电路方程粗略得到.

为了进一步改善收敛性, 降低迭代收敛对初值的敏感度,

还可以采用阻尼 Newton 方法. Newton 迭代在解附近具有良好

的收敛特性, 因此,阻尼因子可以随迭代逐渐缩小, 设初始的

时候阻尼因子 C= 1- G, 0< G< 1, 则第 p 次迭代时 C= 1-

GKp , 即

Xp + 1= Xp- ( 1- GKp ) J - 1+ G(Xp ) (15)

其中 K是正实数.

413 计算流程

基于 MOSFET PDE 模型求解双频激励系统稳态相应的

Newton 谐波平衡方法归纳如下:

(1)选择谐波截取方式, 给定时间采样电数目 N 和谐波

选取方案P = ( P 1, P 2) ,构造逆 Fourier 算子 F - 1, 计算 Fourier

算子 F ;

(2)通过MOSFET 的准静态模型计算晶体管漏端表面势

直流分量 UL| f= 0, LO 频率分量 UL| f= f
LO
以及源端电压的直流

成份 Vs| f= 0和 LO 频率分量 Vs | f= f
LO
, 并令初始状态下沟道内

各点具有与源端同样的表面势分布;同时均衡各变量直流分

量得到谐波平衡方程/ 缩放0因子 ;

(3)由式( 10)计算谐波平衡方程数值 Gk( Uk
1, U

k
2, V

k
s) ;

(4)由 4. 1节方法计算 Jacobian矩阵 J k;

(5)据式( 15)更新变量数值 Xk+ 1, 从中得到 Uk+ 1
1 , Uk+ 1

2 ,

Vk+ 1
s ;

(6) 重复上述式( 3)至式( 5)步, 直至 Gk ( Uk
1, Uk

2 , V
k
s) <

Norm,并且两次迭代间变量相对误差max| (Xk+ 1- Xk) / Xk | <

Error ,其中 Norm, Error 均为给定的误差容限.
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5  计算实例

  我们将提出的算法用于求解图 2 所示的单平衡混频器.

设电流源馈入的中频信号为 is = 0. 1sin2PfIFt + 1(mA) , LO幅

度1V, MOSFET 的沟道划分为 8段, 则 h= 0. 0625Lm,时间采样

数 N = 3( 2M+ 1) , 模拟平台为 PC( Intel Pentium4, 1. 8GHz,

256Mb) .

实验显示,算法具有比较好的收敛特性, 在前述初始值的

选择方法下, 具有较大的收敛域. 以上变频器为例, 设 f IF =

图 3 迭代收敛情况

1MHz, f LO= 1GHz, 设 Error 是两次迭

代之间未知量最大的一个变化量,

Norm= + G(X) + 是谐波平衡方程

的模,双频激励的基本频率选择三

角形截取, P 1= P LO, P 2= P IF , 令 P

= ( P 1 , P 2) . 若取 G= 0. 9, K= 1. 67,

则对于双频激励 P 1 I {4, 18, 16},

P 2 I {4, 5, 6, 7, 8}均能够收敛, 图 3

显示了误差随迭代次数逐步收敛的

过程.计算中, Jacobian 矩阵只有在

Error 或Norm 增大的时候才重新计算. 若选择较小的阻尼因

子,则收敛能力下降.HP 截取方法的收敛情况与三角形截取

相似,而矩形截取方法则显示出较为苛刻的收敛要求.

  瞬态模拟和选取 P = (16, 7)三角形截取时的输出电压频

谱如图 4 所示,它表明瞬态模拟方法得到的频谱和本文方法

得到的频谱相符.

图 4  三角形截取下瞬态(左) , P = (16, 7) (右)输出电压频谱

 

在不同截取方法下, 不同谐波选取方案的迭代步数和计

算时间由于谐波数目的差异不尽相同,表 1 显示了这种差别.

矩形截取和 HP 截取的计算量高于三角形截取是显而易见

的. 由于一般情况下,器件的高阶非线性特性随阶数的上升而

减弱, 从而由于器件非线性特性引起的高阶谐波也随着阶数

的上升而逐渐减小. 故选择三角形谐波截取既可以满足精度

要求, 又可节省许多计算时间.图 5 显示了不同截取方式下 P

= (7, 5)时的模拟结果,结果显示,本例中输出的谐波成份, 矩

形截取和三角形截取得到的频谱差别不大, 而后者的时间花

费却只有前者的 1/ 5;加入 4 阶 LO 高阶谐波的 HP 截取方法

的到频谱与 P= (16, 7)三角形截取得到的大信号频谱相似,

而前者的时间花费仅仅只有后者的 1/ 12.

     图 5  P = (7, 5)时矩形截取(左)、三角形截取(中)和HP截取(右)的输出电压频谱 图 6  不同 LO频率一个载

波周期内输出波形

表 1  不同谐波截取方案迭代的步数和计算时间

谐波选取
迭代次数/计算时间(秒)

矩形截取 三角形截取 HP 截取( P3)

P = (4, 3) 87/ 49 83/18 90/37( 4)

P = (4, 5) - 89/35 89/80( 6)

P = (7, 5) 98/ 542 93/ 120 93/ 170( 4)

P = (8, 7) - 98/ 291 99/ 438( 5)

P = ( 16, 7) - 90/ 2046 83/ 4654( 6)

注: G= 0. 9, K= 1. 67, Norm= 0. 01,节省的 Jacobian计算模式

  HB方法的计算量与所选择的函数的频率在算法上没有

直接联系, 因此,算法的计算量对混频器 LO频率和输入信号

频率倍数不敏感.本振频率 fLO与中频频率f IF相差十倍至一百

万倍情况下三角形截取方式 P= (4, 4)模拟所花费的计算量

见表 2.结果显示,在不同的本振频率与中频频率倍数下, 计

算时间的花费变化不大,而瞬态方法面对频率相差一百万倍

的情况是束手无策的.
表 2  不同频差三角形截取下的迭代步数和计算时间

fLO: fIF (fLO= GHz) 迭代次数 计算时间(秒)

10 81 66. 0

100 78 63. 4

1000 78 63. 3

10, 000 78 63. 8

100, 000+ 77 71. 3

1, 000, 000+ 78 71. 9

注: P = ( 4, 4) , G= 0. 9, K= 1. 67, Norm= 0. 01, 完全 Jacobian计算模

式,时间采样数 N= 4( 2M+ 1) + 时间采样数 N= 5(2M+ 1)

  工作于 GHZ频段的MOSFET 混频器将体现出与低频所不

同的特性. 采用 PDE 模型描述的MOSFET 不仅可以反映出器
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件的亚域值特性,而且还可以反映出器件的分布特性.图 6 是

LO频率从 200MHz变化到 20GHz情况下第一个载波周期内的

输出信号的波形. 从图中我们看到, 数 GHz情况下的输出波

形与百兆 Hz情况下的输出波形十分不同.随着频率的上升,

输出电压波形幅度被压缩, 波形变化速率趋缓. 这意味着

MOSFET 沟道电流超过偏置电流, 显示出明显的充放电过程.

特别需要指出的是, 在基于MOSFET 的 PDE 模型的混频器例

子中并没有明显地包含电容, 这些效应完全源于MOSFET 的

分布特性,具有可靠的器件物理基础.

6  小结

  本文从谐波平衡思想出发, 探讨了准周期稳态响应的

Fourier 算子及其运算规则 ,给出在空间离散MOSFET PDE 方

程的基本方法,构造了包括电流、表面势和沟道电流密度等变

量的混合MOSFET 的谐波平衡方程. 以阻尼 Newton 迭代算法

为基础并引入/ 缩放0原理, 采取恰当的谐波截取方式以及运

用MOSFET 准静态模型计算初始值以进一步改善算法的收敛

特性等技术,得到了求解混合谐波平衡方程的有效算法 .计算

实例显示本文提出方法于瞬态模拟得到的结果相符, 而本文

算法受频差变化影响很小,具有较好的收敛特性, 能有效处理

瞬态方法无能为力的大频差问题.
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