
最坏情况下的鲁棒自适应波束形成算法性能分析

林静然,彭启琮,邵怀宗,居太亮
(电子科技大学通信与信息工程学院,四川成都 610054)

� � 摘 � 要: � 研究了最坏情况下的鲁棒自适应波束形成算法, 它通过对角加载提高波束对方向矢量误差的鲁棒性.

给出了其最优对角加载因子的近似解析达式,揭示了各种因素如何影响最优加载因子. 在此基础上,对该算法进行了

性能分析,推导出了关于目标功率估计和信号干扰噪声比的近似表达式.计算机仿真验证了本文的分析.
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Abstract: � The performance of adaptive beamforming degrades dramatically in practice due to steering vector mismatches. A s

a solution, diagonal loading is usually used to improve its robustness. However, how to select the loading level remains an open

problem. In this paper, the robust adaptive beamforming ( RABF) which determines the loading level based on worst�case perfor�
mance optimization is investigated and a simple closed�form solution to the optimal loading is derived after some approximations, re�

vealing how different factors affect the optimal loading. On the basis of this solution, a performance analysis is carried out, focusing

mainly on the source power estimation and signal�to�interference�plus�noise ratio ( SINR) . The corresponding analytical results are

presented for performance prediction. Finally , numerical examples demonstrate the correctness of the analy sis in this paper.
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1 � 引言

� � 自适应波束形成是常用的阵列信号增强方法, 广泛应用

于雷达、声纳和通信等领域. 但在实际应用中,由于阵元位置

的细微偏差、阵元之间的幅度相位响应也不可能完全相同、以

及有限采样效应等因素,使得实际的方向矢量( steering vector )

与其理想值之间存在误差,严重影响了波束的性能[ 1, 2] .

目前,人们已经提出了很多算法[2~ 14]来解决该问题, 统

称为鲁棒自适应波束形成算法( Robust Adaptive Beamforming,

RABF) .其中, 对角加载( Diagonal Loading )是最常用的方法之

一[2~ 11] .但是, 如何选择对角加载因子仍是一个公开的难题.

最坏情况下的 RABF 算法通过定义方向矢量的不确定集和优

化最坏情况下的性能来确定最优对角加载因子[ 3~ 7] .本文对

该算法进行了进一步研究, 得到了其最优加载因子的近似解

析表达式,揭示了各种因素如何影响最优加载因子. 由于最优

加载因子可直接计算, 其运算量低于迭代求解的方法. 在此基

础上, 本文还对该算法进行了性能分析,得到了目标功率估计

和信号干扰噪声比( SINR,简称信干比)的解析表达式.

2 � 最坏情况下的鲁棒自适应波束形成算法

2�1� 传统自适应波束形成算法

考虑一个 M 元的阵列.设空间有 K + 1 个互不相关的信

源(一个目标信号和 K 个干扰) ; 另外,空间还存在白噪声. 那

么, 阵列接收信号的空间相关矩阵可写成:

R= �2
saa

H+ �
K

k = 1

�2
JkaJka

H
Jk+ �2

nI= �2
saa

H+ J (1)

其中, a 和aJk  CM ! 1分别表示目标信号和 K 个干扰的方向

矢量, k= 1, 2, ∀, K ; �2
s , �

2
Jk和�

2
n 分别表示目标信号, K 个干

扰和空间白噪声的功率; J 为干扰噪声矩阵; (# )H 表示复共

轭转置.
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� � 自适应波束形成算法[ 1, 2]通常表述为:

min
w

wHRw � s. t. � wH a= 1 (2)

由于实际的方向矢量和其理想值之间总存在误差, 导致

波束的性能下降.目前, 人们常使用对角加载[ 3~ 7, 9]来提高波

束的鲁棒性.但是, 如何确定最优对角加载因子仍是一个公开

的难题. 最近提出的最坏情况下的 RABF 算法[ 3~ 7]为解决该

问题提供了新思路,受到了广泛关注.

2�2 � 最坏情况下的鲁棒自适应波束形成算法

最坏情况下的 RABF 算法通过定义方向矢量的不确定集

和优化最坏情况下的性能来确定最优对角加载因子. 方向矢

量不确定集定义为:

A( �)  { c| c= !a + e, ∃ e∃ 2 % �2} (3)

其中, !a 为预设的目标方向矢量, e 为方向矢量误差, �为方向

矢量误差模的上限,满足 �2< ∃!a∃ 2.

最坏情况下的 RABF算法表示为[ 3~ 7] :

min
w
wHRw � � s. t. min

c  A( �)
| wH c | &1 (4)

可以证明,式(4)等价于[ 4] :

min
w
wHRw � � s. t. wH!a = (�∃ w∃+ 1)

� � � � � � � Im{ wH!a} = 0
(5)

对应的最优权向量为:

woL=
 

 !aH( R+  I) - 1!a- �2
( R+  I ) - 1!a (6)

其中,下标 L表示对角加载,  为加载因子. 在式 (6)中, 只有

加载因子  是未知的, 在下一节中将给出它的一个近似解析

表达式.

3 � 最优对角加载因子

� � 对角加载因子  可以通过将式( 6)代入式( 5)的限制条件

中得到,即求解

( w
H
oL!a- 1)

2
= �

2 ∃ woL ∃ 2
(7)

注意到式( 7)是  的复杂方程, 目前还没有方法直接求解. 现

有方法[4~ 6]大多通过迭代求解, 如基于 SOCP ( Second�Order

Cone Program)的方法
[4]
和牛顿迭代

[ 5, 6]
的方法. 但是, 迭代的

方法运算量较大,收敛较慢, 且无法提供更多的关于最优解的

信息, 如哪些因素可以影响最优解, 以及如何影响等等. 本文

给出了最优加载因子的近似表达式,解决了上述问题.

本节首先证明最优加载因子是唯一的, 且符号为正; 其

次,推导出它的一个近似解; 最后, 根据求得的近似解对该问

题进行讨论.

3�1 � 解的唯一性

对 R进行特征值分解, 得

R= �
M

m= 1

!mumu
H
m (8)

其中, !m 为R 的特征值, um  CM !1为对应的特征向量, m =

1, 2, ∀, M . 由于 R几乎总是正定的,不妨设 !1> !2> ∀> !M

> 0.化简式(7)得

f ( )  �
M

m= 1

 2| ∀m |
2

(  + !m) 2= �2 (9)

其中, ∀m= uH
m!a.

同时, 如式(5)所示,加载因子还必须满足条件 wH
oL!a> 1,

其等价于

g(  )  �
M

m= 1

 | ∀m |
2

 + !m
> �2 (10)

考虑到

f ( ) - g ( ) = - �
M

m= 1

 !m | ∀m |
2

(  + !m) 2 (11)

当  > 0 时, f (  ) < g ( ) ; < 0 时, f (  ) > g ( ) .显然, 式(9)的

负实根(如果有的话)不满足 wH
oL!a > 1. 另一方面,  > 0 时,

f∋(  )> 0, f ( 0)= 0< �2 和 f ( ( ) = ∃!a ∃2> �2 ,故式( 9)有唯

一正实根  o> 0, 且 g ( o) > f ( o)= �2, 即  o 满足wH
oL!a> 1. 因

此, 最优加载因子唯一,且符号为正.

3�2� 最优加载因子的近似封闭解
参考式( 1) , 使用矩阵求逆引理

� ( R+  I) - 1= ( J+  I) - 1 I-
�2

saa
H( J+  I ) - 1

1+ �2
sa

H( J+  I) - 1a
(12)

对干扰噪声矩阵 J 进行特征值分解,得

J = V#VH= VJ#JV
H
J + �2

nVnV
H
n (13)

其中, # = diag( ∃1, ∃2, ∀, ∃M )是 J 的特征值矩阵, 特征值按

降序排列, 即 ∃1> ∃2> ∀> ∃K > ∃( K + 1) = ∃( K + 2) = ∀= ∃M =

�
2
n ;特征向量矩阵 V= [ v1 , v2, ∀, vM ] , vm  C

M ! 1
是对应 ∃m

的特征向量, m = 1, 2, ∀, M ; #J = diag ( ∃1, ∃2, ∀, ∃K } , VJ =

[ v1, v2, ∀, vK ] , Vn= [ v( K + 1) , v( K + 2) , ∀, vM ] .

设干扰位于阵列对目标信号的主瓣之外, 即目标方向矢

量在 J 的干扰子空间上的投影很小; 进一步假设干扰远强于

空间白噪声, 即 �2
Jk ∀ �2

n, k= 1, 2, ∀, K . 在上述假设下 ,对于

k= 1, 2, ∀, K 和 t= ( K + 1) , ( K + 2) , ∀, M , 可得
[12]

:

| vHka |
2

∃k
#

| vHt a |
2

∃t
,
| vHk!a | 2

∃k
#

| vHt!a | 2

∃t
(14)

利用式( 14) , 得

aH( J +  I) - p a= �
M

m= 1

| vHma |

( ∃m+  ) p
) �

M

m= K+ 1

| vHma |
2

( ∃m+  ) p =
∃ an ∃2

( �2
n+  ) p

(15)

其中, an= [ v (K + 1) , ∀, vM ] Ha= VH
na, ∃ an ∃2= aH

nan , p 是正

整数. 同理,

aH( J +  I) - p!a )
aH

n!an

( �2
n+  ) p (16)

其中, !an= [ v (K + 1) , ∀, vM ] H!a = VH
n!a.

将式( 12) , 式( 15)和式( 16)代入式( 7) , 经过简单的推导

得

∃!an∃ 2- 2L | aH
n!an |

2+ L2| aHn!an|
2| ∃ an∃ 2=

 + �2
n

 �- 1

2

(17)

其中, 系数 L = ( + �2n+ �2
s ∃ an ∃ 2) - 1�2

s .令 an= !an+ %n . 当

�很小时, 有∃ an ∃2 ) ∃!an ∃2 , ∃ %n ∃2 # ∃ an ∃2 , ∃ %n ∃ 2

# ∃!an∃ 2. 注意到:

| aHn!an|
2 = !aH

nana
H
n!an= !aH

n( !an+ %n ) aH
n( an- %n)

= ∃!an ∃ 2∃ an ∃ 2+ ∃ an ∃ 2!aH
n%n- ∃!an ∃2aH

n%n
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� - !aH
n%na

H
n%n

) ∃!an∃ 2∃ an ∃ 2- ∃ an∃ 2%H
n%n- !aHn%na

H
n%n (18)

忽略式(18)中 %n的二次项 ,认为

| aHn!an |
2) ∃!an ∃ 2∃ an ∃ 2 (19)

以上近似在实际中是成立的, 因为: 首先, 当 �超出一定

界限后,对角加载的方法就无法补偿方向矢量误差带来的性

能下降了[ 13] ; 其次, �越大, 加载因子也越大. 过大的加载因

子将导致波束自适应抑制干扰的能力下降[ 2] . 因此, 只有在

�, 或方向矢量误差较小的场合, 基于对角加载的 RABF 才能

发挥最佳的作用.

在式(17)中代入式(19) ,得到一个更简单的结果:

∃!an∃
 + �2n+ �2

s ∃an∃ 2

2

=
�
 

2

(20)

解式(20)得到关于  的一正一负两个解 ,负解无效, 故最优对

角加载因子为

 o )
�(�2

n+ �2
s∃ an∃ 2)

∃!an ∃- �
(21)

在此基础上,最坏情况下的 RABF算法的最优权向量为

woL=
 o

 o!aH( R+  oI) - 1!a - �2
( R+  oI) - 1!a (22)

3�3 � 讨论

观察式(21) , 有如下结论 . ( 1)最坏情况下的 RABF 的最

优加载因子与下列因素有关: 空间白噪声功率 �2
n、目标功率

�2
s、方向矢量误差模上限 �以及目标方向矢量在J 的噪声子

空间上的投影的模∃ an ∃2 和∃!an ∃ 2. (2)方向矢量误差(或

�)越大, 加载因子也越大. 当 �趋近 ∃ !an ∃时,  o 趋近无穷

大.此时,该算法变成与数据无关的波束形成算法, 不再具有

自适应抑制干扰的能力.当 �趋近 0时,  o 也趋近 0, 此时, 该

算法变成标准自适应波束形成算法 (Standard Adaptive Beam�

Forming, SABF) .

注意到在实际中, ∃ an ∃ 2 未知. 但当 � 较小时, 可用

∃!an ∃2 代替∃ an∃ 2 .考虑到目标方向矢量在 J 的干扰子空

间上的投影很小,若方向矢量的误差主要是相位误差, 可进一

步认为∃an ∃2 ) ∃!an ∃2 ) M .化简式( 21)得

 o )
�( �2

n+ �2sM )

M - �
(23)

由于最优加载因子可直接计算, 其运算量与 SABF 大致

相同, 为 O( M3 ) flops, 低于迭代求解的方法 .例如, 基于 SOCP

的方法每轮迭代都需要 O ( M 3) flops [4] . 牛顿迭代的方法, 尽

管运算量低于基于 SOCP的方法, 和本文方法相比, 其迭代过

程至少要多消耗 100M flops[ 5~ 7] .

4 � 性能分析

� � 目标功率估计和信干比(SINR)常用来评估波束形成算法

的性能,本文对最坏情况下的 RABF 的这两项指标进行分析.

实际应用中, 常用 wH
oLRwoL估计目标功率, 利用式 (22)的结

果,有:

�̂2
s= wH

oLRwoL= [ !aH( R+  oI) - 1R( R+  oI) - 1!a] - 1 (24)

代入式( 21) , 经过简单的推导后, 得到

�̂2
s=

( �2
n+ �2s ∃ an ∃ 2)

( ∃!an∃- �) 2 (25)

因为( ∃!an ∃ - �) 2 ) ( ∃ an ∃ - �) 2 % ∃ an ∃ 2, 有 �̂2
s >

�2
s ,即最坏情况下的RABF 对目标功率的估计值高于真实值.

若无方向矢量误差( �= 0) , 在 �2
s ∀ �2

n (高信噪比)的条件下有

�̂2
s ) �2

s ,估计较准确. 随着方向矢量误差(或 �)增大, 目标信

号功率的估计偏差将越来越大.

另一个常用的评估波束性能的指标是信号干扰噪声比

(SINR) , 表示为:

SINR=
�2

s| w
H
oL a |

2

wH
oLJwoL

(26)

应用式( 22) , 化简式(26)得到

SINR) �- 2
n �

2
s ∃ an ∃2 (27)

F Vincent等[ 12]证明了式(27)是基于对角加载的 RABF 算

法所能达到的最高输出 SINR, 对应的对角加载因子为负,

 m= - (�2
n+ �2

s ∃ an∃ 2) .对比式(21)发现, 尽管二者在符号、

量值上存在明显不同, 在方向矢量误差(或 �)较小时,最坏情

况下的 RABF的 SINR 接近对角加载类算法所能达到的最大

值. 并且,在 �较小时, SINR保持恒定, 与 �无关.

5 � 计算机仿真

� � 使用四种算法进行仿真: (1)SABF; ( 2)固定加载的 RABF,加

载因子高于空间白噪声 10dB; ( 3)最坏情况下的 RABF,加载因子

迭代求解; ( 4)最坏情况下的RABF,加载因子由式(21)给出.

使用一个 M= 10 元的均匀线阵, 阵元间距为二分之一信

号波长. 空间有三个信源(一个目标信号和两个干扰) : 目标的

DOA为 0∗, 两个干扰的 DOA 分别为- 20∗和 40∗. 此外, 空间存

在 0dB 的白噪声,即 �2
n = 1. 目标功率 �2

s= 10dB, 两个干扰的

功率分别为 20dB 和 30dB. 设方向矢量误差主要由目标 DOA

的估计偏差造成, 估计偏差 1∗, 相应的 �= 0�9194.

在不同快拍数 N 下算法的性能对比如图 1 所示. 图中结

果经过 100 次蒙特卡罗(Monte Carlo)实验平均而得. 可以看

出, 若目标方向矢量存在误差, SABF的性能很差, 把目标当作

干扰抑制. 固定加载的 RABF 的性能有所提高,具有一定的鲁

棒性.但是, 由于设定的 10dB 加载因子不一定是最优的, 所

以, 其性能提高并不令人满意.比较而言,最坏情况下的 RABF

的性能最好, 尤其是在 SINR方面.进一步观测图 1( a)和图 1

( b) ,在最坏情况下的 RABF 算法仿真中, 使用式 (21)的加载

因子所得的结果, 和迭代求解的结果几乎吻合, 表明式( 21)非

常逼近最优加载因子的真实值. 这在图 1( c)中得到了验证,

迭代求解的加载因子为 15� 88dB, 而使用式 ( 21) 的结果为

16�14dB,相差仅 0� 26dB. 同时, 迭代求解的方法在 N > 100 以

后才具有比较稳定的结果,而本文的方法收敛更快, 即使在 N

= 10 时也能获得稳定解.另外, 式(25)和式(27)给出的结果也

非常接近算法的实际性能: 当 N > 1000 后, 在目标功率估计

方面, 二者的误差为 0�08dB ;在 SINR 方面,误差为 0. 81dB.

改变目标 DOA的估计误差, 得到算法在不同的方向矢量
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不确定度下的性能对比, 如图 2所示. 其中, 方向矢量的不确

定度定义为 Un( dB)= 20 ! lg( ∃ a∃ - 1�) ,快拍数固定在 N=

1000.观察图 2 可以得到如下结论. 第一, 即使方向矢量不确

定度很小(如- 25dB) , 和其他三种算法相比, SABF的性能也

很差.第二, 固定加载的 RABF 在方向矢量不确定度较低时性

能较好, 当不确定度超过�15dB 后, 性能较差. 第三, 当不确定

度较大时( - 15dB~ - 2dB) ,最坏情况下的 RABF 具有更好的

性能,尤其是在 SINR 方面.第四, 在不同的方向矢量不确定度

下,由式( 25)和式( 27)给出的结果都能很好的预测算法的实

际性能.需要说明的是, 尽管本文的推导是在方向矢量不确定

度较小的假设下进行的,在此基础上得到的结果, 在不确定度

高达- 2dB时仍然十分准确. 当不确定度超出这一界限后, 最

坏情况下的 RABF 的性能急剧下降. 因为此时过大的加载因

子使最坏情况下的 RABF 更像一个与数据无关的波束 ,失去

了自适应抑制干扰的能力. 第五, 最坏情况下的 RABF 对目标

功率的估计值大于其真实值, 当不确定度较小时, 估计较准

确, 随着不确定度(或 �)增大, 估计偏差越来越大, 与前面的

分析一致. 第六, 在不确定度小于- 2dB 时, 最坏情况下的

RABF的 SINR保持恒定 ,与 �无关, 验证了式 (27)的分析. 第

七, 和图 1一样, 迭代求解的最优加载因子和式( 21)的结果非

常吻合, 如图 2( c)所示.随着不确定度的增加, 最优加载因子

也相应增大. 当不确定度为- 21dB 时,  o 约为 10dB, 即此时

10dB 的固定加载是最优的. 反映在图 2( a)和图 2( b)中, 该点

的固定加载的仿真结果和最坏情况下的仿真结果重合.

� � 在不同的输入信噪比 (SNR)下, 算法的性能对比如图 3 所示. 输入 SNR的改变是通过改变目标的 �2
s 来实现的, �2

n 保
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持不变, 快拍数固定为 N = 1000, 其它参数和第一个实验相

同.和前面一样, 最坏情况下的 RABF 性能最好, 固定加载的

RABF算法的性能并不稳定, 和 SNR 的值密切相关. 图 3( c )

中,输入 SNR(或 �2
s )增大, 最优加载因子也相应增大, 与式

( 21)一致.同时, 在 SNR变化范围内 ,迭代求解的加载因子和

式( 21)的加载因子非常接近, 表明式( 21)是最优加载因子的

一个准确近似.当输入 SNR为 4dB 时,  o ) 10dB , 此时固定加

载的性能最好.当输入 SNR变化时,  o 迅速偏离 10dB, 固定加

载的性能急剧下降. 另一方面, 最坏情况下的 RABF 在更广泛

的 SNR变化范围内, 具有更优的性能, 体现出更好的鲁棒性,

如图3( a)和图 3( b )所示. 同样, 式( 25)和式 (27)准确地预测

了算法的性能. 在图 3( a)中, 注意到当 SNR低于- 15dB 时,

最坏情况下的 RABF 对目标功率的估计值远大于其真实值,

并且大致恒定. 这是因为在式 (25)中, 如果 SNR非常小, 即 �2
s

# �2
n ,目标信号功率的估计值 �̂2

s ) ( ∃ an ∃ - �) - 2�2
n, 与 �2

s

无关, 因而大致恒定.

6 � 结论

� � 研究了最坏情况下的 RABF 算法,更准确地说, 是研究了

它的最优对角加载因子. 本文首先证明最优加载因子唯一, 且

符号为正. 在引入一系列假设后,推出了最优加载因子的近似

封闭解. 该封闭解揭示了最优加载因子与空间白噪声功率

�2
n、目标功率 �2s、方向矢量误差的模上限 �以及目标方向矢

量在J 的噪声子空间上的投影的模 ∃ an ∃ 2 和∃ !an ∃2 等因

素有关. 并且, 随着 �2
s 或�增大, 最优加载因子也相应增大.

在此基础上, 还对最坏情况下的 RABF进行了性能分析, 得出

了目标功率估计和 SINR的近似封闭表达式.通过性能分析发

现,该算法对目标功率的估计值大于其真实值, 并且, 随着 �

增大, 估计偏差将越来越大.另一方面, 在方向矢量误差较小

时, 该算法的 SINR非常接近对角加载类算法所能达到的最大

值, 且保持恒定.最后, 仿真结果表明本文提供的近似解和实

际情况非常吻合, 验证了本文的分析.
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