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　　摘　要 :　本文采用时域伪谱 (PSTD)法分析复杂媒质中的光子带隙 (PBG)结构 ,建立了电磁波色散特性的统一数

学模型 ,经数值计算绘出色散曲线.在各向同性媒质情况下所得的曲线 ,与时域有限差分法及平面波展开法的结果相

一致.在各向异性媒质情况下 ,能展宽原各向同性媒质 PBG结构的第一阻带、并增多阻带条数.
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Abstract :　The formulation of PBG structure consisting of complex(including anisotropic ,bi2isotropic and bi2anisotropic) medi2
um is modeled by using pseudo2spectral time2domain method ,and then employed for calculating the dispersion curves. The numerical

results show that in the case of isotropic medium ,the dispersion curves are in good agreement with that from FDTD method and also

plane wave expansion method ;in the case of anisotropic medium ,the dispersion curves form a wider first stop2band and more stop2
bands of higher order.
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1　引言

　　光子带隙 (PBG)结构是一种新颖的电磁功能材料 ,由二

维或三维周期性结构组成 ,对特定的频率范围表现出带阻特

性. 这种适用于微波频段的人造材料是由美国学者 E

Yablonovitch于 1987年仿照半导体晶体结构中电子禁带的原

理提出的[1 ] .在随后十几年中 ,PBG结构成为学术界的研究热

点 ,包括理论分析和工程应用 [2 ,3 ] .目前对 PBG结构材料的阻

带特性的理论分析有多种方法 ,如 :平面波展开法 (Plane Wave

Expansion)、转移矩阵法 (Transfer Matrix Method)、时域有限差分

法 (FDTD)及有限元法 (FEM)等[4～6 ] .研究对象包括纯介质或

含金属的二维或三维 PBG结构.研究内容有 PBG结构的频响

特性或色散特性[7 ,8 ] .目前 ,对各向异性和旋波性 (chiral)等复

杂媒质中 PBG结构的分析还不多 [9 ,10 ] ,且限于用平面波展开

法来分析.本文采用时域伪谱 ( PSTD)法[11 ] ,建立了双各向异

性复杂媒质中 PBG结构的统一数学模型.先计算了各向同性

介质柱 PBG结构的色散曲线 ,与 PWE及 FDTD法的结果相一

致.然后计算了各向异性介质柱 PBG结构的色散曲线 ,得到

的第一阻带要比各向同性介质柱情况宽 ;并阻带的数目增多

(由原来的两条增加为四条) .

2　复杂媒质中 PSTD法的迭代格式

211　PSTD法简介

在分析复杂媒质中电磁波的传播时 ,基于 Yee 网格的

FDTD差分格式变得十分复杂[12 ] ,并在实际运算时还需作某

些近似处理 ,其精度难以保证.近几年来对 FDTD法提出过几

种改进算法 ,尤以 PSTD法最适合复杂媒质的情况. PSTD法是

Pseudospectral Time2Domain 的缩写 ,首先应用于力学和声学的

领域[13 ] ,而后由 Q H Liu引入电磁波的计算.其基本思想是在

离散微分形式的麦克斯韦方程时 ,仅对时间的微分取中心差

分近似 ,但对空间的微分进行付里叶变换而不作差分近似 ,使

空域变换成伪谱域.由于该方法不受色散条件的限制 ,使单元

网格可选取得比传统的 FDTD大 ,从而减小计算规模 ;另一方

面 ,PSTD法在划分空间网格时 ,将其磁场及电场的各个分量

都定义在网格的中心点上 ,差分格式比较简单 ,适合于建立各

类复杂媒质的统一数学模型.

212　双各向异性媒质中麦克斯韦方程组的微分形式

在分析不含源点的双各向异性媒质时 ,麦克斯韦方程组
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的形式为 :

¨×E = - 9B/ 9t

¨×H = 9D/ 9t

D = �ε·E + �ζ·H
B = �μ·H + �ξ·E

�ε=

εxx εxy εxz

εyx εyy εyz

εzx εzy εzz

, �μ=

μxx μxy μxz

μyx μyy μyz

μzx μzy μzz

�ζ=

ζxx ζxy ζxz

ζyx ζyy ζyz

ζzx ζzy ζzz

, �ξ=

ξxx ξxy ξxz

ξyx ξyy ξyz

ξzx ξzy ξzz

(1)

将各媒质组成关系的张量展开式代入方程组 ,可写成 :

9Ex

9t

9Ey

9t

9Ez

9t

9Hx

9t

9Hy

9t

9Hz

9t

= M - 1

9Ez

9y
-

9Ey
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9Ex

9z
-
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9x
-

9Ex
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9Hy
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9Hz

9x

9Hy

9x
-

9Hx

9y

(2)

记该媒质系数矩阵 M 的逆矩阵为 M - 1 ,其元素{ f ij | i , j = 1 ,

⋯,6}各取决于 �ε、�μ、�ζ、�ξ的值.于是有 :

M =

-ξxx -ξxy -ξxz - μxx - μxy - μxz

-ξyx -ξyy -ξyz - μyx - μyy - μyz

-ξzx -ξzy -ξzz - μzx - μzy - μzz

εxx εxy εxz ζxx ζxy ζxz

εyx εyy εyz ζyx ζyy ζyz

εzx εzy εzz ζzx ζzy ζzz

M - 1 =

f11 f12 f13 f14 f15 f16

f21 f22 f23 f24 f25 f26

f31 f32 f33 f34 f35 f36

f41 f42 f43 f44 f45 f46

f51 f52 f53 f54 f55 f56

f61 f62 f63 f64 f65 f66

将式 (2)中每一行可写成统一形式 :

9Ui

9t
= f i1

9Ez

9y
-

9Ey

9z
+ f i2

9Ex

9z
-

9Ez

9x
+ f i3

9Ey

9x
-

9Ex

9y

+ f i4
9Hz

9y
-

9Hy

9z
+ f i5

9Hx

9z
-

9Hz

9x
+ f i6

9Hy

9x
-

9Hx

9y

(3)

则式 (3)中 i = 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6时 , Ui 分别对应于电场的 x , y , z

分量及磁场的 x , y , z各分量 ,该式即为双各异性媒质中的麦

克斯韦方程的微分表达式.

213　PSTD法的差分迭代格式

将式 (3)中对空间的微分进行付里叶变换 ,使空域变换成

伪谱域 ,消除式中的微分因子 ,然后再逆付里叶变换 ;对时间

的微分仍取中心差分近似.因而上式中的偏微分方程式离散

成 PSTD法的迭代差分格式 :

　　(1)取 i = 1 ,2 ,3时 , Ui 表示电场各分量 , n , n + 1分为第

n及 n + 1时间步.式中 J 为复数符号 , FFT及 FFT- 1分别表示

快速付里叶变换及反变换 , { ki , i = x , y , z}对应沿 x , y , z 方

向的波矢分量.

Un + 1
i ( i , j) = Un

i ( i , j) + f i1·{ FFT - 1
y { J·ky [ FFTy ( En + 0. 5

z ) ]}

　- FFT - 1
z { J·kz [ FFTz ( En + 0. 5

y ) ]} } + f i2·{ FFT - 1
z { J

　·kz [ FFTz ( En + 0. 5
x ) ]} - FFT - 1

x { J·kx [ FFTx ( En + 0. 5
z ) ]} }

　+ f i3·{ FFT - 1
x { J·kx [ FFTx ( En + 0. 5

y ) ]} - FFT - 1
y { J

　·ky [ FFTy ( En + 0. 5
x ) ]} } + f i4·{ FFT - 1

y { J·ky [ FFTy ( Hn + 0. 5
z ) ]}

　- FFT - 1
z { J·kz [ FFTz ( Hn + 0. 5

y ) ]} } + f i5·{ FFT - 1
z { J

　·kz [ FFTz ( Hn + 0. 5
x ) ]} - FFT - 1

x { J·kx [ FFTx ( Hn + 0. 5
z ) ]} }

　+ f i6·{ FFT - 1
x { J·kx [ FFTx ( Hn + 0. 5

y ) ]} - FFT - 1
y { J

　·ky [ FFTy ( Hn + 0. 5
x ) ]} } (4)

(2)取 i = 4 ,5 ,6时 , Ui 表示磁场各分量 , n + 1/ 2 , n - 1/ 2

分别为 n + 1/ 2及 n - 1/ 2时间步 .

Un + 1/ 2
i ( i , j) = Un - 1/ 2

i ( i , j)

+ f i1·{ FFT - 1
y { J·ky [ FFTy ( En

z ) ]} - FFT - 1
z { J·kz

[ FFTz ( En
y) ]} }

+ f i2·{ FFT - 1
z { J·kz [ FFTz ( En

x ) ]} - FFT - 1
x { J·kx

[ FFTx ( En
z ) ]} }

+ f i3·{ FFT - 1
x { J·kx [ FFTx ( En

y ) ]} - FFT - 1
y { J·ky

[ FFTy ( En
x) ]} }

+ f i4·{ FFT - 1
y { J·ky [ FFTy ( Hn

z ) ]} - FFT - 1
z { J·kz

[ FFTz ( Hn
y) ]} }

+ f i5·{ FFT - 1
z { J·kz [ FFTz ( Hn

x ) ]} - FFT - 1
x { J·kx

[ FFTx ( Hn
z ) ]} }

+ f i6·{ FFT - 1
x { J·kx [ FFTx ( Hn

y ) ]} - FFT - 1
y { J·ky

[ FFTy ( Hn
x) ]} } (5)

214　PBG结构色散特性曲线的计算步骤

基于 PSTD法分析 PBG结构色散特性的计算过程是 :

(1)给定初始场值 ,该场值需满足周期性边界条件ψ( r +

L) = exp ( J·κ·L )ψ( r)及 ¨·E = 0及 ¨·H = 0.本文所采用

的初始场是参照文献[8 ]而设定 : E = 0及

　　　　　　　　H = ∑
k

( I×k) eJ·κ·L

(2)采用式 (4)和式 (5)中的迭代差分格式分别计算各电、

磁场的值 ;

(3)随机选取采样点数 N 的场值 ,并存储各个时间步的

场值 ;

(4)计算各时间步的功率值 ,然后由 FFT变换到频域中 ;

(5)找出各个峰值的频率点 ,即为该 k值所对应的一组谐

振频率 ;

(6)改变波矢 k值 ,计算一系列对应的谐振频率点 ;

(7)绘制 k～ω色散曲线图.

3　PSTD法分析二维 PBG结构

311　二维 PBG结构的差分格式

31111　简单媒质　对 TM波 ,麦克斯韦方程组被简化为 :
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9Hx

9t
= -

1
μ·

9Ez

9y

9Hy

9t
=

1
μ·

9Ez

9x

9Ez

9t
=

1
ε·

9Hy

9x
-

9Hx

9y

其差分格式为 :

Hn + 0. 5
x ( i , j) = Hn - 0. 5

x ( i , j) -
Δt·C
μr

{ FFT - 1
x } ( J·Kx·FFTx [ En

z ])

Hn + 0. 5
y ( i , j) = Hn - 0. 5

y ( i , j) +
Δt·C
μr

{ FFT - 1
y } ( J·Ky·FFTy [ En

z ])

En + 1
z ( i , j) = En

z ( i , j) +
Δt·C
εr

{ FFT - 1
x } ( J·Kx·FFTx [ Hn + 0. 5

y ])

　- { FFT - 1
y } ( J·Ky·FFTy [ Hn + 0. 5

x ])

对 TE波 ,同理可写其差分格式 :

En + 1
x ( i , j) = En

x ( i , j) +
Δt·C
εr

{ FFT - 1
x } ( J·Kx·FFTx [ Hn + 0. 5

z ])

En + 1
y ( i , j) = En

y ( i , j) -
Δt·C
εr

{ FFT - 1
y } ( J·Ky·FFTy [ Hn + 0. 5

z ])

Hn + 0. 5
z ( i , j) = Hn - 0. 5

z ( i , j) -
Δt·C
μr

{ FFT - 1
x } ( J·Kx·FFTx [ En

y ])

　- { FFT - 1
y } ( J·Ky·FFTy [ En

x ])

以上式中的 J 为复数符号 , FFT及 FFT- 1为付里叶变换及反变

换.

31112　各向异性媒质 　本文以二维各向异性的电磁媒质

�ε=

ε11 ε12 0

ε21 ε22 0

0 0 εz

, �μ =

μ11 μ12 0

μ21 μ22 0

0 0 μz

为算例 ,仍分为 TM

波和 TE波两种情况.对 TM波 :

9Hx

9t

9Hy

9t

= M - 1·

9Ez

9y

9Ez

9x

M - 1 = -
1

μ11·μ22 - μ12·μ21
·
μ22 μ12

- μ21 μ11

9Ez

9t
=

1
εz
·

9Hy

9x
-

9Hx

9y

其差分格式为 :

Hn + 0. 5
x ( i , j) = Hn - 0. 5

x ( i , j) -
μ22

μ11·μ22 - μ12·μ21
FFT - 1

y { J·ky

　·FFTy [ En
z ]} +

μ12

μ11·μ22 - μ12·μ21
FFT - 1

x { J·kx·FFTx [ En
z ]}

Hn + 0. 5
y ( i , j) = Hn - 0. 5

x ( i , j) +
μ21

μ11·μ22 - μ12·μ21
FFT - 1

y { J·ky·

　FFTy [ En
z ]} -

μ11

μ11·μ22 - μ12·μ21
FFT - 1

x { J·kx·FFTx [ En
z ]}

En + 1
z ( i , j) = En

z ( i , j) +
1
εz
·{ FFT - 1

x [ J·kx·FFTx ( Hn + 0. 5
y ) ]

　- FFT - 1
y [ J·ky·FFTy ( Hn + 0. 5

x ) ]}

对 TE波 ,同样可写差分格式为 :

En + 1
x ( i , j) = En

x ( i , j) +
ε22

ε11·ε22 -ε12·ε21
FFT - 1

y { J·ky·FFTy

　[ Hn + 0. 5
z ]} -

ε12

ε11·ε22 -ε12·ε21
FFT - 1

x { J·kx·FFTx [ Hn + 0. 5
z ]}

En + 1
y ( i , j) = En

y ( i , j) -
ε21

ε11·ε22 -ε12·ε21
FFT - 1

y { J·ky·FFTy

　[ Hn + 0. 5
z ]} +

ε11

ε11·ε22 -ε12·ε21
FFT - 1

x { J·kx·FFTx [ Hn + 0. 5
z ]}

Hn + 0. 5
z ( i , j) = Hn - 0. 5

z ( i , j) +
1
μz
·{ FFT - 1

x [ J·kx·FFTx ( En
y) ]

　- FFT - 1
y [ J·ky·FFTy ( En

x) ]}

312　计算结果

为验证用 PSTD法分析 PBG结构色散特性的可行性及正

确性 ,本文先计算了各向同性 PBG结构的色散曲线 ,其结果

与时域有限差分法 ( FDTD)及平面波展开法 ( PWE)有很好的

一致性 (见算例 1) ,然后分析计算了各同异性 PBG结构的色

散曲线 (算例 2和 3) ,得出有实用价值的结论.

算例 1　在 TM波情形下 ,二维各向同性电介质柱的 PBG

结构 ,正方形的周期单元边长 L = 12mm ,介质填充比 = 0. 25 ,

相对介电常数εr = 10. 2 ,相对磁导率μr = 1.

图 1　PSTD、FDTD及 PWE法　图 2　磁各向异性介质柱 PBG

的计算结果比较 结构的色散特性 (TM波)

由图 1可见 :采用 PSTD法计算 PBG结构的色散曲线 ,存

在两条阻带 ,频率范围分别为 (6. 46～8. 34) GHz (相对带宽

25. 40 %)和 (11. 71～13. 20) GHz (相对带宽 11. 96 %) .与时域有

限差分法 (FDTD)及平面波展开法的结果有很好的一致性.

算例 2　在 TM波情形下 ,二维磁各向异性介质柱的 PBG

结构 ,正方形的周期单元边长 L = 12mm ,介质填充比 = 0. 25 ,

相对介电常数εr = 10. 2 ;相对磁导率张量记为

μr =

μxx μxy 0

μyx μyy 0

0 0 μz

,

其中μxx =μyy = 5 ,μz = 1 ,μxy和μyx的值分列于以下的图注.
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在图 2 ( a)中 ,μxy =μyx = 0 ,由于 TM波不含 Hz 分量而与

μz值无关 ,可视同μr = 5的各向同性媒质 PBG结构 ,其色散曲

线图存在两条阻带 (4. 26～5. 35) GHz/ (9. 71～10. 15) GHz.在

图 2 ( b)中 ,磁晶体型 (μxy =μyx)各向异性媒质 PBG结构的色

散曲线增至四条阻带 ,其频率范围分别为 : (4. 10～5. 62) GHz/

(6. 65～7. 10) GHz/ (8. 42～9. 30) GHz/ (10. 80～11. 42) GHz.随

着各向异性的加剧即μxy =μyx值的增大 ,图 2 ( c)中的四条阻

带 (4. 18～5. 80) GHz/ (7. 15～7. 65) GHz/ (8. 54～9. 56) GHz/

(10. 60～11. 79) GHz ,表现出第一阻带逐渐增宽、其中心频率

升高的规律.可见磁各向异性媒质可使 TM波在 PBG结构中

传播的阻带增宽、阻带条数增多.

算例 3　在 TE波情形下 ,二维电各向异性介质柱的 PBG

结构 ,正方形的周期单元边长 L = 12mm ,介质填充比 = 0. 25 ,

相对导磁率μr = 1 ;相对介电常数张量记为

εxx εxy 0

εyx εyy 0

0 0 εz

,其

中εxx =εyy =εzz = 10. 2 ,εxy和εyx的值分列于以下的图注.

图 3 ( a)中 ,即为εr = 1的无介质自由空间 ,并不存在任何

阻带.在图 3 ( b)中 ,由于电各向异性而生成两条相距甚近的

阻带 (15. 55～16. 52) GHz/ (17. 00～18. 50) GHz.

图 3　电各向异性介质柱 PBG结构的色散特性 (TE)

4　结论

　　本文建立了用时域伪谱 ( PSTD)法研究复杂媒质中 PBG

结构的统一数学模型. PSTD法的差分迭代格式比 FDTD法简

单、方便 ,对各向同性媒质 PBG结构计算所得的色散曲线 ,与

FDTD法、PWE(平面波展开)法的结果相一致.这种优点更适

合用于分析各向异性媒质 PBG结构的色散特性 ,例算结果表

明 :相对于各向同性媒质的情况 ,PBG结构的第一阻带变宽而

且上移 ,并使阻带的条数增多.综上可见 ,时域伪谱法确是一

种计算复杂媒质中 PBG结构色散特性的有效方法.
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