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　　摘 　要 : 　分层马尔可夫随机场 (MRF)图象模型由于层间具有因果关系 ,且这种因果关系符合图象的性质 ,使基

于该模型的图象处理时间比平面 MRF模型所用的时间大为减少. 针对作者提出的一种新的分层马尔可夫图象模型

———不完全分层模型 ,导出 EM算法以估计模型参数. 算法继承了分层模型非迭代算法运算速度快的优点 ,并因为模

型结构的简化进一步减少了计算量 ,算法在模型的最上层加入了平面节点间信息的交互 ,以较少的计算换来了更加精

确的参数估计结果. 算法用于图象非监督分割的实验表明 ,和分层模型算法相比 ,其处理速度更快、由所估计的参数得

到了更好或相当的分割结果 ,尤其适合大幅面图象的处理.
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Abstract : 　Hierarchical MRF image model has causality property between layers ,and the causality is consistent with the charac2
teristics of images. So the processing time of such models is much less than that of the plain MRF models. An expectation maximization

( EM) algorithm estimating parameters of incomplete hierarchical MRF model ,which is a new hierarchical MRF image model we pre2
sented ,is deduced. The advantage of less time cost possessed by the non2iterative algorithm of hierarchical models is inherited. Time is

further reduced due to simplified model structure. The interaction between neighbor nodes on the top layer is considered ,which results

in more accurate estimate values with less computing cost. The algorithm is used in unsupervised image segmentation. The experimental

results demonstrate that it is characterized by high speed and better results compared with that of hierarchical models. It is more fit for

large images.
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1 　引言

　　马尔可夫随机场是图象分割中一个有效且常用的工具 ,

它将分割标号建模为与 Gibbs 分布对应的 MRF ,通过信息的

局部交互 ,逐渐扩散到整个图象 ,这一过程带给这类随机图象

模型的不仅有令人满意的分割结果 ,还有令人望而生畏的处

理时间. 目前看来 ,解决这一问题最好的方法是采用分层马尔

可夫图象模型 ,它将未知的分割标号建模为若干层 MRF ,不

考虑一个 MRF内节点间的依赖关系 ,而在层与层的父子节点

间建立因果关系 ,得到类似马尔可夫链的结构和算法 [1～3 ] ,极

大地减少了处理时间.

我们提出了一种新的分层模型 ———不完全分层马尔可夫

图象模型[4 ] ,不管图象有多大 ,该模型都只取较少的层数 ,使

分层模型变得简洁 ,其算法综合了分层和非分层 MRF 的优

势 ,方便了模型实现. 在时间开销更少的同时 ,减轻了分层模

型用于图象分割时特有的块现象 ,得到了更好的分割结果.

使用 MRF图象模型进行图象分割 ,一个重要的问题是模

型参数的估计 ,估计的参数值是否符合实际直接关系到分割

结果. 这里考虑观测图象只有一幅的情况 ,这也是很多实际问

题所遇到的情况. 因为没有其它更多的图象用以事先估计模

型参数 ,只能由一幅图象先估计参数 ,再利用该模型对这幅图

象进行分割 ,实现非监督分割 (假设类数已知) . 在统计计算

中 ,这种不完全数据的参数采用迭代的 EM 算法来估计. 下面

在介绍了不完全分层 MRF模型后 ,着重介绍其用于参数估计
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的 EM算法 ,最后是实验结果及分析.

2 　不完全分层 MRF图象模型

　　该模型相对于一般的分层模型 ,其层数不完整. 分层模型

图 1 　分层 MRF 模型

将图象的未知分类标号 X 建

模为 n 个 MRF ,如图 1. 第 0 层

X0 只有一个节点 ,第 n - 1 层

的大小和图象大小相同 ,每个

像素对应一个节点. 除了叶子

节点 ,每层的一个节点对应于

其相邻下层的四个节点 ,形成

父子关系. 层间具有马尔可夫性质 :每层只依赖于相邻的上一

层 ,和其它上层无关 ,即 P ( xi | xi - 1 xi - 2 ⋯x0) = P ( xi | xi - 1) , i

∈{ 1 ,2 , ⋯, n - 1} . 同一层的各节点在其父节点已知的条件下

相互独立 ,即 P( xi | xi - 1) = ∏
x
s
∈X

i

P ( xs | xρ( s) ) , i ∈{ 1 ,2 , ⋯, n -

1} , xρ( s) 为 xs 的父节点. 在第 n - 1 层 ,每一个象素点 ys ( ys ∈

Y , Y 为 N ×N 图象) 依赖于一个类标号 xs ,且假定已知 xs 后

ys 独立 ,即 P( y| xn - 1) = ∏
N×N

s =1

P( ys | xs) . 因此可以得到 x、y 的

联合分布 :

P( x , y) = P( x0) P( y| xn - 1) ∏
n- 1

i =1

P( xi | xi - 1)

完整的层次结构繁琐 ,对大幅面图象尤为明显. 不完全分

图 2 　不完全分层 MRF 模型

层马尔可夫图象模型只取整

个层次的下几层 , 如图 2 所

示 ,其最下层仍和图象大小一

致 ,而第 0 层则不止一个节

点. 分层模型所具有的上述关

系也存在于不完全分层模型

中. 第 0 层的不同带来了两模型间最大的差异 ,联合分布中 P

( x0) 在分层模型中是一个节点的概率 ,在不完全分层模型中

X0 包含了多个节点 ,而它们的父节点被截去 ,使 X0 中的节点

彼此间不再条件独立 , P( x0) 的计算变得不同于分层模型 ,这

时必须考虑相邻节点间的影响.

3 　EM 算法估计参数

　　参数估计要在 x 未知的情况下 ,根据不完全数据 y 求得

使 log P( y|θ) 最大的参数值θ, EM算法是求解这类问题的有

效算法[5 ,6 ] ,实现时用联合数据似然 log P ( x , y | θ) 代替 log P

( y|θ) 以利于计算. EM 算法主要有两步 : E 步在当前参数θl

下 ,计算联合似然的期望 E[ log P ( x , y |θ) | y ,θl ] , M 步求新

的参数值θ= arg max
θ

E[log P( x , y|θ) | y ,θl ] ,两步交替执行直

至算法收敛.

对于不完全分层模型 , P( x0) 用伪似然 P( x0) = ∏
x
s
∈X

0

P( xs

| x5 s) 代替 , x5 s是 xs 的邻域. E 步联合数据似然的期望为 :

E[log P( x , y|θ) | y ,θl ] = ∑
x

P( x| y ,θl)·log P( x , y|θ)

= ∑
x

P( x| y ,θl)·log[ P( x0|θ) P( y| xn - 1 ,θ) ∏
n- 1

i =1

P( xi | xi - 1 ,θ) ]

= ∑
x

P( x| y ,θl)·log[ ∏
x
s
∈x

0

P( xs| x5s ,θ) ∏
N×N

s =1

P( ys| xs ,θ)

　·∏
n- 1

i =1

P( xi | xi - 1 ,θ) ]

= ∑
i ∈Λ

∑
j ∈Ω

∑
x
s
∈x

0

P( xs = i , x5s = j| y ,θl)·log P( xs = i| x5s = j ,θ)

　+ ∑
i ∈Λ

∑
x
s
∈x

n- 1

P( xs = i| y ,θl)·log P( ys| xs = i ,θ)

　+ ∑
i , j ∈Λ2

∑
x
s

| x
0

P( xs = j , xρ( s) = i| y ,θl)·log P( xs = j| xρ( s) = i ,θ)

(1)

Λ= {1 ,2 , ⋯, K} , K是类数 ,Ω= { 0 ,1 ,2 , ⋯, M} , M 是邻域节

点总数 ,假设图象各类服从高斯分布 , P ( ys | xs) =
1

2πσk

exp

( -
( ys - μk) 2

2σ2
k

) ,μk 、σ
2
k 是第 k ( k ∈Λ) 类的均值和方差 ,则模

型参数θ= { P ( xs | x5 s) ( xs ∈x0) , P ( xs | xρ( s) ) ( xs | x0 ) ,μk ,

σ2
k} .

M 步参数的更新是一个求条件极值的问题 ,在约束条件

∑
i

P( xs = i| xρ( s) ) = 1 , ∑
i

P ( xs = i | x5 s) = 1 ,及 ∑
l

P ( ys = l |

xs) = 1 下 ,求使式 (1) 最大的参数θ,采用Lagrange 乘数法可以

得到更新的参数 :

P( xs = i| x5 s = j) =

∑
x
s
∈x

0
P( xs = i , x5 s = j| y ,θl)

∑
x
s
∈x

0
∑
k

P( xs = k , x5 s = j| y ,θl)

P( xs = j| xρ( s) = i) =

∑
x
s

| x
0

P( xs = j , xρ( s) = i| y ,θl)

∑
x
s

| x
0

P( xρ( s) = i| y ,θl)

μi =

∑
x
s
∈x

n - 1
P( xs = i| y ,θl) ·ys

∑
x
s
∈x

n - 1
P( xs = i| y ,θl)

σ2
i =

∑
x
s
∈x

n - 1
P( xs = i| y ,θl) ·( ys - μi)

2

∑
x
s
∈x

n - 1
P( xs = i| y ,θl)

(2)

由于层间的因果关系 ,使 E 步可通过类似马尔可夫链的

向上、向下算法来求得 P( xs , xρ( s) | y) 和 P( xs | y) . 令 d ( s) 代

表以 s 为根的子树的叶子节点 ,有 :

P( xs| y) = ∑
xρ( s)

P( xs| xρ( s) , y) P( xρ( s) | y)

= ∑
xρ( s)

P( xs , xρ( s) | yd ( s) )

∑
x
s

P( xs , xρ( s) | yd ( s) )
P( xρ( s) | y) (3)

P( xs , xρ( s) | yd ( s) ) ∝ P( yd ( s) | xs) P( xs| xρ( s) ) (4)

P( yd ( s) | xs) = ∏
ρ( t) = s

∑
x
t

P( yd ( t) | xt) P( xt | xρ( t) ) (5)

对于最下层 P ( yd ( s) | xs) = P ( ys | xs) ,根据式 (4) 、(5) 经
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过一遍自下而上的逐层计算可得到父子部分后验概率 P( xs ,

xρ( s) | yd ( s) ) ,再经一遍自上而下的扫描由式 (3) 可得各层节点

的后验边缘概率.

问题是第 0 层的 P( xs , xρ( s) | y) 和 P ( xs | y) 如何求解 ,如

果层次是完整的 ,该层只有一个节点 ,则问题容易解决 : P ( xs

| y) ∝ P( y| xs) P( xs) = P ( yd ( s) | xs) ·P ( xs) , P ( xs , x5 x | y) =

P( xs| y) ,但不完全层次模型无法采用前式. 为此 ,我们采用

非分层 MRF常用的 Gibbs 采样来计算 ,根据 P ( x0 | y) 对每个

节点 xs ∈X0 采样 n 个样本 x1
s , ⋯, xn

s ,由这些样本来估计概

率 : P( xs = i , x5 s = j| y) =
1

n - l ∑
n

k = l+1

( xk
s = i , xk

5 s = j) , P ( xs = i |

y) =
1

n - l ∑
n

k = l+1

( xk
s = i) . 完成了一次自下而上的计算同时也得

到了 P( x0| y) = ∏
x
s
∈X

0

P ( yd ( s) | xs) ·P ( x0) , P ( x0) 在这里采用

Potts类型先验. 因此 E 步要在向上、向下扫描过程之间增加

一步 ,经 Gibbs 采样求第 0 层后验边缘概率和相邻点后验概

率 ,由于第 0 层节点数已比原图大小小了很多 ,所以采样时间

比直接对原图采样要少得多 ,再加上层次的精简 ,即使采样个

数较多 ,所用时间往往少于分层模型 ,对多幅图象的实验也表

明了这一点. 由于第 0 层的这种处理加入了相邻节点间的交

互 ,在产生块现象上也比完全不考虑平面相邻节点间的影响、

只考虑父子节点间交互的分层模型要好.

Potts 类型先验为 P( x0) = exp [ - β ∑
s、t ∈η0

(1 - δ( xs , xt ) ) ] ,

η0 是 X0 的邻域系统. 其中的参数β也需要事先确定 ,我们采

用了文献[7 ]中的估计方法来迭代估计β的值. 此外还可以简

单地指定该值 ,这也是很多基于 MRF 的分割常用的方法 ,从

实验中也发现该参数值并不高度依赖于具体的图象 ,当其值

在较大的范围内变动时 ,算法性能并没有什么变化. 因此直接

指定参数值是可行的 ,后面所给的实验即将其值取为 115.

综上 ,不完全分层模型的 EM算法为 :

(1) 置初始参数值

(2) E 步 :计算联合似然的期望

( a) 向上算法 :从下向上逐层计算 P ( yd ( s) | xs ) 、P ( xs ,

xρ( s) | y)

( b) 利用 Gibbs采样计算第 0 层的 P( xs| y) 、P( xs , x5 s | y)

( c) 向下算法 :对 xs ∈x1 , ⋯, xn - 1计算 P( xs| y)

(3) M 步 :根据式 (2) 更新参数

(4) 若收敛则停止 ,否则转 2

4 　实验结果

　　实验首先根据 EM 算法估计模型参数 ,然后进行分割. 一

般通过求 x 的最大后验概率 (MAP) 或最大后验边缘概率

(MPM) 来得到分割结果 ,由于后验边缘概率由 EM 算法的 E

步过程可以得到 ,且和 MAP 相比它对误分类的惩罚不那么

重 ,更符合分割结果允许一些误分类存在的实际情况 ,因此用

MPM进行分割 ,即 x̂s = arg max
x
s

P( xs| y) .

EM算法的参数初值对收敛速度有较大影响 ,这里采用

K2均值算法估计各类的均值、方差初值. 第 0 层节点的初值采

用极大似然根据 P( yd ( s) | xs) 确定. 父子节点间的转换概率 P

( xs | xρ( s) ) 若各不相同 ,则大大增加了模型参数的数量 ,也没

有必要 ,因此往往使两层间的父子转换概率相同 ,甚至所有父

子节点转换概率相同[2 ] ,我们采用后者 :

P( xs = j| xρ( s) = i) =

α,

1 - α
M - 1

,
　
若 i = j

若 i ≠j

(6)

α初值取为 0195.

下面是均为灰度图象的人工合成图象和一幅 SAR 图象

的实验结果. 假设图象中各类服从高斯分布 ,人工图象各类的

均值和方差已知 ,图象大小为 256 3 256 ,完整层次有 9 层. SAR

图象大小为 512 3 512 ,完整层次有 10 层 ,按应用目的将其分

为两类 :目标和背景.

不完全分层模型中 ,用 Gibbs 采样求第 0 层后验边缘概率

的 EM算法记为 GEM ,采用伪似然的 EM 算法记为 PLEM ,利

用分层模型进行参数估计的算法记为 CEM. 分别用这三个算

法对上述两幅图实现非监督分割. GEM算法中层数取为 4 ,采

样 150 个. 三个算法迭代的终止条件为max
k

(μl + 1
k - μl

k) 2 + max
k

(σl + 1
k - σl

k) 2 <ε,ε取 015. 表 1、表 2 是参数估计结果和所用时

间 ,图 3 是人工合成图象及其实际分割 ,图 4 是根据所得参数

对 SAR 图象分割的结果.

表 1 　人工合成图象参数估计结果

μ σ 时间(s)

真实值 80 178 105 150 8 20 12 28 —

实

验

1

初值 81115 180150 106130 148127 7194 20162 12122 26109 —

GEM 79195 177189 104198 150101 7197 19195 11186 27177 7

PLEM 80157 177191 104194 149123 8147 20143 13107 28148 5

CEM 79182 177134 104179 149146 7190 19173 11159 26182 12

实

验

2

初值 92 186 100 120 5 18 16 33 —

GEM 79195 177190 104197 149198 7197 19196 11187 27176 9

PLEM 81136 177186 104127 147175 8196 19149 15106 30118 22

CEM 79175 177129 104179 149164 7187 19171 11157 26166 35

表 2 　SAR 图象参数估计结果

μ σ 时间 (s)

实

验

3

初值 98. 66 24. 62 27. 25 9. 43 —

GEM 101. 09 38. 75 32. 19 17. 69 24

PLEM 92. 75 30. 18 36. 37 11. 52 15

CEM 107. 27 41. 16 30. 89 18. 99 91

图 3 　人工合成图象
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图 4 　SAR 图象分割结果

　　人工合成图象的参数值已知 ,可将估计值和真实值进行

对比. 实验一采用 K—均值算法估计参数初值 ,它已很接近真

实值 ,因此算法在较短时间内迭代即终止. 而在同样的终止条

件下 ,实验二的初值距离真实值较大 ,算法收敛变慢 ,但除了

PLEM两个实验得到的参数估计值相差无几. PLEM 采用近似

计算 ,虽然每一步迭代用时少于 GEM ,但当初值距离真实值

稍大时 ,它的迭代次数增加 ,因而所用时间比 GEM要多 ,实验

表明这时 PLEM要用更长的时间才能达到和 GEM 一样的估

计精度. SAR 图象的真实参数值未知 ,它的两个类别分别是目

标———机场跑道、背景 ,背景的一部分和目标的灰度值相当 ,

难以区分. PLEM算法将属于背景的部分误分为目标的最少 ,

CEM则最多 ,但 PLEM却将较多的属于目标的部分误分为背

景 ,CEM、GEM在这点上明显好于 PLEM. 实验表明 ,基于不完

全分层模型的 GEM、PLEM算法较分层模型的 CEM速度快 ,不

论参数初值如何 ,在同样的终止条件下 , GEM 得到的结果最

接近实际值. GEM 算法应该是使用中通常的选择 ,除非对参

数初值的准确性有把握 ,才有理由采用 PLEM 以更短的时间

得到同样的结果.

5 　结束语

　　针对我们提出的不完全分层马尔可夫图象模型 ,给出了

EM算法来估计模型参数 ,从而实现了非监督图象分割. 该模

型和分层模型一样解决了平面 MRF 模型的最大障碍 ———计

算耗时 ,模型将分层结构由繁琐变简洁 ,进一步减少了计算

量 ,结构的简化还使得实现中空间的开销大大降低. 模型在最

上层因果关系被截断 ,使我们引入了平面 MRF 模型中常用的

方法来计算后验边缘概率 ,正是因为引入了平面相邻节点间

的交互 ,在只付出较少计算代价的情形下 ,得到了更好的估

计、分割结果.
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