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分数阶 Fourier域上非均匀采样信号的频谱重构研究

李炳照1 ,陶　然2 ,王　越2

(1.北京理工大学理学院数学系 ,北京 100081 ; 2.北京理工大学电子工程系 ,北京 100081)

　　摘　要 :　本文研究了分数阶 Fourier变换域上非均匀采样信号的重构问题.首先得到周期非均匀采样信号经非

均匀分数阶 Fourier变换后的频谱表达式 ,研究了该分数阶频谱和信号连续分数阶频谱之间的关系 ,并基于该关系式

提出了一种分数阶 Fourier域周期非均匀采样信号的频谱重构算法 ;其次 ,讨论了分数阶 Fourier变换域上更加一般情

况下非均匀采样信号重构问题 ;最后 ,给出了周期非均匀采样信号频谱重构的仿真结果.
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Spectral Reconstruction from Nonuniformly Sampled Signals

in the Fractional Fourier Domain
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Abstract :　This paper investigates the problem of signal reconstruction from nonuniformly sampled signals in the fractional

Fourier domain. Firstly ,the spectral representations of periodic nonuniformly sampled signal in the fractional Fourier domain and the

relationship between the spectral and the nonuniform spectral have been deduced. A spectral reconstruction algorithm is proposed

based on the derived relationship . Secondly , the signal reconstruction formula from general nonunfiorm samples in the fractional

Fourier domain has been proposed. Lastly ,the simulation results are obtained for the periodic nonuniform sampling model .
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1　引言

　　随着分数阶 Fourier 变换 ( FrFT)理论体系的进一步

完善和发展 ,其已被应用到包括量子力学、光电信号处

理、人工神经网络、信号处理等多个领域[1～6] ,现有结果

表明 FrFT是处理非平稳信号 (特别是 Chirp 信号)的一

个有利工具[2 ,3 ] .与 FrFT理论相应的各种离散分数阶

Fourier变换及其快速算法、分数阶 Fourier域上的采样理

论也由国内外学者陆续从不同的角度得到[3～6] .但是 ,

现有关于 FrFT的理论体系都是建立在均匀采样信号基

础上的 ,对于非均匀采样信号在分数阶 Fourier 域上的

信号和频谱重构等问题还未见研究文献发表.而在实际

工程应用中会不可避免的遇到非均匀采样信号的情况
(如在实现高速信号采集的时间交织系统 (A/ D)中由于

采样时钟的不同步有可能造成非均匀采样情况[7 ,8 ]、在

信号传输过程中由于信道或噪声的原因也有可能造成

均匀采样点丢失而产生的非均匀采样信号的情况[8 ]) .

针对上述问题 ,文献[ 9 ]提出了直接应用非均匀采

样信号的频谱特点在 Fourier 域进行频谱重构算法.然

而 ,上述方法仅适用于 Fourier 域带限信号 ,对于 Fourier

域非带限信号 (如某些非平稳信号)来说 ,以上方法并不

适用 ,这也从另一个方面限制了这些算法在实际工程中

的应用和推广.为了解决上述问题 ,文献[ 10 ]从周期非

均匀采样信号的特点出发 ,得到了周期非均匀采样信号

在 FrFT域上的数字频谱 ,但文献 [ 10 ]并未讨论如何应

用周期非均匀采样信号的特点来进行信号频谱的重构.

本文在上述研究基础上 ,进一步研究分数阶 Fourier

域上非均匀采样信号的频谱重构问题.

2　预备知识

211　分数阶 Fourier变换

信号 x ( t)的参数为α的 FrFT Xa
α( u)定义为[2 ] :

Xa
α( u) = Xa

α[ x ( t) ] ( u) =∫
∞

- ∞
Kα( u , t) x ( t) d t

(1)

其中上标 a表示连续 FrFT频谱 ,积分核 Kα( u , t)为 :
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Kα( u , y) =

Aαe
j l

2

2 cotα- j utcscα+ j u
2

2 cotα, α≠kπ

δ( t - u) , 　 　　　α= 2 kπ

δ( t + u) , 　 　　　α= (2 k + 1)π

其中 , k取整数 , Aα= 1 - j cotα/ 2π.

由 Xa
α( u)恢复原始信号 x ( t)的逆变换定义为 :

x ( t) =∫
∞

- ∞
Xa
α( u) K3

α ( u , t) d u (2)

其中 ,“3”表示取复共轭.

212　周期非均匀采样模型

设信号 x ( t)是参数为α(α≠kπ±π/ 2 , k ∈Z)的分

数阶 Fourier域上的Ωα=πsinα/ T ,sinα> 0带限信号 ,即

信号 x ( t)的分数阶 Fourier 变换限定在范围 ( -π sinα/

T ,πsinα/ T)内.若信号的非均匀采样点为 x ( tn) ,每个

采样时刻 tn满足 :

tn = nT +Δn (3)

其中 T是满足分数阶 Fourier域上采样定理的均匀采样

周期 ,Δn 表示非均匀采样点和均匀采样点之间的采样

差值Δn = tn - nT ,并且Δn具有周期MT ,也即Δn满足 :

ΔkM + m =Δm

若令 n = kM + m ,则上述非均匀采样点 tn 就可以转化

为 :

tn = tkM + m = kMT + mT +Δm = kMT + mT + rmT (4)

其中 , k∈Z , m = 0 ,1 , ⋯, rm =Δm/ T表示非均匀采样点

与均匀采样点之间的误差和均匀采样周期之间的比率.

由前面的论述及文献[4 ]中的结论可以知道 ,上述

信号 x ( t)不再是传统 Fourier 域上带限信号 ,因此不能

应用 Fourier域上基于非均匀采样点的信号频谱重构方

法[7～9 ]来进行频谱分析和重构.为了解决上述问题 ,本

文借助于 FrFT ,首先得到周期非均匀采样信号在 FrFT

域上的频谱重构算法 ,然后研究了更加一般的非均匀采

样信号时域重构公式.

3　FrFT域上周期非均匀信号频谱重构

311　周期非均匀采样信号的非均匀频谱

本文直接应用非均匀 FrFT核 Kα( u , tn) , n ∈Z 对

所得到的非均匀采样信号作离散 FrFT:

Xα( v) = ∑
+∞

n = - ∞
x ( tn) Kα( v , tn) (5)

其中　Kα( v , tn) = Aαe
j

t
2

n

2 cotα- j ut
n
cscα+ j v

2

2 cotα,

　　　Aα= 1 - j cotα/ 2π.

由逆 FrFT的定义式 (2) , x ( tn)可以表示为 :

x ( tn) =∫
+∞

n = - ∞
Xa
α( u) K3

α ( u , tn) d u (6)

将式 ( 6) 代入式 ( 5) ,可得到原始信号的分数阶频谱

Xa
α( u)和非均匀采样信号的频谱 Xα( v)之间的关系 :

Xα( v) = ∑
+∞

n = - ∞∫
+∞

- ∞
Xa
α( u) K3

α ( u , tn) Kα( v , tn) d u (7)

又因为

K3
α ( u , tn) Kα( v , tn) =

cscα
2π ejcscα

2 [ v
2

- u
2

- 2secα( v - u) t
n
]

所以 ,式 (7)可以进一步简化为

Xα( v) = ∑
+∞

n = - ∞∫
+∞

- ∞
Xa
α( u)

cscα
2π ej 1

2 cotα[ v
2

- u
2

- 2secα( v - u) t
n
]d u

(8)

把式 (4)所表示的非均匀采样点 tn代入到式 (8)得到 :

Xα( v) =
cscα
2π ej v

2
cotα
2∫

+∞

- ∞
Xa
α( u) ∑

M- 1

m = 0

ejcscα( v - u) ( mT + r
m

T)

·∑
+∞

k = - ∞
ejcscα( v - u) kMTd u (9)

又因为[13 ]

∑
k

ej ( v - u) kMTcscαcscα=
2π
MT ∑k δ v - u - k

2πsinα
MT

成立 ,把此关系式代入式 (9)可得到周期均匀采样信号

的分数阶 Fourier域频谱 Xα( v)和原始信号的连续频谱

Xa
α( v)之间的关系 :

Xα( v) =
cscα

T
ej v

2
cotα
2 ∑

+∞

k = - ∞
B ( k) e - jcotα

2 v - k
2πsinα

MT
2

·Xa
α v - k
πsinα

MT
(10)

其中 B ( k) =
1
M∑

M- 1

m = 0

e - j k
2π
M

( m + r
m
)
.

图 1给出了周期非均匀信号采样及其非均匀分数

阶 Fourier变换情况的示意图.

312　FrFT域上频谱恢复算法

式 (10)给出了周期非均匀采样信号点的分数阶频

谱和原始信号的连续分数阶频谱之间的关系 ,并且

B ( k) =
1
M∑

M- 1

m = 0

e - j k
2π
M

( m + r
m
)和信号在分数阶 Fourier域的频

谱变量 v不相关.另外 ,若令 0 < v0 <
2πsinα

MT
是信号 x ( t)

分数阶 Fourier域上的任意一点 ,把它代入式 (10)有 :
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TXα( v0) = cscαej
v

2

0cotα
2 ∑

+∞

k = - ∞
B ( k) e - jcotα

2 v0 - k
2πsinα

MT
2

·Xa
α v0 - k

2πsinα
MT

(11)

又因为 x ( t)是 FrFT上带宽为Ωα=
πsinα

T
的带限信号 ,所

以式 (11)可以进一步化简为

TXα( v0) = cscαej
v

2

0cotα
2 ∑

M/ 2

k = M/ 2+1

B ( k) e - jcotα
2 v0 - k

2πsinα
MT

2

·Xa
α v0 - k

2πsinα
MT

(12)

而对于分数阶 Fourier 域上的另外一点 v0 + k
2πsinα

MT
来

说 ,

TXα v0 + k
2πsinα

MT

= cscαejcotα
2 v0 + 2πsinα

MT
2

∑
+∞

n = - ∞
B ( k) e - jcotα

2 v0 + k
2πsinα

MT - k
2πsinα

MT
2

　·Xa
α v0 + k

2πsinα
MT

- k
2πsinα

MT

= cscαejcotα
2 v0 + 2πsinα

MT
2

∑
M/ 2

k = M/ 2+1

B ( k + 1) e - jcotα
2 v0 - k

2πsinα
MT

2

　·Xa
α v0 - k

2πsinα
MT

同理 ,对于 m = 0 ,1 , ⋯, M - 1 来说 ,可以很容易得到以
下关系式成立 :

TXα v0 +
m2πsinα

MT

= cscαejcotα
2 v0 + 2πsinα

MT
2

∑
M/ 2

k = - M/ 2+1

B ( k + m) e - jcotα
2 v0 - k

2πsinα
MT

2

　·Xa
α v0 - k

2πsinα
MT

(13)

　　综上 ,可以得到周期非均匀采样信号在分数阶

Fourier域的频谱 Xα( v)和信号的连续频谱 Xa
α( v)之间的

关系用矩阵表示为 :

Xα( v0) = BXa
α( v0) (14)

其中 :

B =

B ( M/ 2) 　B ( M/ 2 - 1) 　⋯　B ( - M/ 2 + 1)

B ( M/ 2 + 1) 　B ( M/ 2) 　⋯　B ( - M/ 2 + 2)

　　…　　　　…　　　　…　　　　…

B ( M/ 2 + M - 1) B ( M/ 2 + M - 2) ⋯ B ( M/ 2)

(15)

Xα( v0) =

Xα( u0) Tsinαe - j 1
2 cotαu

2

0

Xα v0 +
2πsinα

MT
Tsinαe - j 1

2 cotα v0 + 2πsinα
MT

2

　　…　　　…

Xα v0 +
( M - 1) 2πsinα

MT
Tsinαe - j 1

2 cotα v0 +
( M - 1) 2πsinα

MT 　
2

(16)

Xa
α( v0) =

Xa
α v0 -
πsinα

T

Xa
α v0 -
πsinα

T
+

2πsinα
MT

　　…　　…

Xa
α v0 -
πsinα

T
+

( M - 1) 2πsinα
MT

(17)

　　根据式 (14)～ (17) ,我们可以通过如下的矩阵关系

就可以把信号的连续分数阶频谱 Xa
α( v0)在 v0的值由非

均匀采样点的分数阶频谱表示出来 :

Xa
α( v0) = B - 1 Xα( v0) (18)

又因为对不同的 v0 ,矩阵 B是恒定不变的 ,所以通过选

择不同的 v0值可以由式 (18)求出足够多的 Xa
α( v0) ,从

而可以重构出原来信号的频谱.

4　非均匀采样信号重构公式

　　重构式 (18)给出分数阶 Fourier变换域上周期非均

匀采样信号的频谱重构公式和算法 ,而实际的应用过程

中会经常碰到比上述周期非均匀采样更加复杂的非均

匀采样信号的恢复问题 ,为此 ,本文不加证明的给出分

数阶 Fourier变换域上由信号的非均匀采样点来恢复原

始信号的重构公式.

定理 1　假设信号 x ( t)是分数阶 Fourier变换域上

的Ωα带限信号 ,信号的非均匀采样点为 x ( tn) ,其中采

样时间 tn满足关系

tn - n
πsinα
Ωα
≤D <
πsinα

4Ωα
(19)

则原始信号可以通过如下的重构关系式完全重构

　f ( t) = e - j 1
2 cotαt

2

∑
∞

n = - ∞
f ( tn) e - j 1

2 cotαt
2

n
G( t)

G′( tn) ( t - tn)
(20)

其中 : G( t) = eαt ( t - t0) ∏
n≠0

(1 - t/ tn) e t/ t
n ;α=∑

n≠0

1
tn

; D

∈R ; G′( tn)是信号 G( t)在时刻 t = tn的值.

5　仿真结果

　　本节以周期非均匀采样信号为例来对上述所得到

的周期非均匀采样信号的频谱重构算法进行验证.在仿

真实验中所用的信号为 x ( t) = ej ( - 6 t
2

+ 5 t) ,其中观测时

间是[ - 4s ,4s] ,均匀采样周期 T = 1/ 50Hz ,周期非均匀

采样的周期选择为 M = 8 ,每个采样点和均匀采样点之

间的误差比率 rm在[ - 1 ,1 ]区间中随机产生.图 2给出

了非均匀采样信号在分数阶 Fourier 变换下的频谱.在

重构算法中 ,我们选取原始信号分数阶频谱 Xa
α( v)的

512个点来进行重构 ,图 3是原始信号的频谱 ,图 4给出

了应用本文的算法所得到的由非均匀采样信号重构后

的分数阶频谱.由仿真结果可以很明显看出 ,本文所提

出算法可以很好的从非均匀采样信号来恢复原始信号

的频谱.
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6　结论

　　本文研究了分数阶 Fourier域上非均匀采样信号的

频谱重构问题.首先根据周期非均匀采样点的特点 ,导

出了分数阶 Fourier域上周期非均匀采样信号的分数阶

频谱表示 ,得到了分数阶 Fourier 域上分数阶频谱和信

号的连续频谱之间的关系 ,并且根据这种关系提出了

一种由非均匀采样信号重构原始信号分数阶频谱的算

法 ;其次 ,进一步给出了分数阶 Fourier变换域上一般非

均匀采样信号的重构公式 ;最后 ,利用周期非均匀采样

信号模型作为例子 ,给出仿真实验结果.该理论的提出

将进一步完善分数阶 Fourier域上的非均匀采样信号理

论体系 ,并进一步推动其在应用领域发挥更大的作用.
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