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摘 要： 在离散时间二人随机微分对策问题研究中，信息模式概念尚缺乏统一而准确的描述．针对这一问题，首
先将Ｗｉｔｓｅｎｈａｕｓｅｎ关于信息模式的相关概念应用到该问题，从数学上严格定义了信息模式及其相关概念，然后对几种
典型信息模式的性质及相应对策问题最优解的结构形式作出了严格的证明．相关概念与性质为离散时间二人随机微
分对策问题的研究提供了重要的理论工具．
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１ 引言

微分对策是采用微分方程来描述系统动态过程的

一类对策理论，其研究最早可追溯到 Ｉｓａａｃｓ［１］．２０世纪
５０年代末，出于飞行器拦截等军事上的需要，兰德公司
以 Ｉｓａａｃｓ为领导开始了这方面的研究．他们将现代控制
理论中的概念和原理引入到对策论中，取得了重大进

展．此后，微分对策理论迅速吸引了战术决策、寻的制
导、随机系统控制、网络攻防等领域研究人员的广泛关

注，并有大量的著作问世［２～４］．
在微分对策研究中，二人微分对策是一类最简单的

对策问题，理论成果相对较为完备．然而，目前出版的著
作［２～４］大都限于完美信息下的微分对策［２］．受传感器限
制，这种完美信息模式假设在实际应用中会存在两方面

的问题：一方面，状态观测中通常包含了一定随机噪声；

另一方面，某些状态分量常常无法直接观测．比如在机
动目标拦截中，雷达和图像等传感器都不能直接测量目

标横向加速度．此外，由于采用计算机控制，状态观测及
控制只在离散采样时刻获得［５，６］，因此在研究此类系统

的最优控制时，往往需要对连续时间状态方程进行离散

化，并考虑对策双方信息的缺失与随机性．所以，研究离
散时间随机微分对策问题具有更加实际的意义．

由于对策双方的信息结构（本文称作信息模式）决

定着对策问题最优解的形式及其存在性，因此关于随机

微分对策问题的讨论总是基于一定的信息模式．以寻的
制导应用为例，早期的代表性成果包括：Ｂｅｈｎ和 Ｈｏ［７］假
定对策一方的观测中包含白噪声，而另一方则拥有完美

信息并可估计对方的控制量，他们得到了该信息模式下

对策双方的控制律；Ｒｈｏｄｅｓ和 Ｌｕｅｎｂｅｒｇｅｒ等人［８］研究了
与文献［７］类似信息模式下的对策问题，所不同的是，拥
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有完美信息的一方不能估计出对方的控制量．Ｗｉｌｌ
ｍａｎ［９］研究了线性二次高斯微分对策问题，其中对策双
方的状态观测都包含高斯噪声，他证明了这类对策问

题满足确定性一致原理，对策问题的解可分解为确定

性等价项与噪声项之和，由此得到了对策问题的极小

极大解，但他并未对解的收敛性和最优性给出严格的

证明．而近１０年来代表性成果主要集中在 Ｓｈｉｎａｒ等人
工作中［１０～１２］．他们考虑目标机动加速度的估计延迟，
在文献［１０］中将目标加速度估计等效为真实加速度的
延迟，结果表明信息延迟条件下的最优制导策略为一

有偏混合策略；在文献［１１］中他们基于极小极大确定性
等价原理与状态可达集的概念，得到了加速度估计延

迟下的微分对策制导律 ＤＧＬ／Ｃ；Ｏｓｈｍａｎ等人［１２］基于
ＤＧＬ／Ｃ，利用成像导引头观测到的目标姿态信息来缩减
可达集的范围，得到了图像辅助的微分对策制导律

ＤＧＬ／Ｓ．最近，Ｓｗａｒｕｐ与 Ｓｐｅｙｅｒ［１３］对不同信息模式下线
性二次高斯随机微分对策的研究情况做了较为全面的

总结，表明了信息模式对于微分对策问题研究的重要

性．
然而目前讨论随机微分对策的各类著作中，对信

息模式的概念尚缺乏统一而准确的定义．从数学上准
确描述信息模式，对求解随机微分对策问题的最优解，

判断最优解的结构形式，理解状态估计与最优控制间

的关系等，都具有重要的意义．本文将以离散时间二人
随机微分对策问题为例，从数学上严格定义信息模式

的相关概念，并对几种典型信息模式的性质给出严格

证明．

２ 离散时间二人随机微分对策

采用追逃对策惯例，记对策双方分别为 Ｐ（Ｐｕｒｓｕｅｒ，
追踪者）和Ｅ（Ｅｖａｄｅｒ，逃逸者），则 Ｎ步离散时间二人随
机微分对策可表示为：

ｘｋ＋１＝ｆｋ（ｘｋ，ｗｋ，ｕＰｋ，ｕＥｋ）

ｚｉｋ＝ｈｉｋ（ｘｋ，ｖｉｋ）

ｕＰｋ∈ＵＰＲｌＰ，ｕＥｋ∈ＵＥＲｌＥ

ｗｋ∈Ｒｎｗ，ｖｉｋ∈Ｒｎ
ｉ
ｖ

Ｊ＝［ｘ（Ｎ），Ｎ］＋∑
Ｎ－１

ｋ＝０
Ｇ（ｋ，ｘｋ，ｕＰｋ，ｕＥｋ）

ｋ＝０，…，Ｎ－１，ｉ＝Ｐ，Ｅ

（１）

其中：ｘｋ∈Ｒｎ，表示 ｋ时刻状态；ｕｉｋ（ｉ＝Ｐ，Ｅ）表示 ｋ时
刻Ｐ或Ｅ的控制输入；Ｕｉ为 Ｒｌｉ（ｉ＝Ｐ，Ｅ）中的有界闭
集，称为Ｐ／Ｅ的控制空间；ｚＰｋ∈ＲｍＰ，ｚＥｋ∈ＲｍＥ，分别表示
ｋ时刻Ｐ和Ｅ的观测矢量；ｗｋ、ｖｉｋ分别表示ｋ时刻的过
程噪声及Ｐ／Ｅ的观测噪声；函数 ｆｋ为 Ｒｎ×Ｒｎｗ×ＵＰ×

ＵＥ→Ｒｎ的连续（或分段连续）函数，而 ｈｋｉ为Ｒｎ×Ｒｎ
ｉ
ｖ→

Ｒｍｉ的连续（或分段连续）函数，它们分别表示 ｋ时刻系
统状态转移函数及Ｐ／Ｅ的观测函数；Ｊ通常称作指标泛
函或支付泛函，其中函数 Ｇ（ｋ，ｘｋ，ｕｋＰ，ｕｋＥ）为定义在
［０，Ｎ－１］×Ｒｎ×ＵＰ×ＵＥ上的实值连续函数，而［ｘ
（Ｎ），Ｎ］为终端指标，是定义在 Ｒｎ×Ｎ上的实值函数，
且在有界子集中有界．

随机微分对策的研究中，通常认为初始状态 ｘ０、
ｗｋ、ｖｉｋ间相互独立，它们一起构成系统的“原始随机变
量”．记：

ω＝（ｘ０，ｗ０，ｖＰ０，ｖＥ０，ｗ１，ｖＰ１，ｖＥ１，…，ｗＮ－１，ｖＰＮ－１，ｖＥＮ－１）

Ω＝｛ω｜ｘ０∈Ｒｎ，ｗｋ∈Ｒｎｗ，ｖｉｋ∈Ｒｎ
ｉ
ｖ，

ｋ＝０，１，…，Ｎ－１，ｉ＝Ｐ，Ｅ｝
上述表示下，ω为“原始随机变量”的一个样本；Ω

则表示了系统“原始随机变量”的样本空间．令 Ｏ表示
拓扑空间Ω 上的所有开集系，Ｂσ（Ｏ）表示Ω 上的
Ｂｏｒｅｌ集合系，Ｂ中的集合称作Ω 上的 Ｂｏｒｅｌ集；那么，
（Ω，Ｂ，Ｐ）就成为系统“原始随机变量”构成的概率空
间，表征了系统的不确定性，其中 Ｐ为概率测度．

３ 信息模式的数学描述

Ｗｉｔｓｅｎｈａｕｓｅｎ在其关于分离原理的著名论文［６］中描
述了具有 Ｋ个控制单元和Ｍ个观测单元的离散时间随
机控制系统的信息模式，并讨论了几种信息模式下状

态估计与最优控制的可分离性，相关概念与结论对多

入多出（ＭＩＭＯ）控制系统设计具有重要指导意义，但关
于状态估计与最优控制可分离性的论断，Ｗｉｔｓｅｎｈａｕｓｅｎ
并未给出严格证明．本节将 Ｗｉｔｓｅｎｈａｕｓｅｎ关于信息模式
的相关概念应用到式（１）的二人随机微分对策问题．

定义１（数据基及其生成的数据集） 令 Ｚｋ、Ｕｋ分
别表示如下有序对所构成的集合：

Ｚｋ＝｛（τ，ｉ）｜τ＝０，…，ｋ；ｉ＝Ｐ，Ｅ｝，ｋ＝０，…Ｎ－１
Ｕｋ＝｛（τ，ｉ）｜τ＝０，…，ｋ－１；ｉ＝Ｐ，Ｅ｝，ｋ＝１，…，Ｎ
显然有：Ｕ０＝．如果 ＡＺｋ，ＢＵｋ，则称有序对

（Ａ，Ｂ）ｋ为ｋ时刻的一个数据基，称（ｚＡ，ｕＢ）＝ｚＡ∪ｕＢ
为由（Ａ，Ｂ）ｋ生成的数据集．其中：

ｚＡ＝｛ｚｉｋ｜（ｋ，ｉ）∈Ａ，ｚｉｋ∈Ｒｍｉ｝；

ｕＢ＝｛ｕｉｋ｜（ｋ，ｉ）∈Ｂ，ｕｉｋ∈Ｕｉ｝．
定义２（信息模式） 式（１）表示的离散时间对策问

题中，（ｋ，ｉ）∈ＵＮ，称它对应的数据基为 ｋ时刻单元ｉ
（Ｐ或 Ｅ）的信息模式（ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｐａｔｔｅｒｎ），记作（Ｚｋ，ｉ，
Ｕｋ，ｉ）．由此信息模式生成的数据集｛ｚＺｋ，ｉ，ｕＵｋ，ｉ｝表示了 ｋ
时刻单元ｉ（Ｐ或 Ｅ）产生控制量 ｕｉｋ时的所有可用信息．

定义３（控制律） 令γ
ｉ
ｋ表示 ｓｐａｎ（ｚＺｋ∪ｕＵｋ）→Ｕ

ｉ

的所有 Ｂｏｒｅｌ可测映射构成的集合．（ｋ，ｉ）∈ＵＮ，γｉｋ
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∈γｉｋ，使得 ｕｉｋ＝γｉｋ（ｚＺｋ，ｉ，ｕＵｋ，ｉ），则称γ
ｉ
ｋ为ｋ时刻单元ｉ

的控制律（控制函数）．对于追逃问题，γＰｋ、γＥｋ分别为制
导律和逃避策略．

定义４（单元及系统的设计） 令（γ
ｉ
ｋ）
Ｎ－１
０ ＝（γｉ０，

γ
ｉ
１，…，γ

ｉ
Ｎ－１）（ｉ＝Ｐ，Ｅ）表示式（１）Ｎ步离散时间随机对

策中单元ｉ的控制律序列，称之为单元 ｉ的一个设计．
将（（γ

Ｐ
ｋ）
Ｎ－１
０ ，（γ

Ｅ
ｋ）
Ｎ－１
０ ）称为式（１）系统的一个设计，记

作γ，将所有的系统设计构成的集合记作Γ．令Γｉ＝
｛γ
ｉ｜γｉ＝（γｉｋ）Ｎ－１０ ，γ

ｉ
ｋ∈γｉｋ｝（ｉ＝Ｐ，Ｅ）表示单元 ｉ的所有

可行的设计构成的集合，Ｐ和Ｅ分别从各自的可行设计
集Γ

ｉ中选择控制量以使性能指标Ｊ满足微分对策问题
的鞍点条件．

定义５（σ域的基） 令γＬ＝｛γｉｋ｜（ｋ，ｉ）∈Ｌ，Ｌ
ＵＮ｝表示设计γ中由集合Ｌ的元素检索的控制函数所
构成的集合．如果 ＺＺｋ，ＵＵｋ，ＬＵＮ，γ，γ′∈Γ，
下面关系成立：

γＬ＝γ′ＬＦ（Ｚ，Ｕ；γ）＝Ｆ（Ｚ，Ｕ；γ′）
则称三元组（Ｚ，Ｕ，Ｌ）为 ｋ时刻σ域Ｆ（Ｚ，Ｕ；γ）的一组
基．其中，Ｆ（Ｚ，Ｕ；γ）表示设计γ下由定义在概率空间
（Ω，Ｆ，Ｐ）上的随机变量集（ｚｚ，ｕＵ）生成的σ域．

定义６（状态变量的条件基） 如果存在函数 Ｆ，
γ∈Γ，给定σ域Ｆ（Ｚ，Ｕ；γ）后，状态变量 ｙ的条件
概率分布几乎处处等于Ｆ（ｚＺ，ｕＵ，γＬ），则称三元组（Ｚ，
Ｕ，Ｌ）为 ｙ的条件基．
定义７（等价设计） 将控制变量 ｕ表示为原始随

机变量ω与设计γ的函数，即：ｕ＝Ｓ（ω，γ）．γ∈Γ，
如果γ′∈Γ，使得下式成立：

Ｓ（ω，γ） ａ．ｅ．Ｓ
（ω，γ′）

则称这两个设计等价，记作γγ′．
定义８（等价的信息模式） 对于信息模式（Ｚｋ，ｉ，

Ｕｋ，ｉ）下任意的设计γ，如果信息模式（Ｚ′ｋ，ｉ，Ｕ′ｋ，ｉ）下存在
另一个设计γ′，使得γγ′，反之亦成立，则称这两个
信息模式等价，记作（Ｚｋ，ｉ，Ｕｋ，ｉ）（Ｚ′ｋ，ｉ，Ｕ′ｋ，ｉ）．

定义９（等价的条件基） γ∈Γ，如果由状态变
量 ｙ的条件基（Ｚ，Ｕ，Ｌ）和（Ｚ′，Ｕ′，Ｌ′）决定的概率分布
满足 Ｆ（ｚＹ，ｕＵ，γＬ） ａ．ｅ．Ｆ

（ｚＹ′，ｕＵ′，γＬ′），则称这两个条
件基等价，记作（Ｚ，Ｕ，Ｌ）（Ｚ′，Ｕ′，Ｌ′）．

４ 几类典型信息模式及其性质

定义 １０（标准模式） 如果 Ｐ和 Ｅ的信息模式
（Ｚｋ，ｉ，Ｕｋ，ｉ）满足：
Ｚｋ，ｉＺｋ＋１，ｉ，Ｕｋ，ｉＵｋ＋１，ｉ；ｋ＝０，…Ｎ－２，ｉ＝Ｐ，Ｅ，
Ｚｋ，Ｐ＝Ｚｋ，Ｅ，Ｕｋ，Ｐ＝Ｕｋ，Ｅ，

则称该信息模式为标准模式．
定义１１（ｊ步延迟共享模式） 如果 Ｐ和 Ｅ的信息

模式满足：

Ｚｋ，ｉ＝Ｚｋ－ｊ∪｛（ｐ，ｉ）｜ｋ－ｊ＜ｐ≤ｋ｝，
Ｕｋ，ｉ＝Ｕｋ－ｊ＋１∪｛（ｐ，ｉ）｜ｋ－ｊ＜ｐ≤ｋ－１｝，

则称该信息模式为 ｊ步延迟共享模式．
特别地，对于仅有一个控制单元的系统而言，ｊ步

延迟共享模式意味着该控制单元拥有过去所有的观测

及控制信息，称这种信息结构为严标准模式．对于二人
微分对策问题，当 ｊ＝１（Ｎ＞１）时的信息结构称为单步
延迟共享模式；当 ｊ＝Ｎ＞１时，所有控制单元之间无信
息共享，称该信息模式为无共享模式．

由于信息观测、传输与处理过程中不可避免的会

引入延迟，ｊ步延迟共享模式就成为实际应用中一类非
常典型的信息模式．作为 ｊ步延迟共享模式的特例，严
标准模式则是随机最优控制研究中的一类典型信息模

式．下面来研究这些信息模式下微分对策问题解的结
构．

定理１ 对于 ｊ步延迟共享模式，记：
Ｌｊｋ，ｉ＝｛（ｐ，ｑ）｜（ｐ，ｑ）∈Ｕｋ，ｑ≠ｉ，ｋ－ｊ＜ｐ≤ｋ－１｝．

（ｋ，ｉ）∈ＵＮ，三元组（Ｚｋ，ｉ，Ｕｋ，ｉ，Ｌｊｋ，ｉ）、（Ｚｋ，Ｐ∩Ｚｋ，Ｅ，
Ｕｋ，Ｐ∩Ｕｋ，Ｅ，）都是状态变量 ｘｋ－ｊ＋１的条件基．
证明 对于 ｊ步延迟共享模式，有：Ｚｋ，Ｐ∩Ｚｋ，Ｅ＝

Ｚｋ－ｊ；Ｕｋ，Ｐ∩Ｕｋ，Ｅ＝Ｕｋ－ｊ＋１，因此γ∈Γ，给定由（Ｚｋ－ｊ，
Ｕｋ－ｊ＋１）生成的数据集后，由式（１）知，ｘｋ－ｊ＋１可递归地
表示为 ｘ０与部分原始随机变量的函数，记之为 ｇｋ－ｊ＋１，
即：

ｘｋ－ｊ＋１＝ｇｋ－ｊ＋１（ｘ０，ｗ０，ｗ１，…，ｗｋ－ｊ，ｕＵｋ－ｊ＋１）．

同理，观测数据集 ｚＺｋ－ｊ，ｉ也可表示为ｘ０与部分原始随机

变量的函数，记之为 ｇｉｋ－ｌ，即：
ｚｉｋ－ｌ＝ｇｉｋ－ｌ（ｘ０，ｗ０，ｗ１，…，ｗｋ－ｌ－１，ｕＵｋ－ｌ，ｖ

ｉ
ｋ－ｌ）；

ｌ＝ｊ，ｊ＋１，…ｋ．
令ωｋ－ｊ＝（ｘ０，ｗ０，ｖＰ０，ｖＥ０…，ｗｋ－ｊ，ｖＰｋ－ｊ，ｖＥｋ－ｊ）表示

０～ｋ－ｊ时刻所有原始随机变量构成的矢量．定义概率
空间（Ωｋ－ｊ，Ｆ（Ωｋ－ｊ），Ｐω），由于所有原始随机变量相
互独立，故联合概率测度 Ｐω存在且等于各分量概率测
度的乘积．

又因函数 ｆｋ、ｈｉｋ（ｋ＝０，１，…Ｎ－１）连续或分段连
续，故函数 ｇｋ－ｊ＋１、ｇｉｋ－ｌ（ｉ＝Ｐ，Ｅ；ｌ＝ｊ，ｊ＋１，…，ｋ）为概
率空间（Ωｋ－ｊ，Ｆ（Ωｋ－ｊ），Ｐω）上的 Ｂｏｒｅｌ可测映射，因此
ｘｋ－ｊ＋１、ｚｉｋ－ｌ为（Ωｋ－ｊ，Ｆ（Ωｋ－ｊ），Ｐω）上的随机矢量．令
（ΩＺ，Ｆ（ΩＺ），Ｐｚ）表示由 Ｚｋ－ｊ生成的所有观测量构成
的概率空间，（Ωｘ，Ｆ（Ωｘ），Ｐｘ）表示由 ｘｋ－ｊ＋１确定的概
率空间．

ｘ，ｙ∈Ｒｎ，将关系 ｘｉ＜ｙｉ（ｉ＝０，１…ｎ）记作 ｘ＜
ｙ．给定数据集 ｕＵｋ－ｊ＋１后，将 ｘｋ－ｊ＋１条件概率分布记作
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Ｐｘ（ｘｋ－ｊ＋１＜ｘ｜ｕＵｋ－ｊ＋１）．由于 ｇｋ－ｊ＋１为（Ωｋ－ｊ，Ｆ（Ωｋ－ｊ））
到（Ωｘ，Ｆ（Ωｘ））的 Ｂｏｒｅｌ可测映射，所以存在事件 Ａ∈
Ｆ（Ωｋ－ｊ），使得：

ｇｋ－ｊ＋１－１（ｘｋ－ｊ＋１＜ｘ｜ｕＵｋ－ｊ＋１）＝Ａ，

Ｐｘ（ｘｋ－ｊ＋１＜ｘ｜ｕＵｋ－ｊ＋１）＝Ｐω（Ａ），

故存在函数 Ｆ１（ｘ，ｕＵｋ－ｊ＋１）＝Ｐω（Ａ）．
同理，给定 ｕＵｋ－ｊ＋１后，存在事件 Ｂ

ｉ
ｌ∈Ｆ（Ωｋ－ｊ）使得

ｇｉ－１ｋ－ｌ（ｚｉｋ－ｌ）＝Ｂｉｌ（ｉ＝Ｐ，Ｅ；ｌ＝ｊ，ｊ＋１，…，ｋ）．记这些事件
的交集为 Ｂ，则：Ｐω（Ｂ）＝Ｐｚ（Ｚ＝ｚＺｋ－ｊ），故存在 Ｆ２
（ｚＺｋ－ｊ，ｕＵｋ－ｊ＋１）＝Ｐω（Ｂ）．

对于事件 Ａ和 Ｂ的交集，同样存在函数 Ｆ３（ｘ，
ｚＺｋ－ｊ，ｕＵｋ－ｊ＋１）＝Ｐω（Ａ∩Ｂ）．因此：

Ｐ（ｘｋ－ｊ＋１＜ｘ｜ｚＺｋ－ｊ，ｕＵｋ－ｊ＋１）

＝
Ｐ（ｘｋ－ｊ＋１＜ｘ，ｚＺｋ－ｊ｜ｕＵｋ－ｊ＋１）

Ｐ（ｚＺｋ－ｊ｜ｕＵｋ－ｊ＋１）

＝
Ｐω（Ａ∩Ｂ）
Ｐω（Ｂ）

＝
Ｆ３（ｘ，ｚＺｋ－ｊ，ｕＵｋ－ｊ＋１）
Ｆ２（ｚＺｋ－ｊ，ｕＵｋ－ｊ＋１）

定义函数 Ｆ（ｘ，ｚＺｋ－ｊ，ｕＵｋ－ｊ＋１）：

Ｆ（ｘ，ｚＺｋ－ｊ，ｕＵｋ－ｊ＋１）＝

Ｆ３（ｘ，ｚＺｋ－ｊ，ｕＵｋ－ｊ＋１）
Ｆ２（ｚＺｋ－ｊ，ｕＵｋ－ｊ＋１）

， Ｐω（Ｂ）≠０

０， Ｐω（Ｂ）
{

＝０
所以，在给定σ域 Ｆ（Ｚｋ－ｊ，Ｕｋ－ｊ＋１，）后，存在

Ｆ（ｘ，ｚＺｋ－ｊ，ｕＵｋ－ｊ＋１），使得 ｘｋ－ｊ＋１的条件概率分布满足：

Ｐ（ｘｋ－ｊ＋１＜ｘ｜ｚＺｋ－ｊ，ｕＵｋ－ｊ＋１） ａ．ｅ．Ｆ
（ｘ，ｚＺｋ－ｊ，ｕＵｋ－ｊ＋１）．

根据定义６，三元组（Ｚｋ－ｊ，Ｕｋ－ｊ＋１，）构成状态变
量 ｘｋ－ｊ＋１的条件基．同理可证，（Ｚｋ，ｉ，Ｕｋ，ｉ，Ｌｊｋ，ｉ）为
ｘｋ－ｊ＋１的条件基．
定理２ ｊ步延迟共享模式下随机微分对策问题的

最优控制可表示为：

γｋ，ｉ（δｋ，λｋ，ｉ）＝φｋ，ｉ（λｋ，ｉ，Ｆｋ（δｋ）），
其中：δｋ＝｛ｚＺｋ－ｊ，ｕＵｋ－ｊ＋１｝，表示 ｋ时刻 Ｐ和 Ｅ的共享信

息；λｋ，ｉ＝ｕＡｉｋ∪ ｚＢ
ｉ
ｋ
，表示单元 ｉ的独有信息，Ａｉｋ＝

｛（ｐ，ｉ）｜ｋ－ｊ＜ｐ≤ｋ－１｝，Ｂｉｋ＝｛（ｐ，ｉ）｜ｋ－ｊ＜ｐ≤ｋ｝；
Ｆｋ（δｋ）为 ｘｋ－ｊ＋１的条件概率分布．
证明 根据定理 １，（Ｚｋ，Ｐ∩Ｚｋ，Ｅ，Ｕｋ，Ｐ∩Ｕｋ，Ｅ，）为

ｘｋ－ｊ＋１的条件基．若上述 ｊ步延迟共享模式下的最优设
计为γ，根据双方极值原理及 Ｂｅｌｌｍａｎ原理，首先考虑
单元Ｐ最后一步的优化：
Ｊ^（γＰＮ－１，γＥ）＝ｉｎｆ

ｕＰＮ－１

｛Ｅ［（Ｇ（ｘＮ－１，ｕＰＮ－１，ｕＥＮ－１）

＋ｆＮ－１（ｘＮ－１，ｕＰＮ－１，ｕＥＮ－１，
ｗＮ－１））｜λＮ－１，Ｐ，δＮ－１］｝

由式（１）知 ｘＮ－１可递归地表示为 ｘＮ－１与部分原始
随机变量的可测函数，记之为 ｇＮ－１．同时记：

ω
Ｐ
Ｎ－１＝（ｖＰＮ－ｊ，ｗＮ－ｊ，…，ｖＰＮ－１，ｗＮ－１），

ＶＥＮ－１＝（ｖＥＮ－ｊ，…，ｖＥＮ－１），
则：

γ
Ｐ
Ｎ－１（δＮ－１，λＮ－１，Ｐ）＝ａｒｇｉｎｆ

ｕＰＮ－１

｛Ｅ［ｇＮ－１（ωＰＮ－１，ｘＮ－ｊ，

ｕＡＰＮ－１，ｕ
Ｐ
Ｎ－１，ｕＡＥＮ）｜λＮ－１，Ｐ，δＮ－１］｝

（２）
由于逃逸者Ｅ的控制函数为状态和观测的确定性

可测函数，因此 ｕＡＥＮ可表示为Ｖ
Ｅ
Ｎ－１、ω

Ｐ
Ｎ－１、ｘＮ－ｊ的函数．

显然，ＶＥＮ－１独立于λＮ－１，Ｐ、δＮ－１、ωＰＮ－１、ｘＮ－ｊ，因此式（２）
中 ｇＮ－１的求期望可先对 ＶＥＮ－１进行，对 ＶＥＮ－１求期望后
的函数记为珔ｇＮ－１．给定δＮ－１、ｕＡＰＮ－１的条件下，ｚＢＰＮ－１中的

每个元素都可表示为 ｘＮ－ｊ与ωＰＮ－１的Ｂｏｒｅｌ可测函数，故
ｚＢＰＮ－１的原象集为 ｘＮ－ｊ与ω

Ｐ
Ｎ－１联合概率空间中的事件．

记该事件为 ＳＮ－１，则式（２）可进一步表示成式（３）：

γ
Ｐ
Ｎ－１（δＮ－１，λＮ－１，Ｐ）＝

ａｒｇｉｎｆ
ｕＰＮ－１

｛ＳＮ－１

珔ｇＮ－１（ωＰＮ－１，ｘＮ－ｊ，ｕＡＰＮ－１，ｕ
Ｐ
Ｎ－１）·ｐｄｆωＰＮ－１（ω

Ｐ
Ｎ－１）ｄωＰＮ－１·ｄＦＮ－１（δＮ－１）｝

ＳＮ－１
ｐｄｆωＰＮ－１（ω

Ｐ
Ｎ－１）ｄωＰＮ－１·ｄＦＮ－１（δＮ－１）

（３）
式（３）的分母表示 ＳＮ－１的概率测度，它是δＮ－１、

ｕＡＰＮ－１、ｚＢ
Ｐ
Ｎ－１
的函数，与 ｕＰＮ－１无关．另外，给定 ｘＮ－ｊ后，

ω
Ｐ
Ｎ－１的积分域为｛ω

Ｐ
Ｎ－１｜（ωＰＮ－１，ｘＮ－ｊ）∈ ＳＮ－１｝，将

珔ｇＮ－１对ωＰＮ－１积分后的函数记为珕ｇＮ－１．即得到：

γ
Ｐ
Ｎ－１（δＮ－１，λＮ－１，Ｐ）＝ａｒｇｉｎｆ

ｕＰＮ－１

｛∫ｘＮ－ｊ

珕ｇＮ－１（ｘＮ－ｊ，λＮ－１，Ｐ，

ｕＰＮ－１）ｄＦＮ－１（δＮ－１）｝
＝φＮ－１，Ｐ（λＮ－１，Ｐ，ＦＮ－１（δＮ－１）） （４）

将式（４）的最优控制 ｕＰＮ－１代入 Ｊ^（γＰＮ－１，γＥ）中，可

知 Ｊ^（γＰＮ－１，γＥ）亦为λＮ－１，Ｐ与δＮ－１的函数．
依次后向归纳，便可证明对于 ｋ＝０，…，Ｎ－１，γｋ，Ｐ

都可表示为φ

ｋ，Ｐ（λｋ，Ｐ，Ｆｋ（δｋ））的形式．同理可证，γｋ，Ｅ

亦可表示为φ

ｋ，Ｅ（λｋ，Ｅ，Ｆｋ（δｋ））的形式．

定理３ 对于线性高斯微分对策问题，当信息模式

为 ｊ步延迟共享模式时，给定由（Ｚｋ，Ｐ∩Ｚｋ，Ｅ，Ｕｋ，Ｐ∩
Ｕｋ，Ｅ）生成的数据集时：
（１）ｘｋ－ｊ＋１的条件概率分布 Ｆｋ为高斯分布，条件均

值珔Ｆｋ（δｋ）为已知数据的线性变换，且线性变换的系数
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及条件协方差都与已知数据无关；

（２）对策双方的最优控制可以表示为γｋ，ｉ（δｋ，λｋ，ｉ）

＝φｋ，ｉ（λｋ，ｉ，珔Ｆｋ（δｋ））．
证明 根据定理 １，（Ｚｋ，Ｐ∩Ｚｋ，Ｅ，Ｕｋ，Ｐ∩Ｕｋ，Ｅ，）为

ｘｋ－ｊ＋１的条件基．对于线性系统，ｘｋ－ｊ＋１可递归地表示
为随机矢量ωｋ－ｊ（具体定义见定理１的证明）与 ｕＵｋ－ｊ＋１
的线性函数；而观测 ｚｉｋ也可表示为ωｋ－ｊ与ｕＵｋ－ｊ＋１的线性
函数．所以：

ｚＰ０ ｚＥ０ … ｚＰｋ－ｊ ｚＥｋ－ｊ ｘｋ－ｊ[ ]＋１
Ｔ

＝Φωｋ－ｊ＋Ｂ· ｕＰ０ ｕＥ０ … ｕＰｋ－ｊ ｕＥｋ－[ ]ｊ Ｔ

已知 ｕＵｋ－ｊ＋１的条件下，由于ωｋ－ｊ为各分量相互独立
的高斯随机变量，所以 ｘｋ－ｊ＋１、ｚＺｋ－ｊ亦为高斯随机变量．
由引理 １可知，已知 ｚＺｋ－ｊ、ｕＵｋ－ｊ＋１的条件下，ｘｋ－ｊ＋１服从
高斯分布，其条件均值珔Ｆｋ（δｋ）为已知数据δｋ的线性变
换，且线性变换的系数及条件协方差都与已知数据δｋ
无关，结论１得证．

参考定理２的证明，单元Ｐ倒数第 ｌ步的优化可表
示为：

γ
Ｐ
Ｎ－ｌ（δＮ－ｌ，λＮ－ｌ，Ｐ）＝ａｒｇｉｎｆ

ｕＰＮ－ｌ

｛∫ｘＮ－ｌ－ｊ＋１

珕ｇＮ－ｌ（ｘＮ－ｌ－ｊ＋１，

ｕＡＰＮ－ｌ，ｕ
Ｐ
Ｎ－ｌ）ｄＦＮ－ｌ（δＮ－ｌ）｝ （５）

已知δＮ－ｌ的条件下，ｘＮ－ｌ－ｊ＋１服从高斯分布．令
ｘＮ－ｌ－ｊ＋１＝珔ｘＮ－ｌ－ｊ＋１＋ｘ，则 ｘ服从均值为零，方差为

ΣＮ－ｌ－ｊ＋１的高斯分布．式（５）即可写成：

γ
Ｐ
Ｎ－ｌ（δＮ－ｌ，λＮ－ｌ，Ｐ）＝ａｒｇｉｎｆ

ｕＰＮ－ｌ

｛∫ｘ
珕ｇＮ－ｌ（珔ｘＮ－ｌ－ｊ＋１，ｘ，

ｕＡＰＮ－ｌ，ｕ
Ｐ
Ｎ－ｌ）·ｐｄｆ（ｘ）ｄｘ｝

＝ａｒｇｉｎｆ
ｕＰＮ－ｌ

｛珕ｇＮ－ｌ（珔ｘＮ－ｌ－ｊ＋１，ｕＡＰＮ－ｌ，ｕ
Ｐ
Ｎ－ｌ）｝

＝φＮ－ｌ，１（λＮ－ｌ，Ｐ，珔ＦＮ－ｌ（δＮ－ｌ））
结论２得证．
定理４ 对于单步延迟共享模式下无控制约束的

线性二次高斯微分对策（ＬＱＧＤＧ）问题，双方的最优控制

γｋ，ｉ、φ

ｋ，ｉ是已知数据的线性函数．
证明 式（１）的线性二次形式可表示如下：
ｘｋ＋１＝Ａｋｘｋ＋ＢＰｋｕＰｋ＋ＢＥｋｕＥｋ＋ｗｋ
ｚＰｋ＝ＨＰｋｘｋ＋ｖＰｋ
ｚＥｋ＝ＨＥｋｘｋ＋ｖＥｋ
Ｊ＝Ｅ［ｘＴＮＰＮｘＮ

＋∑
Ｎ－１

ｋ＝０
（ｘＴｋ珚Ｑｋｘｋ＋（ｕＰｋ）Ｔ珚ＲＰｋｕＰｋ－（ｕＥｋ）Ｔ珚ＲＥｋｕＥｋ）］（６）

其中：ＰＮ、珚Ｑｋ、珚Ｒｋ为相应的加权矩阵，ＰＮ、珚Ｑｋ对称半正
定，珚ＲＰｋ对称正定、珚ＲＥｋ对称负定．下面只需证明定理３中
的φ


ｋ，ｉ为λｋ，ｉ与珔Ｆｋ（δｋ）的线性函数．为简化表示，令：

ｕｋ＝ ｕＰｋ，ｕＥ[ ]ｋ Ｔ；Ｂｋ＝［ＢＰｋ，ＢＥｋ］；珚Ｒｋ＝
珚ＲＰｋ ０

０ －珚ＲＥ[ ]
ｋ

在单步延迟共享模式下，λｋ，ｉ＝ｚｉｋ，δｋ＝ｕＵｋ∪ｚＺｋ－１．
考虑单元Ｐ最后一步的优化：
ｕＰＮ－１＝γＰＮ－１（δＮ－１，ｚＰＮ－１）

＝－（珚ＲＰＮ－１＋（ＢＰＮ－１）ＴＰＮＢＰＮ－１）－１（ＢＰＮ－１）               

Ｔ

Λ
Ｐ
Ｎ－１

ＰＮ

·（Ｅ［ＡＮ－１ｘＮ－１＋ＢＥＮ－１ｕＥＮ－１｜ｚＰＮ－１，δＮ－１］＋珚ｗＮ－１）
＝－ΛＰＮ－１ＰＮ（ＡＮ－１Ｅ［ｘＮ－１｜ｚＰＮ－１，δＮ－１］）
＋ＢＥＮ－１Ｅ［ｕＥＮ－１（ｚＥＮ－１，δＮ－１）｜ｚＰＮ－１，δＮ－１］＋珚ｗＮ－１）
由于 ｕＰＮ－１表达式中的时间下标全为 Ｎ－１（除 ＰＮ

外），为简便起见，后面表述中省去时间下标并将身份

标识下移．线性高斯条件下，根据卡尔曼滤波方程可以
得到：

ｕＰ ＝－ΛＰＰＡ［珔ｘ＋ＫＰ（ｚＰ－（ＨＰ珔ｘ＋珋ｖＰ））］
－ΛＰＰＢＥ·Ｅ［ｕＥ（ｚＥ，δ）｜ｚＰ，δ］－ΛＰＰ珚ｗ

其中：珔ｘ＝珔Ｆｋ（δｋ），表示状态预测；ＫＰ为相应的卡尔曼
增益．同理，可得 ｕＥ如下：
ｕＥ ＝－ΛＥＰＡ［珔ｘ＋ＫＥ（ｚＥ－（ＨＥ珔ｘ＋珋ｖＥ））］

－ΛＥＰＢＰ·Ｅ［ｕＰ（ｚＰ，δ）｜ｚＥ，δ］－ΛＥＰ珚ｗ
将 ｕＥ带入 ｕＰ，可得：

ｕＰ ＝ΛＰ［ＰＢＥΛＥ－Ｉ］ＰＡ珔ｘ＋（ΛＰＰＢＥΛＥＰ－ΛＰＰ）珚ｗ
＋ΛＰＰ［ＢＥΛＥＰＡＫＥＨＥ－Ａ］ＫＰ［ｚＰ－（ＨＰ珔ｘ＋珋ｖＰ）］
＋ΛＰＰＢＥΛＥＰＢＰＥ［Ｅ［ｕＰ（ｙ，δ）｜ｚＥ，δ］｜ｚＰ，δ］

（７）
式（７）中的变量 ｙ代表观测矢量ｚＰ；数学期望 Ｅ［Ｅ［ｕＰ
（ｙ，δ）｜ｚＥ，δ］｜ｚＰ，δ］可表示为：

Ｅ［Ｅ［ｕＰ（ｙ，δ）｜ｚＥ，δ］｜ｚＰ，δ］

＝∫
＋∞

－∞
（∫
＋∞

－∞
ｐｄｆｚＰ（ｙ｜ｚＥ，δ）·ｐｄｆｚＥ（ｚＥ｜ｚＰ，δ）ｄｚＥ

                 
）

Ｋ（ｙ，ｚＰ）

·ｕＰ（ｙ，δ）·ｄｙ （８）
由引理２可知，式（８）中的积分核函数 Ｋ（ｙ，ｚＰ）为

高斯核，且均值为 ｚＰ和珔ｘ的线性函数，故 ｕＰ满足如下
Ｆｒｅｄｈｏｌｍ第二类积分方程：

ｕＰ ＝Ｌ珔ｘ＋ＭｚＰ＋Ｎ＋Ｏ∫
＋∞

－∞
ｕＰ（ｙ，δ）·Ｋ（ｙ，ｚＰ）ｄｙ

（９）
式（９）中，Ｌ、Ｍ、Ｎ、Ｏ分别表示系数矩阵．方程式（９）的
通解具有形如 ｕＰ ＝Ａ珔ｘ＋ＢｚＰ＋Ｃ的线性形式．同理可
证，ｕＥ也具有类似形式．所以对于最后一步的优化，

φ

Ｎ－１，ｉ为λＮ－１，ｉ、珔ＦＮ－１（δＮ－１）的 线 性 函 数．由 于

珔ＦＮ－１（δＮ－１）为δＮ－１的线性函数，故γｋ，ｉ为λＮ－１，ｉ、δＮ－１
的线性函数．
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对于倒数第 ｋ步的优化，采用类似方法可以证明，

φ

Ｎ－ｋ，ｉ为λＮ－ｋ，ｉ、珔ＦＮ－ｋ（δＮ－ｋ）的线性函数，γＮ－ｋ，ｉ为

λＮ－ｋ，ｉ、δＮ－ｋ的线性函数．
下面考虑一类特殊的微分对策．当式（１）的对策问

题中仅有一个控制单元时，二人随机微分对策就退化

为一个随机最优控制问题．对于严标准模式下的随机
最优控制问题，有以下定理．

定理５ 对于严标准模式下的随机控制，将γｋ表

示为γｋ＝φｋＦｋ的形式不影响控制的最优性，即最优设
计γｋ可表示为γ


ｋ＝φｋＦｋ的形式．这样γｋ的设计

便分解为确定φ

ｋ和Ｆｋ两个独立的问题．

证明 略（类似定理２的证明）．
定理６（确定性等价原理） 对于严标准模式下无

控制约束的线性二次系统，最优设计γｋ＝φｋ 珔Ｆｋ．其
中：φ


ｋ 表示原始随机变量取其均值所对应的确定性

等效系统的最优控制律，为已知数据的线性函数．
证明 略（请参考文献［５］）．
推论１ 对于严标准模式下的线性高斯（ＬＧ）系统，

最优控制γｋ＝φｋ珔Ｆｋ．其中：珔Ｆｋ为ｘｋ的条件均值，是
已知数据的线性变换；φ


ｋ 通常不同于定理 ６中的

φ

ｋ ．
证明 根据定理５，严标准模式下的最优控制可表

示成γｋ＝φｋＦｋ的形式．考虑倒数第 ｌ步的优化：

γＮ－ｌ（ｚＮ－ｌ，ｕＮ－ｌ）＝ａｒｇｍｉｎ
ｕＮ－ｌ
｛∫ｘＮ－ｌ

［Ｇ（ｘＮ－ｌ，ｕＮ－ｌ）

＋珔η
Ｊ
Ｎ－ｌ（ｘＮ－ｌ，ｕＮ－ｌ）］·ｄＦＮ－ｌ｝

对于 ＬＧ系统，已知δＮ－ｌ的条件下，ｘＮ－ｌ服从
（珔ｘＮ－ｌ，ΣＮ－ｌ）的高斯分布．令 ｘＮ－ｌ＝珔ｘＮ－ｌ＋ｘ，则 ｘ服
从均值为零，方差为ΣＮ－ｌ的高斯分布，则：

γＮ－ｌ（ｚＮ－ｌ，ｕＮ－ｌ）＝ａｒｇｍｉｎ
ｕＮ－ｌ
｛∫ｘ
［Ｇ（珔ｘＮ－ｌ＋ｘ，ｕＮ－ｌ）

＋珔η
Ｊ
Ｎ－ｌ（珔ｘＮ－ｌ＋ｘ，ｕＮ－ｌ）］·ｐｄｆ（ｘ）ｄｘ｝

＝ａｒｇｍｉｎ
ｕＮ－ｌ
｛珔Ｇ（珔ｘＮ－ｌ，ｕＮ－ｌ）＋珕η

Ｊ
Ｎ－ｌ（珔ｘＮ－ｌ，ｕＮ－ｌ）｝

＝φＮ－ｌ（珔ｘＮ－ｌ）＝φＮ－ｌ珔ＦＮ－ｌ（ｚＮ－ｌ，ｕＮ－ｌ）
所以，严标准模式下ＬＧ系统的最优控制可表示为

γｋ＝φｋ珔Ｆｋ，且φｋ通常不同于定理６中φｋ ．
推论２ 对于严标准模式下无控制约束的线性二

次高斯（ＬＱＧ）系统，最优控制γｋ＝φｋ 珔Ｆｋ，并且γｋ
为已知数据的线性函数．

证明 根据定理６，γｋ可表示为γｋ＝φｋ 珔Ｆｋ的
形式，其中珔Ｆｋ为ｘＮ－１的条件均值．对于线性高斯系统，
珔Ｆｋ为已知数据ｚＮ－ｌ、ｕＮ－ｌ的线性变换，所以最优控制

γｋ为已知数据的线性函数．

５ 结束语

本文在给出离散时间二人随机微分对策问题信息

模式及其相关概念的数学定义后，证明了与几种典型

信息模式及其相应微分对策解的结构相关的定理．现
就各定理作如下说明：

（１）定理１关于条件基的结论对于随机微分对策状
态估计器的设计具有理论指导意义．由于（Ｚｋ，Ｐ∩Ｚｋ，Ｅ，
Ｕｋ，Ｐ∩Ｕｋ，Ｅ，）为状态 ｘｋ－ｊ＋１的条件基，所以其估计器
的设计可独立于控制律．特别地，当 ｊ＝１时，由于 Ｌｊｋ，ｉ
＝，给定信息模式所生成的数据集｛ｚＺｋ，ｉ，ｕＵｋ，ｉ｝后，状
态变量 ｘｋ的条件分布独立于设计γ，因此，估计器设计
可完全独立于控制律．该结论对于二人对策问题及 ＭＩ
ＭＯ随机系统最优控制非常重要．

（２）定理２说明了 ｊ步延迟共享模式下微分对策最
优解的结构．由结论可知，最优控制依赖于 ｘｋ－ｊ＋１的概
率分布及对策双方的独有信息λｋ，ｉ，最优控制律不能独

立于估计器．基于此，某些文献中称定理１为部分分离
原理［１４］．由于线性高斯系统的典型性，定理３、４给出了
ｊ步延迟共享模式下线性高斯系统最优控制的形式．
（３）定理５、６与推论１、２描述了严标准模式下最优

控制的结构．定理６即确定性等价原理，指出了随机最
优控制与相应的确定性等效系统最优控制间的联系．
根据定理 ６，最优控制律与状态估计器可相互独立设
计．目前的随机系统最优控制中广泛采用了这一结论．
特别地，推论１指出了线性高斯系统最优控制的形式，
推论２关于线性二次高斯系统的论断，常被视作确定性
等价原理（或分离原理［５］），它其实只是定理６在高斯噪
声下的特殊情况．应用中需注意每个定理的条件，定理
５与推论１中的φｋ一般不等同于定理６与推论２中的

φ

ｋ ，此时的最优控制不能独立于状态估计．
在目前随机微分对策的应用中，控制律设计大都

基于确定性等价原理（定理６）．然而，实际应用中由于
存在控制饱和、非二次指标、系统非线性等原因，定理６
的条件并不成立，因而基于确定性等价原理的设计并

不能获得最优的性能．但就目前而言，非完美信息模式
下最优对策问题求解仍然是一个极富挑战性的难

题［１５］，对策问题的最优解析解很难获得或者根本就不

存在，此时更多的需要借助数值解法．文献［１５］提出了
一种基于多智能体的搜索寻优方法，结论表明对于零

和追－逃微分对策，该方法的性能优于传统解析方法．
因此，深刻认识理解信息模式的相关概念，研究特定信

息模式下最优解的结构，可为设计快速有效的数值解

法提供理论依据，这正是本文研究工作的一个重要出

发点．

附录 引理１和２

引理１ 若矢量 ｘ为ｎ维联合高斯分布，已知 ｘ的
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部分分量 ｘ１＝［ｘｉ＋１，…，ｘｎ］Ｔ后，未知部分 ｘ０＝［ｘ１，ｘ２，
…，ｘｉ］Ｔ的条件概率密度仍为联合高斯分布，ｘ０的条件
均值为 ｘ１的线性变换，且线性变换的系数及条件协方
差阵均与 ｘ１的取值无关．

引理２ 若矢量 ｘ∈Ｒｎ、ｙ∈Ｒｍ服从联合高斯分
布，其均值和协方差阵分别为：

μ＝
μｘ

μ
[ ]
ｙ
；Σ＝

Ｃｘｘ Ｃｘｙ
Ｃｙｘ Ｃ

[ ]
ｙｙ

将已知 ｘ时ｙ的条件概率密度函数记为ｐｄｆｙ，已知
ｙ时ｘ的条件概率密度函数计作ｐｄｆｘ，则式（Ａ１）所示的
积分函数 Ｋ（ｘ，ｚ）为 ｘ的高斯函数，且均值为参变量 ｚ
和μｘ的线性函数．

Ｋ（ｘ，ｚ）＝∫ｙ
ｐｄｆｙ（ｙ｜ｚ）·ｐｄｆｘ（ｘ｜ｙ）·ｄｙ，ｚ∈Ｒｎ （Ａ１）

（引理的证明从略）．
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