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� � 摘 � 要: � 本文推导了一种改进的时域积分方程(TDIE)方法, 用于计算任意导体目标的瞬态电磁散射问题. 采用

隐式时间步进法,对典型导体目标包括尖劈板、立方体、导体球和球冠锥体进行了求解, 得到了正确的瞬态响应结果,

没有发现后期不稳定性现象.
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Abstract: � A modified T ime�domain Integral Equation ( TDIE) method is proposed and used to calculate the transient electro�
magnetic scattering by arbitrary conducting objects. Some typical targets, including a pie�shaped plate, a cube, a sphere and a specific

conical model, are analyzed and discussed using the Implicit Marching�On�in�Time scheme. The present approach gives correct tran�
sient responses from conducting objects, and late�time instability is not observed.
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1 � 引言

� � 瞬态电磁学研究有着广泛的应用背景, 包括电磁兼容、

目标识别和成像、反隐身技术、超宽带雷达、电路和天线的瞬

态信号分析等.与频域方法相比,时域方法有其突出的优点,

如: ( 1)时域方法的一次模拟可以获得宽带数据, 而频域方法

需要计算许多频率取样点, 再通过傅立叶逆变换得到有限带

宽的时域数据,计算量一般要大得多; ( 2)时域方法直接给出

时域结果,能清晰地反映出电磁波与目标随时间的相互作用.

计算电磁学中的时域方法包括时域有限差分( FDTD)法

和时域积分方程(TDIE)法. FDTD是基于 K. S. Yee 1966年提出

的Yee氏网格单元的一种微分方程方法[ 1] , 其基本理论比较

简单; 但是对于三维问题,要采用空间离散, 所以未知量数目

较多,边界条件包括吸收边界条件必须小心处理. 与 FDTD相

比,TDIE理论公式要复杂一些; 但是因为采用表面离散, 所以

未知量要少得多,而且边界条件是自动被满足的, 没有吸收边

界条件处理等问题. Bennett 1968 年首先将 TDIE 应用到电磁

学领域[ 2] ,但是受计算方法和计算机性能的限制, 直到上世纪

九十年代, TDIE 才获得重要进展, 主要标志如: ( 1)采用隐式

时间步进法( IMOT, Implicit Marching�on�in�time)代替原先的显

式时间步进法 ( EMOT, Explicit Marching�on�in�time) , 解决了一

些计算实例的后期不稳定性[3, 4] ; ( 2)直接从早先的时域响应

通过外插值方法获得后期响应,因为激励源消失后的后期响

应是衰减振荡[ 5] , 避免了不稳定的后期响应的计算; ( 3)计算

方法的进步, 包括借鉴频域快速多级子方法( FMM)提出的时

域平面波( PWTD)算法, 基本解决了三维电大物体瞬态散射的

计算[ 6, 7] .近几年 ,TDIE 又成为计算电磁学的一个研究热点.

本文首先推导了一种既适合于分层介质又适合自由空间

问题的通用时域积分方程 (TDIE)公式, 接着采用隐式时间步

进法( IMOT )计算了三维复杂导体目标的瞬态散射,因为 IMOT

的时间步长可以自由调整, 不仅有利于克服数值不稳定性, 也

可以提高计算效率. 尽管 IMOT 在每个时间步都要求解稀疏

矩阵方程, 但总体计算时间一般少于 EMOT, 因为 EMOT 的时

间步长受空间离散密度的限制, 所需要的时间步比 IMOT 大

很多. 本文第二部分推导改进的时域积分方程矩量法公式, 第

三部分给出计算实例的数值结果和相关讨论.

收稿日期: 2003�12�10;修回日期: 2004�08�26

基金项目:国家人事部留学回国人员启动项目资助

�
第 3期

2005年 3月

电 � � 子 � � 学 � � 报
ACTA ELECTRONICA SINICA

Vol . 33 � No. 3

Mar. � 2005
�



2 � 基本原理与公式

� � 对于三维任意目标瞬态散射问题, 目前几乎所有文献采

用的时域积分方程公式都仅局限于求解自由空间目标的分

析.考虑到时域积分方程(TDIE)对分层介质等非自由空间问

题分析的通用性,我们把矢势、标势用一般的时域格林函数来

表示,这样针对不同的问题, 只要更换相应的时域格林函数形

式就可以了.

根据导体表面总切向电场为零的边界条件, 可以得到时

域电场积分方程(TDEFIE) :

�
�t
A ( r, t) + � �( r, t)

tan
= [ Einc( r, t) ] tan (1)

把矢势和标势分别用时域格林函数来表示:

A ( r, t) =�S�
t

0
gA( | r- r | , t - t )!J( r , t ) dt dS (2)

�( r, t) =�S�
t

0
gq( | r- r | , t- t )! ( r , t ) dt dS (3)

其中电流分布 J ( r, t)和电荷分布  ( r, t )满足电流连续性方

程

�!J( r, t)+
�
�t
 ( r, t) = 0 (4)

进一步,可以把 gA ( R, !)、gq( R , !)写为:

gA ( R, !)=
∀
4#

�
�!

GA ( R, !) , � gq( R , !)=
1

4#∃
�
�!

Gq( R, !) (5)

对于在自由空间情形,有 GA = Gq= U( !, R/ c) / R ,其中 U(! )

是单位阶跃函数,利用 �U( !- R / c) / �!= %( !- R / c) , 将此

式代入式(2) (3)便得到熟知的自由空间下的推迟势公式. 把

式(2) ~ (5)代入到式(1) ,得到积分方程为:

1

c2
�2

�t 2 ∀+ � �( r, t)
tan
= [ Einc( r, t) ] tan (6)

∀ ( r, t) =
1

4#∃�S�
t

0
GA ( | r - r | , t - t ) ! J( r , t ) dt dS 

(7)

�( r, t) =
- 1
4#∃�S�

t

0
Gq( | r - r | , t - t ) � ! J ( r , t ) dt dS 

(8)

对于自由空间, ∀就是熟知的Hertz 矢量, �= - �! ∀ .对

于非自由空间比如微带结构[ 10] , GA( R, !) # Gq( R, !) # U( !

- R/ c ) / R, 但式( 6) ~ ( 8)的积分方程和势函数形式仍然成

立,如果 J( r , t ∃ 0) = 0 的话(相当于假定 Einc ( r, t ∃ 0) =

0) .另外,因为式(3)中的电荷密度需要通过式(4)与所求解的

电流密度相联系,所以使用式 (6)~ (8)比式(1) ~ ( 3)也更直

观.于是 TDEFIE 变成求解电流时空分布的积分方程式( 6) .将

电流分布在空域用 RWG矢量三角基函数[ 8]展开,即 J( r , t )

= %
N

n= 1

I n ( t ) f n ( r ) , 并采用 Galerkin 方法在方程两边内积

RWG权函数, 利用&fm , � �∋= - &�!fm , �∋,得到

%
N

n= 1

1

c2
�2

�t2
&A

mn( t )+ &q
mn ( t) = Vinc

m ( t) (9)

其中

� � &∋mn ( t) =�
t

0
B∋mn ( t- t ) I n( t ) dt , � ∋= A or q (10)

� � BA
mn ( t - t ) = 1

4#∃�T
m
�T

n

GA( | r- r | , t - t ) fm( r)

!f n ( r ) dS dS (11)

� � Bq
mn ( t - t ) = 1

4#∃�T
m
�T

n

Gq ( | r- r | , t- t ) �! fm( r)

!� ! f n( r ) dS dS (12)

Vinc
m ( t )=�T

m

Einc( r , t)! fm( r) dS (13)

将式(9)用中心差分格式离散,在 t= k( t 时刻有

%
N

n= 1

1

( c( t) 2 [ &A
mn ( k+ 1)- 2 &A

mn ( k )+ &A
mn ( k- 1) ]

+
1
4

[ & q
mn( k+ 1) + 2& q

mn( k ) + & q
mn( k- 1) ]

=  V inc
m ( k )

(14)

 Vinc
m =

1
4

[ Vinc
m ( k+ 1) + 2Vinc

m ( k ) + Vinc
m ( k- 1) ] (15)

其中 ,将 Vinc
m 和& q

mn ( t)在 t= k( t 时刻的值用它们在相邻时刻

的平均值来代替, 这相当于对式(9)的时间测试函数为矩形脉

冲而不是点匹配, 这样有利于数值的稳定.接着,把电流分布

在时域用三角基函数展开,即

I n ( t )= %
(

l= 1

In ( l )(l ( t ) , (l (!)= 1-
| t - l( t |

(t
, | t - l(t | ∃ ( t

(16)

代入到式( 10) , 得到:

& ∋
mn ( k) = %

k

l= 1

C∋mn ( k- l ) I n ( l) ,∋= A or q (17)

其中

C∋mn ( k- l )=�
min[ ( l+ 1)(t, k(t]

( l- 1)(t
B∋

mn( k( t- t )( l( t ) dt (18)

最后, 把式(17)代入到式(14) ,并分离出( k+ 1)时间步的电流

项, 即

&∋mn ( k+ 1)= %
k+ 1

l= 1

C∋mn ( k+ 1- l ) In ( l)

= %
k

l= 1

C∋mn ( k+ 1- l ) In ( l) + C∋mn (0) I n( k+ 1) (19)

得到:

%
N
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C
A
mn

( c(t ) 2+
C

q
mn (0)

4
In ( k+ 1)= Vinc

m ( k- %
N

n= 1

) %
k

l= 1

)

!

1

( c( t) 2 [ CA
mn( k+ 1- l) - 2CA

mn ( k- l )+ CA
mn ( k- 1- l ) ]

+
1
4

[ Cq
mn ( k+ 1- l )+ 2Cq

mn ( k- l )+ Cq
mn( k- 1- l) ]

! I n( l ) (20)

式(20)可以简写为:

%
N

n= 1

Z0
mnI n ( k+ 1)=  Vinc

m - %
N

n= 1
%

k

l= 1

Zk+ 1- l
mn In ( l) ,

m= 1, 2, ), N � (21)

于是式(21)就是 TDIE 离散后得到的代数方程组, 从中我们可

以看出, 矩阵元素 Z
k+ 1- l
mn 代表第 l 个时刻取样点的第 n 条棱
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边电流对第 k 个时刻取样点的第m 条棱边广义电压的贡献,

方程左边所有棱边在 t = ( k+ 1)(t 时刻的电流可由所有棱边

在 t ∃ k(t 时刻的电流分布来确定.

具体求解时,通常首先令时间步数 k= 0, 方程右边是  Vinc
m

( 0) , 求解方程(21)得到第一个时间步的所有棱边的电流 I n

( 1) ( n= 1, ), N ) ,再令 k= 1, 重新计算方程右边, 解方程得

到 I n(2) ( n= 1, ), N ) , 以此按照时间步数的增加, 可以得到

所有时刻的电流分布,这种方法称为时间步进法(MOT,March�
ing�On�in�Time) . 当时间步长满足 (t ∃ Rmin/ c (其中 Rmin是空

间离散网格的最小距离, c 是场在相应介质中传播的速度 )

时,就是传统的显式时间步进法( EMOT ) ; 若时间步长取得较

大,满足 ( t> Rmin/ c ,称为隐式时间步进法( IMOT) . 采用 IMOT

求解时,矩阵[ Z0
mn]是一个稀疏矩阵,时间步长选取的大小直

接影响了[ Z0
mn ]的稀疏程度. 本文采用共轭梯度法在每个时

间步上进行迭代求解方程(21) , 并把前一时刻得到的电流分

布作为下一个时刻迭代求解的初始值. 当得到导体目标表面

的电流时空分布后,就可方便地计算出目标各个方向上的远

区时域电磁场,经快速傅立叶变换( FFT ) , 可以得到所计算频

谱范围内所有频率点的雷达散射截面(RCS) .

3 � 计算实例与讨论

� � 本文采用的入射脉冲为高斯脉冲, 如图 1( a)和图 1( b )

所示,其时域表示形式为

E( r , t) = E0
1

#
e
-

t- t
0
- r!k̂ / c

!
2

(22)

其中, E 0为常数, ! 决定了高斯脉冲的频谱宽度, != 1/ 3 ∗

10- 8 s , t0= 2∗ 10- 8 s , k̂ 为脉冲入射方向,取 k̂ = - ẑ . 入射脉

冲经傅立叶变换得到其频域表达式为( r= 0)

Einc( f )= E0!e
- 2j#ft

0 e- (#f !) 2 (23)

当 f = 200MHz 时,其频谱为最大值的 1. 24% .

首先, 取高斯脉冲的 E0= 120#âx , 求出二维尖劈板和三

维立方体在高斯脉冲照射下的瞬态电流分布. 二维尖劈板由

一个等边三角平板和半个圆盘组合而成,半圆盘的直径为 0.

5m ,圆心为 xy 平面的原点. 用 RWG 三角基函数离散后得到

76 个三角形, 103 条棱边, 时间步长取0. 83ns,图 2得到了尖劈

板在( 0, 0. 0417m)处的电流随时间的分布. 立方体边长 0. 2m ,

离散后得到 64个三角形, 96条棱边, 同样取时间步长 0. 83ns,

得到上表面中心的电流响应,如图 3 所示. 从图 2 和图 3 可以

看出,所得到的电流响应非常稳定, 与文献[ 9]也完全吻合.

接着, 取 E0= 1. 0âx , 计算了直径 2m 导体球的远区散射

场. 导体球离散为 336 个平面三角形, 504 条棱边,时间步长取

0. 83ns, 分别得到后向和侧向归一化远区瞬态场如图 4( a)和

4( b)所示.在图 4( a)中, 第一个峰值由球上顶点的镜像反射

产生,第二个峰值在延迟了大约 (2a + #a) / c( a 为导体球半

径)时间后产生,这恰恰就是球的下顶点处感应电流沿球面爬

行的结果. 因此, 时域积分方程可以清楚地反映爬行波的贡

献, 这是频域方法不易观察到的. 此外, 将导体球时域下的响

应经快速傅立叶变换可以得到频域下的后向 RCS 曲线, 并与

严格的理论结果进行了比较,如图 5 所示.由于离散后的网格

最小距离是 Rmin= 0. 1568m, 大约对应最小波长 )min的 1/ 10,

所以只能准确计算满足 f < f max=
c
)min

+ c
10Rmin

+ 191MHz 的频

率分量, 于是图 5中只给出了频率小于 200MHz 的部分.

490 � � 电 � � 子 � � 学 � � 报 2005 年



最后,我们对图 6 所示的球冠锥体模型进行了计算. 将表面剖

分成 296个三角形, 444条棱边, 采用式(22)的脉冲照射, 此时

E0= 1. 0âx , k̂= ẑ , 时间步长 (t = 0. 83ns.图 7 和图 8 分别是其

后向和侧向归一化远区瞬态场.

4 � 结论
� � 本文推导了一种改进的时域积分方程( TDIE)矩量法公

式,在积分方程中用赫兹势代替磁矢量势, 所得到的公式具有

普适性,既适合自由空间也适合非自由空间. 在时域测试上使

用中心差分或脉冲基而不是点匹配,有利于数值结果的稳定.

考虑到积分核可能是间断的分片连续函数, 使用高阶近似精

确地计算矩阵元.用隐含时间步进法( IMOT)计算和讨论了几

个典型导体目标的瞬态电磁散射问题, 得到稳定的瞬态电流

响应,并计算了时域远区散射场和宽带散射截面. 如果将分层

介质的时域格林函数应用到本文的公式中, 可以计算分析微

带天线和微带电路的瞬态或宽带散射和辐射问题, 这正是我

们下一步的工作.
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