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　　摘　要 : 　本文研究了镜像对称频率响应特性的线性相位准正交滤波器组 ,新算法利于设计的快速收敛.信道数

为偶数时 ,提出了一个广义线性乘积因子 , 新的格型结构带有附加的自由变量参数 ,可用来提高滤波器的特性.信道

数是奇数时 ,研究了新的结构因子 ,设计了奇数信道数的滤波器组.
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Abstract :　Generalized algorithms are proposed for linear2phase paraunitary filter banks with pairwise2mirror2image frequency

responses. The proposed algorithms promote fast convergence of design process. When the number of channels is even ,a generalized

linear factor is proposed that has additional free parameters and helps to improve the characteristics of the filters. When the number of

channels is odd ,a new structure is proposed.
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1　引言
　　近年来设计多速率线性相位滤波器组的工作受到研究人

员广泛关注 .多速率滤波器具有利用重叠变换使块效应减轻

的优点[1～3 ] .图 1示出了 M信道的滤波器组 ,其中分析和综

合滤波器分别为 Hk ( z) 、Fk ( z) ,0 Φ k Φ M - 1.实际中常要求

滤波器具有对称镜像性质[4 ,5 ] ,因为设计过程中自由参量数

随滤波器长度成线性增长 ,随信道数 ( M)成二次 (平方)增长.

在高维的参数空间中 ,对高阶非线性目标函数进行最优化设

计速度较慢且较难收敛于预期设计目标.一种加快设计程的

方法是溶入对称镜像 (PMI)频率响应性质 ,其中滤波器 Hk ( z)

和 HM - 1 - k ( z) ,0 Φ k ΦM - 1彼此关于π/ 2镜像对称 ,也就是

HM - 1 - k ( z) = ±Hk ( z) ,0 Φ k Φ M - 1.本文研究具有 PMI特性

的滤波器组的新算法.

图 1　M2信道分析/综合系统

2　符号说明和基本性质
　　M为奇和偶数时 , L 分别表示 ( M - 1) / 2和 M/ 2.对角矩

阵 Vl 是在对角线上有交替的 ±1的矩阵 ( + 1开头) ;交换矩

阵 J l为反对角线元素为 1而其余元素为 0的矩阵 .满足 W =

J WJ 的矩阵 W称为中心对称矩阵 ,满足 W = VWV、W = -

VWV的矩阵 W分别称为间零、反间零矩阵.

211　矩阵 E( z)的线性相位性质

对长度为 NM的滤波器组 ,线性相位 (LP)性质使多相矩

阵 E ( z)满足 E ( z) = z - ( N - 1)ψE ( z - 1) J M ,其中ψ是对角线

元素ψi , i = ±1的对角矩阵[6 ] .该性质对于 M 为偶数或奇数

的滤波器组都适用.

212　矩阵 E( z)的 PMI性质

在偶和奇信道的情况下 , PMI性质分别为 : (1) E ( z) =

J M E ( z) VM ; (2) Ee ( z) = J M Ee ( z) VM , E0 ( z) = - J M E0 ( z) VM ,

其中 Ee ( z)和 E0 ( z)代表 E ( z)中含 z 的偶和奇数阶次的成

分.

213　矩阵 E ( z)的因式分解结构

因式分解的基本思想是寻找低阶因子使 PMI和 LP性质

(简称 PMILP)在格状结构的级联过程中保持不变.因此 ,构造

高阶滤波器组可以简化成构造适当的低阶因子 :

收稿日期 :1999206230 ;修回日期 :2000206216

基金项目 :国家自然科学基金 (No. 69872022)

　
第 10期

2000年 10月
电　　子　　学　　报

ACTA ELECTRONICA SINICA
Vol . 28　No. 10

Oct . 　2000
　



E ( z) = E0∏
N - 1

i =0

AN - 1 - i ( z) (1)

其中初始矩阵 E0 是一个 0 阶的常数正交矩阵 , E0 满足

PMILP性质 , Ai ( z)是低阶因子. M 为偶数时 ,正交矩阵满足

( VM + J M) / 2PMILP性质 ,可以用作 E0 ; M为奇数时 ,求解 E0

的方法是在 E0 的元素中运用 PMILP性质 ,然后求解并列方

程组.

3　偶数 M的结构形式

311　LP约束

由式 Ei + 1 ( z) = Ei ( z) Ai ( z) ,又因为 Ei + 1 ( z)和 Ei ( z)均

满足 LP性质 , Ei + 1 ( z) = z - N
i + 1ψEi + 1 ( z - 1) J M , Ei ( z) = z - N

i

ψEi ( z - 1) J M ,因此 Ei ( z) Ai ( z) = z - N
i + 1ψEi ( z - 1) Ai ( z - 1) J M .

将 Ei ( z) = z - N
iψEi ( z - 1) J M代入上式左边并简化得到 Ai ( z)

= z - N
iJ MAi ( z - 1) J M .令阶数 Ni 为 1 ,可得到文献[6 ,7 ]中偶信

道数 ( M)系统中的因子 Ai ( z) = Qi ,0 D ( z) Qi ,1 ,其中 D ( z)是

对角矩阵 D ( z) = diag( IL , z - 1 IL ) , Qi ,0和 Qi ,1是如下形式的中

心对称的正交矩阵

Qi =
1
2

I I

J - J

Wi 0

0 Ui

I I

J - J
(2)

因此 E ( z) = E0 ( Q1 ,0 D ( z) Q1 ,1 ) ( Q2 ,0 D ( z) Q2 ,1 ) ⋯( Qi - 1 ,0

D ( z) Qi - 1 ,1) Qi ,0 = 0.可以证明 ( Qi - 1 ,1 Qi ,0)也是中心对称矩

阵 : Qi - 1 ,1 Qi ,0 = ( J Qi - 1 ,1 J ) ( J Qi ,0 J ) = J ( Qi - 1 ,1 Qi ,0) J ,因此

( Qi - 1 ,1 Qi ,0)可合并为单个矩阵 Qi .

312　PMI约束

定理 1　对 M为偶数的情况 ,因子 Ai ( z)中具有 PMI性

质 Ai ( z) = VMAi ( z) VM . Ai ( z)可用满足

Wi ,0 = VLUi ,0 (ΘT
iΛΘi) , Wi ,1 = (ΘT

iΛΘi) Ui ,1 VL (3)

的因子 Ai ( z) = Qi ,0 D ( z) Qi ,1来构造.

证明 :将 Ai ( z) = Qi ,0 D ( z) Qi ,1代入 PMI性质 Ai ( z) =

VMAi ( z) VM ,并应用 Vi ,0 = ( - 1) L + 1 J VLJ ,得出 : ( Wi ,0 + Ui ,0)

( Wi ,1 + Ui ,1)和 ( Wi ,0 - Ui ,0) ( Wi ,1 - Ui ,1)是间零矩阵 ; ( Wi ,0

+ Ui ,0) ( Wi ,1 - Ui ,1)和 ( Wi ,0 - Ui ,0) ( Wi ,1 + Ui ,1)是反间零矩

阵.简化这些间零和反间零性质 ,得到 Wi ,0 = VLUi ,0 Pi 和 Wi ,1

= PiUi ,1 VL ,其中 Pi是正交矩阵且满足 P2
i = I .基于附录得出

式 (3) .取 Pi = VL ,可 Wi ,0 = VLUi ,0 VL , Wi ,1 = VLUi ,1 VL 的特殊

情况.因子 Ai ( z)参数的自由度依赖于三个矩阵θi , Ui ,0 Ui ,1

以及 Ai中±1的选择.合并 Qi ,1和 Qi + 1 ,0成单一矩阵 Qi 得 :

E ( z) = E0 Q0 D ( z) Q1 D ( z) Q2 D ( z) Q3 = E0 Q′0 D ( z) Q′1 D ( z)

Q′2 D ( z) Q′3 .因为 Wi ,1 = PUi ,1 V , Wi + 1 ,0 = VUi + 1 ,0 P ,所以

Wi = Wi ,1 Wi + 1 ,0 = ( PiUi ,1 V) ( VUi + 1 ,0 Pi + 1 ) = PiUi ,1 Ui + 1 ,0

Pi + 1 .在 i = 0 , N 的情况下 ,对应的方程为 W′0 = VU′0 P1 和

W′N = PNU′NV ,式 (3) 与文献 [ 4 ]中采用的因式分解 Wi =

VUiV比较表明 ,附加的自由度存在与矩阵 P中.

4　奇数 M的结构形式

411　矩阵 Ai ( z)的 PMI性质

定理 2　对信道数 M 为奇数的情况 ,因子 Ai ( z)具有如

下对称性质

Ai ,0 ( z) = - VMAi ,0 ( z) VM , Ai , e ( z) = VMAi , e ( z) VM (4)

其中 Ai ,0 ( z)和 Ai , e ( z)分别表示 Ai ( z)中含有 z 的奇和偶数

次阶数的成分.

412　矩阵 Ai ( z)的构造

M为奇数时 ,因子 Ai ( z) = D - 1 ( z) Qi ,1 D1 ( z) Qi ,2 D - 1 ( z)

Qi ,3 D1 ( z) Qi ,4满足下述约束条件时可获得 PMI性质 : D1 ( z)

和 D - 1 ( z)是对角矩阵 D - 1 ( z) = diag ( I) L ,1 , z - 1 IL ) , D1 ( z)

= diag( IL , z - 1 , z - 1 , IL ) ,矩阵 Qi ,1、Qi ,2、Qi ,3、Qi ,4是形式为

Qi =
1
2

I 0 I

0 2 0

J 0 J

Wi ai 0

bi ci 0

0 0 0

I 0 J

0 2 0

I 0 J

(5)

的中心对称正交矩阵.式 (5)中子矩阵 ( Wi , ai , bi , ci )和子矩

阵 Ui 是正交矩阵.矩阵 Qi ,1、Qi ,3的特点是式 (5)中矢量 ai =

0 , bi = 0及标量 ci = 0.矩阵中 Qi ,1、Qi ,2、Qi ,3、Qi ,4的子矩阵

Wi ,1 , Wi ,2 , Wi ,3 , Wi ,4皆满足间零特性 W = VWV ,而 ai ,1 = 0 ,

ai ,2 = ( - 1) L + 1 VL ai ,2 , ai ,3 = 0 , ai ,4 = ( - 1) L + 1 VL ai ,4 , bi ,1 = 0 ,

bi ,2 = ( - 1) L + 1 bi ,2 , bi ,3 = 0 , bi ,4 = ( - 1) L + 1 bi ,4 .

5　实验

　　设计的目标函数是分析滤波器的阻带响应幅度能量 Ω

= ∑
M- 1

k =0∫kth
stopband

| Hk (ejω) | 2 dω,分析滤波器是能量互补的 ,即

∑
M - 1

k = 0
| Hk (ejω) | 2 = 1 ,因此 ,如果阻带能量足够地小 ,那么滤波器

的通带响应 | Hk (ejω) | 将足够地接近满幅[2 ] .由于 PMI性质 ,

只有开始的 M/ 2 (对于 M是奇数时为 ( M + 1) / 2)个滤波器包

含在目标函数中.滤波器设计的具体过程如下 : (1)选择合适

的滤波器初始通带、阻带的初始值.由于滤波器设计中涉及的

正交矩阵可等效空间的旋转 ,可通过随机数函数初始化旋转

角值产生 U , V , W , P , Q 等矩阵 ,进而确定的滤波器冲激响

应多相位矩阵 E ( z) . (2)利用多相位矩阵 E ( z)的正交特性及

通带、阻带间能量互补关联特性 ,对设计目标函数的阻带成份

进行简化、优化.利用多相位矩阵的线性相位的对称和反对称

性质 ,优化目标函数设计.在高阶滤波器设计中可以采用 FFT

运算 ,以避免直接时域运算所涉及的平面转角值的余弦函数

运算以及字长效应. (3)通过数学最优化共轭梯度算法 ,改变

旋转角值 ,在实验中确定滤波器格状网络中的频率响应 ,以期

设计达到一定的阻带衰减指标 (对于要求不高的应用场合 ,可

以采用单纯型法 ,其结果亦可以作为共轭梯度算法的预处理 ,

优选一系列旋转角的初始值) . (4)在初始设计出的滤波器的

基础上 ,逐渐增加过渡带以提高滤波器的通带、阻带指标 ,并

保持各个信道滤波器的通带、阻带和过渡带均匀一致地收敛

于理想特性.表 1给出了一个 32信道 PMILP滤波器组的冲激

响应系数.由于 LP性质 hk ( n) = hk (26 - n) ,只列出起始的 14

个系数.从表 1可以看出滤波器 h0 ( n)和 h1 ( n)互为镜像对

称 , h0 ( n) = ( - 1) nh2 ( n) ,同时 ,位于频谱中间的滤波器 h1

( n)相对自身镜像对称 :对于 n为奇数的情况 , h1 ( n) = 0.表 2

和图 2示出了一个 16样点的 82信道滤波器组 ,考虑到滤波器

05 　　电　　子　　学　　报 2000年



组的镜像对称 ,表 2只给出了前 4个滤波器的冲激响应系数 .

图 2　82信道 PMI滤波器幅频响应
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附录　令 P为满足 P2 = I 的正交矩阵 ,由正交性质 PT P = I

得出 P为对称矩阵 PT = P ,因此可用实数特征值分解为 P =

ΘTΛΘ.由性质 P2 = I ,可以得出 P =ΘTΔ2Θ,从而 ,Δ2 = I ,因

此Δ的对角线元素是 1或者 - 1.

表 1　32信道 PMI频率响应滤波器冲激响应系数

n h0 ( n) h1 ( n) h2 ( n)

0 010000874 010001236 010000874

1 010000000 010000000 010000000

2 010000000 010000000 010000000

3 - 010009562 010000000 010009562

4 - 010012709 - 010017973 - 010012709

5 010000000 010000000 010000000

6 010072185 010176080 010072185

7 010139082 010000000 - 010139082

8 - 010092426 - 010130710 - 010092426

9 - 010520156 010000000 010520156

10 - 010327943 - 011540040 - 010327943

11 011011473 010000000 - 011011473

12 012865636 013774457 012865636

13 013747068 010000000 - 013747068

表 2　82信道 PMI频率响应滤波器冲激响应系数 (前 4个滤波器)

n h0 ( n) h1 ( n) h2 ( n) h3 ( n)

0 - 010326309 010340455 010045703 010233371

1 - 010030282 010371053 010686327 - 010364563

2 010136320 010034461 010517137 - 010927165

3 010486246 - 010573412 - 010331000 010091814

4 010780716 - 011214076 - 011321813 011317606

5 011117794 - 011521363 - 011164279 010428496

6 011325321 - 011275715 010139287 - 011450560

7 011507359 - 010500447 011509218 - 011082010
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