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　　摘　要 : 　支撑矢量机为小样本模式识别提供了一新的途径 ,但其支撑矢量的选择相当困难 ,也成为其应用的瓶

颈问题.对此 ,本文提出了一种能够预先选取支撑矢量的方法———中心距离比值法.该方法在不影响支撑矢量机的分

类能力情况下 ,大大地减少了训练样本 ,提高了支撑矢量机的训练速度.文中给出的仿真实验结果也验证了该方法的

有效性和可行性.类似的结果在国内外还未见报导.
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Abstract :　A new method called center distance ratio which is able to extract support vectors from given training examples is

presened for support vector algorithm. The method greatly reduces the training samples and so improves the speed of support vector ma2
chine ,while the ability of support vector machine to classification is unaffected. Our experimental results show remarkable improvement

of speed support vector to support our idea.
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1　引言
　　70年代后期以来 ,Vapnik等一直致力于统计学习理论的

研究 ,他们针对传统模式识别存在的困难 ,提出了一类新的学

习算法 ,即支撑矢量机 [7 ] .由于支撑矢量机是一种小样本学习

方法 ,而且其推广能力强 ,所以支撑矢量机受到了越来越多的

重视.它已应用于模式识别 [1 ] ,回归估计[2～4 ]等领域 ,从而成

为一种通用的学习机.

在目前的支撑矢量机算法 [1～5 ]中 ,都是在优化计算后才

能得到支撑矢量 ,即优化过程中不仅包含了对支撑矢量的优

化 ,也包括了对非支撑矢量的优化 ,这无疑大大增加了不必要

的计算量.如果能够预先选取支撑矢量 ,且优化计算只针对这

些支撑矢量来进行 ,这将大大减少了计算量.对此国内外已有

文献还未曾考虑这一途径.本文针对这一问题 ,提出了一种支

撑矢量预选取的方法 ,称之为中心距离比值法.该方法仅在训

练样本中提取出一个包含了所有支撑矢量的最小的边界矢量

集合.在不影响支撑矢量机的分类能力情况下 ,本文方法大大

地减少了训练样本 ,同时提高了支撑矢量机的训练速度.文中

给出的仿真实验也验证了该方法的有效性和可行性.

2　支撑矢量机

211　线性支撑矢量机

假设已知训练样本{ ( x1 , y1) , ⋯, ( xl , yl) } ,其中 x∈RN ,

y∈[ - 1 ,1 ] , RN 表示输入模式的特征空间.学习的目的就是

寻找最优的判决函数 f ( x) ,使得对任意 x ,有 f ( x) = y.假设

训练样本是线性可分的 ,则存在一个 N维矢量 w和标量 b ,使

得下面的不等式约束成立 :

w·xi + b Ε + 1 ; yi = + 1 (1)

w·xi + b Φ - 1 ; yi = - 1 (2)

支撑矢量算法的主要思想是 :构造一个能够使得间隔 (margin)

最大的超平面 ,这里的间隔是指该超平面到最近的样本的距

离 ,即 2/ ‖w‖.对线性不可分的情况 ,Vapnik和 Cortes (1995)

引入了松弛变量

ξi Ε 0 , i = 1 , ⋯, l (3)

从而有下面的的凸优化问题

　　　　min　　　1
2
‖w‖2 + C·∑

l

i = 1
ξi

　　　s. t . 　　　yi ( ( w·xi) + b) Ε 1 -ξi (4)

ξi Ε 0 , i = 1 , ⋯, l

其中 C > 0是用户自定义的惩罚因子 .利用 Lagrange乘子法 ,

可以把式 (4)变成其对偶形式 ,有
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　　　　max　　W (α) = ∑
l

i =1

αi -
1
2 ∑

l

i , j =1

αiyiαjyj ( xi·xj) (5)

　　　　s. t . 　　∑
l

i =1

αiyi = 0

αi ∈[0 , C] , i = 1 , ⋯, l

和

w = ∑
l

i =1

αiyixi (6)

采用线性判决函数 :

f ( x) = sgn ( w·x + b) (7)

由式 (6) ,得到 :

f ( x) = sgn (∑
l

i = 1
αiyi ( xi·x) + b) (8)

如果αi ≠0 ,则训练样本 xi 就被称为是支撑矢量.

212　非线性支撑矢量机

在线性支撑矢量训练算法中 ,数据以点积形式 ( xi·xj)出

现.现在用非线性映射把输入空间映射到某一特征空间 ,记为

Φ: RN ϖ H.如果存在一种核函数 K,使得

K( xi , xj) = (Φ( xi)·Φ( xj) ) (9)

可以在特征空间中进行许多计算 ,而且并不需要知道具体的

映射Φ.事实上一个函数只要满足 Mercer条件[3 ] ,就可以被

分解成式 (9) .

现在用核函数代替线性支撑矢量机中的点积形式 ,对偶

规划即可为 :

　　　　max　W (α) = ∑
l

i =1

αi -
1
2 ∑

l

i , j =1

αiyiαjyj K( xi·xj) (10)

　　　　s. t . 　　∑
l

i =1

αiyi = 0

αi ∈[0 , C] , i = 1 , ⋯, l

非线性支撑矢量机的判决函数为 :

f ( x) = sgn (∑
l

i = 1
αiyi K( xi , x) + b) (11)

上面提到 ,当αi > 0时 xi 是支撑矢量.但是αi 值要在进

行二次规划后才能得到 ,也就是说支撑矢量不能事先知道.显

然有大量的时间浪费在对非支撑矢量的计算上 (支撑矢量机

训练过程中庞大的计算量已成为其应用的瓶颈问题) .如果能

够先验地选取支撑矢量 ,那么就可在不降低分类能力的基础

上 ,进一步减少训练样本个数 ,从而大大提高支撑矢量机的训

练速度.

3　支撑矢量预选取方法———中心距离比值法

　　支撑矢量从物理意义上来说 ,就是在样本线性可分的空

间中两类的交遇区中 ,那些靠得最近但是又属于不同类的样

本[6 ] .与支撑矢量机相对应 ,这里我们给出的支撑矢量预选取

方法也分为线性的和非线性两种形式 ,分别用于线性和非线

性支撑矢量机.

311　线性中心距离比值法

首先给出本文涉及到的一些定义.

定义 1　某一类样本的平均特征称为该类样本的中心

m ,已知样本向量组{ x1 , x2 , ⋯, xn} ,那么其中心为 :

m =
1
n ∑

n

i =1

xi (12)

定义 2　两个样本之间的特征差异称为样本距离 ,已知

两个 N维样本向量 x1 , x2 ,其样本距离为 :

d ( x1 , x2) = ‖x1 - x2‖2 = ∑
N

i =1

( xi
1 - xi

2) 2 (13)

定义 3　中心距离指的是各样本到中心的距离.假设有

两类模式的 N维训练样本矢量分别为{ x1 , x2 , ⋯, xn}和{ x′1 ,

x′2 , ⋯, x′n} ,其中心分别为 mx 和 mx′,则中心距离有四个 ,分

别是 x到 mx 的距离 dxx , x到 mx′的距离 dxx′, x′到 mx 的距离

dx′x ,以及 x′到 mx′的距离 dx′x′.其中 dxx和 dx′x′称为是自中心距

离 , dxx′和 dx′x称为是互中心距离.

dxx ( x , mx) = ∑
N

i =1

( xi - mi
x) 2 (14)

dxx′( x , mx′) = ∑
N

i =1

( xi - mi
x′)

2 (15)

dx′x ( x′, mx) = ∑
N

i =1

( ( xi)′- mi
x) 2 (16)

dx′x′( x′, mx′) = ∑
N

i =1

( ( xi)′- mi
x′)

2 (17)

定义 4　中心距离比值 ( Ratio) :已知两类模式 ,某一类模

式的自中心距离到其互中心距离的比值称为该类的中心距离

比值 :

Ratiox = dxx/ dxx′ (18)

Ratiox′= dx′x′/ dx′x (19)

定义 5　边界矢量是某一类模式中 ,位于其边界上的那

些矢量.

定理 1　已知两类模式{ x1 , x2 , ⋯, xn }和{ x′1 , x′2 , ⋯,

x′n}及它们的中心距离比值.设定两个阈值 rx 和 rx′,则集合

{ xi | Ratiox ( i) > rx , i = 1 , ⋯, n}就是模式{ x1 , x2 , ⋯, xn}的边

界矢量 ;集合{ x′i | Ratiox′( i) > rx′, i = 1 , ⋯, n}就是另一类的

边界矢量.

图 1　两类模式的自中心距离相差不大的

情况下 ,边界矢量的分布

下面举一个简单的例子来证明定理 1.如图 1和 2 , m1 和

m2分别是两类模式 C1 和 C2 的中心.假设 C1 和 C2 的样本

分别分布在半径为 L1和 L2的圆内. L1 (或 L2)也可以看作是

最大的自中心距离.其中 r是阈值 ,它的取值决定了边界矢量

的选取.图中的阴影部分为原训练样本的分布区域 ,浅色阴影
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图 2　两类模式的自中心距离相差较大的

情况下 ,边界矢量的分布

部分是 r为不同值时选中的边界矢量分布区域.当 L1 和 L2

差不多大小时 , r的取值范围一般为小于 1 ,如图 1所示 ,当 r

值越接近于 1 ,边界矢量的分布区域越小.而 L1 和 L2 的值相

差很大时 , r的取值就有可能大于 1 ,如图 2所示 , r值较小时 ,

边界矢量的分布区域就比较大.从这两幅图可以看出 ,阈值 r

的取值 ,对边界矢量的分布区域的大小是至关重要的.如果阈

值选定合适的话 ,边界矢量集合就是包含了支撑矢量集合的

最小集合 ,更有甚者边界矢量集合就是支撑矢量集合.

312　非线性中心距离比值法

对非线性可分的模式 ,采用非线性映射Φ把输入空间映

射到某一特征空间 H.输入空间的两个矢量 z1和 z2之间的距

离可以用 Euclidean距离‖z1 - z2‖2来表示 ,那么映射到特征

空间后这两点间的距离该如何表示呢 ?

引理 1　已知两个矢量 z1 和 z2 ,经非线性映射Φ作用 ,

映射到特征空间 H ,则这两个矢量在特征空间的 Euclidean距

离为 :

dH ( z1 , z2) = K( z1 , z1) - 2 K( z1 , z2) + K( z2 , z2) (20)

其中 K(·,·)正是 212节中提到的核函数 .这里需要指出的是

输入空间样本的中心经映射后得到的值不再是特征空间中样

本的中心.特征空间样本的中心矢量 mΦ要在特征空间中求

得 :

mΦ =
1
n ∑

n

i =1

Φ( xi) (21)

其中 n是样本的个数.因为不知道映射 Φ( x)的具体表达形

式 ,所以无法根据式 (21)来求样本中心矢量.对此本文给出如

下引理.

引理 2 　已知两类模式的训练样本分别为{ x1 , x2 , ⋯,

xn}和{ x′1 , x′2 , ⋯, x′n} , xi , x′i ∈RN , i = 1 , ⋯, n ,经非线性映

射Φ作用后 ,映射到某一特征空间 H ,则在特征空间中的自

中心距离为 :

dH
xx ( x , mΦ) = K( x , x) -

2
n ∑

n

i =1

K( x , xi) +
1
n2 ∑

n

i =1
∑

n

j =1
K( xi , xj)

(22)

dH
x′x′( x′, m′Φ) = K( x′, x′) -

2
n ∑

n

i =1
K( x′, x′i) +

1
n2 ∑

n

i =1
∑

n

j =1
K( x′i , x′j)

(23)

互中心距离为 :

dH
xx′( x , mΦ′) = K( x , x) -

2
n ∑

n

i =1
K( x , x′i) +

1
n2 ∑

n

i =1
∑

n

j =1
K( x′i , x′j)

(24)

dH
x′x ( x′, mΦ) = K( x′, x′) -

2
n ∑

n

i =1
K( x′, xi) +

1
n2 ∑

n

i =1
∑

n

j =1
K( xi , xj)

(25)

引理 1、2的证明从略 .

根据引理 2 ,可以直接求得原训练样本在特征空间中的

中心距离 ,因此特征空间的中心距离比值为 :

RatioΦ( x) = dH
xx/ dH

x x′ (26)

RatioΦ( x′) = dH
x′x′/ dH

x′x (27)

由于在经过Φ映射后 ,样本已是线性可分的 ,定理 1在

此同样成立 .由此可得定理 2.

定理 2　已知两类模式{ x1 , x2 , ⋯, xn }和{ x′1 , x′2 , ⋯,

x′n} ,经过Φ映射到 H空间中 ,得到它们在 H空间中的中心

距离比值.设定两个阈值 rx 和 rx′,则集合 ( xi | RatioΦ( x) ( i) >

rx , i = 1 , ⋯, n)就是模式{ x1 , x2 , ⋯, xn}的边界矢量集合.集

合 ( x′i | RatioΦ( x′) ( i) > rx′, i = 1 , ⋯, n)就是另一类的边界矢量

集合.

这样 ,我们就可以根据设定的阈值 ,提取出最小的包含了

支撑矢量的边界矢量集合.已知训练样本{ ( x1 , y1) , ⋯, ( xl ,

yl) } ,用中心距离比值法选取边界矢量集合 ,然后把选取的边

界矢量组成新的训练样本 :{ ( x′1 , y′1) , ⋯, ( x′k , y′k) } ,此 k <

l时 ;然后运用到支撑矢量机中.

4　仿真实验

　　例 1　线性可分的例子

随机产生两类线性可分的均匀分布的数据.图 3中“Δ”分

别是两类模式的中心.一个圈圈起来的点 ,就是在某一阈值下

得到的边界矢量集 ,而两个圈圈起来的点就是支撑矢量 ,我们

明确地可以看出 CDRM选取的边界矢量和 SVA得到的支撑

矢量是完全一样的.表 1是两种算法的分类结果比较.从表

中 ,可以看出结合了中心距离比值法的支撑矢量机的分类效

果和没有结合该算法的支撑矢量机的分类效果是完全一致

的.应该指出的是 CDRM + SVA的运算量大大地少于 SVA的

运算量.

表 1　线性可分情况的分类结果

算法
训练样
本个数
边界矢
量个数
支撑矢
量个数
训练样本
识别率

检验样本
个数
检验样本
识别率

SVA 20 (未选) 3
C1类 :100 %

C2类 :100 %
80

C1类 :100 %

C2类 :100 %

CDRM
+ SVA

20 3 3
C1类 :100 %

C2类 :100 %
80

C1类 :100 %

C2类 :100 %

例 2　非线性可分的例子

随机产生两类非线性可分的数据.这里采用的核函数是

二次多项式核 : K( xi , xj) = ( xi , xj)
2 ,那么核函数的可以分解

为 (Φ( xi)·Φ( xj) ) .非线性映射函数Φ为 :

Φ( x) =

x2
1

2 x2
1 x2

2

x2
2
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图 3　线性可分的例子

图 4　非线性可分的例子

图 4中“Δ”符号分别表示两类模式的中心 ,其中被一个圈

圈起来的点是边界矢量 ,被两个圈圈起来的点是支撑矢量.可

以看出 CDRM得到边界矢量包括了 SV算法得到的支撑矢量.

表 2也证实了 CDRM + SVA和 SVA分类结果的一致性和本文

提出算法的有效性.

表 2　非线性可分情况的分类结果

算法
训练样
本个数
边界矢
量个数
支撑矢
量个数

训练样本
识别率

检验样本
个数

检验样本
识别率

SVA 20 (未选) 3
C1类 :100 %

C2类 :100 %
80

C1类 :100 %

C2类 :98175 %

CDRM + SVA 20 7 3
C1类 :100 %

C2类 :100 %
80

C1类 :100 %

C2类 :98175 %

5　结论和讨论

　　本文提出了一种预先选取支撑矢量的方法 ———中心距离

比值法.这一方法能够提取靠近边界上的点 (即边界矢量) ,在

阈值适当的情况下 ,就能完全地提取出所需要的支撑矢量.在

此情况下 ,用比训练样本少得多的边界矢量来进行训练 ,大大

地加快了支撑矢量机的训练速度 ,而且保证了支撑矢量机的

分类能力不会受到影响.仿真实验验证了该方法的可行性和

有效性 ,从而为支撑矢量机的应用提供了一种有效的实用化

方法.

　　本文虽然是围绕二分模式识别问题展开讨论的 ,但文中

所提出的方法同样适用于多类识别问题.
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