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　　摘　要 :　本文提出了多子波神经网络的概念和模型 ,证明了其泛逼近性、L2 逼近性和相容性 ,并给出了相应的

收敛速度估计.理论分析和实验结果表明 ,多子波网络的逼近性能明显优于单子波网络.类似的结果在国内外还未见

报导.
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Abstract :　The concept and the model of the multiwavelet neural network are proposed. Its universal and L2 approximation

properties as well as its consistency are proved ,and the convergence rates associated with these properties are given. Theoretical analy2
ses and the experimental results show that multiwavelet networks can have obvious advantages in approximation performance over sim2
ple wavelet networks ,and similar works have not been seen at home and abroad.
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1　引言
　　函数逼近是神经网络所研究的一个重要课题 .网络节点

函数的选取 ,对于网络的逼近性能和收敛速度起着决定性的

作用.近年来 ,随着子波理论研究的不断深入 ,尺度函数的诸

多特性以及用不同层级的尺度空间去匹配被逼近信号的思

想 ,已经在神经网络的研究中有了一些成功的应用.自从 92

年提出子波神经网络以来 ,已经有一系列的文章对这一模型

进行了研究[1～4 ] .网络权值和隐层节点数目的初始值选取是

进行网络训练时的难点 ,而子波网络由于有子波理论的指导 ,

因此可以在训练前对这两个值给出较好的估计.按尺度空间

的增大方式来进行网络训练 ,使子波网络有更快的收敛速度.

作为子波概念的推广 ,多子波已成为国际上研究的前沿和热

点.多子波可以同时具有正交性、正则性、对称性和紧支撑 ,并

且其光滑程度可以通过两尺度变换根据问题的要求而提

高[5～8 ] .多尺度函数的这些特性在信号处理中是非常有用的.

因此 ,用多尺度函数作为节点函数而构成的网络具有许多值

得研究的优良性质.但对于这方面的实质性工作 ,目前在国内

外尚未见报道.基于以上考虑 ,本文提出了多子波神经网络的

概念和模型 ,研究了其泛逼近性和 L2 逼近性.理论分析和实

验结果表明 ,多子波网络的逼近性能明显优于单子波网络.

2　网络模型
　　设有多尺度函数 <( t) = [ <1 ( t) , <2 ( t) , ⋯, <r ( t) ] T满足

双尺度方程

<( t) = ∑
k∈z

pk<(2 t - k) (1)

<1 ( t)的伸缩平移 <l
j , k ( t) = 2 j/ 2 <l

j , k (2 jt - k) , l = 1 , ⋯, r , k ∈z

张成了尺度空间 Vj .考虑正交多尺度函数的情况.这时 , { <l
j , k |

l = 1 , ⋯, r , k∈z}构成了 Vj 的标准正交基 ,并且存在多子波

ψ( t) = [ψ1 ( t) ,ψ2 ( t) , ⋯,ψr ( t) ] T使得ψl
j , k ( t) = 2 j/ 2ψl (2 jt -

k) . l = 1 , ⋯, r , k∈z张成了 Vj 在 Vj + 1中的直交补空间 Wj ,并

且{ψl
j , k| l = 1 , ⋯, r , k ∈z}构成了 Wj 的标准正交基.由多分

辨理论可知 Vj Α Vj + 1 ,并且∪
j∈z

Vj = L2 ( R) .所以 ,对于任意的 f

∈L2 ( R) ,有正整数 J0 ,使得当 J > J0时 ,总有

‖f - fJ ‖2 <ε (2)

‖·‖2表示 L2空间范数 ,ε是事先给定的任意小的正数 ,

fJ = ∑
r

l =1
∑
k∈z

〈f , <l
J , k〉<l

J , k ( t) (3)

从神经网络的角度看 ,式 (3)中的 fJ ( t)可以用图 1所示的网

络来学习 (图为 r = 2的情况) .由于这一网络来源于多子波理

论 ,故将这一网络称之为多子波神经网络.该网络的输入输出
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图 1　多子波神经网络

表达式为

f̂ J = ∑
r

l =1
∑
k∈z

ĉl
J , k<

l
J , k ( t) (4)

隐层节点的权值均为 2J ,前排节点的节点函数均为 <1 ( t) ,阈

值分别为 k , k + 1 , ⋯,后排节点的节点函数均为 <2 ( t) ,阈值

分别为 k , k + 1 , ⋯.输出层相应的权值分别为 ĉ1
J , k和 ĉ1

J , k + 1 ,

⋯和 ĉ2
J , k , ĉ2

J , k + 1 .要用这样的网络来进行函数逼近 ,首先要

考虑如下的两个问题.

(1)是否存在一组权值使网络能够逼近到所需的精度.如

果存在 ,其收敛速度如何.

(2)对于存在的理论权值 ,网络是否可以通过样本点集上

的训练来逼近这组权值.如果可以 ,怎样估计其收敛速度.

本文的定理 1和定理 2分别回答了这两个问题 .

3　主要结果

　　定义 1　设 Fj是 R上的函数集合序列 , F = ∪
j

Fj .称 F在

R上具有 Lp (1 Φ p Φ∞)逼近性 ,如果对于任意的 f ∈Lp ( R) ,

存在 f j∈Fj ( j = 1 ,2 , ⋯) ,使得 Lp在意义下有 f j ϖ f .特别地 ,当

p = ∞时 ,称 F具有泛逼近性.函数集合 F通常称为函数估计

子.

对于多子波网络而言 , Fj 为对于固定的 j网络选取不同

权值所得到的全部函数.由式 (2) 、式 (3)和式 (4)可知 ,多子波

神经网络具有 L2逼近性.而对于泛逼近性 ,则要求多尺度函

数 <( t)具有一定的精确阶并且 f ( t)具有一定的光滑性.

定义 2　多尺度函数 <( t)具有精确阶 m ,如果所有不超

过 m - 1阶的多项式均属于 V0 ,即任何一个不超过 m - 1阶

的多项式均可以表示为{ <l ( t - k) | l = 1 , ⋯, r , k ∈z}的线性

组合.

在实际问题中 ,总是在一定的时间段上来分析和处理信

号的.并且目前常使用的子波 ,不论是单子波还是多子波 ,其

支撑都具有[0 , u ]的形式 ,并且其尺度函数的支撑也同样具

有[0 , u ]的形式.因此本文考虑 supp ( <) ∪supp (ψ) Α [0 , u ]的

多子波网络对紧支撑连续函数的逼近问题.

定理 1　设有 r维多尺度函数 <( t) ,其支撑为 [0 , u ] ,并

且具有精确阶 m.设 f ∈Lp ( R) ,若 f ∈cm
0 ( R) ,其中 cm

0 ( R)表

示具有紧支撑的 m 次连续可微函数空间 ,则存在函数序列

{ fJ ( t) } , fJ ∈VJ ,使得

‖f - fJ ‖∞Φ c1 r(1 + u) mu1/ 22 - mJ (5)

‖f - fJ ‖2 Φ c2 r(1 + u) mu1/ 22 - mJ (6)

证明　设 fJ 为 f 在 VJ 空间上的投影 ,其表达式由式 (3)

给出 ,则由式 (2)可知‖f - fJ ‖2 ϖ0.因此 ,为证明‖f - fJ ‖∞
ϖ0 ( J ϖ∞) ,只需证明函数序列一致收敛.设

( Qjf ) ( t) = ∑
r

l =1
∑
k∈z

〈f ,ψl
j , k〉ψl

j , k ( t)

则由序列 fJ 的定义可知 ,对于任意的正整数 q ,

fJ + q ( t) - fJ ( t) = ∑
J + q- 1

j = J

( Qjf ) ( t) (7)

由于〈f ,ψl
j , k〉ψl

j , k ( t)

= 2 j∫
R

f ( x)ψl (2 jx - k) dxψl (2 jt - k)

= 2 j∫
R

f ( m) (ξ)
m !

[ x - (2 - jk - 2 - jtj , k) ] mψl (2 jx - k) dxψl ( tj , k)

其中 tj , k = 2 jt - k ,ξ介于 2 - jk - 2 - jtj , k与 x之间.令

c3 =
1

m !
max{ | f

( m) ( t) | | t∈R} (8)

则〈f ,ψl
j , k〉ψ

l
j , k ( t)

≤2 jc3∫
R

| ( x + 2 - jtj , k - 2 - jk) 2ψl (2 jx - k) | dx|ψl ( tj , k) |

≤c3∫
R

2 - jm| ( x + tj , k - k) mψl ( x - k) | dx|ψl ( tj , k) |

≤2 - jmc3∫
R

∑
m

n =0

m

n
| tj , k|

m - n| ( x - k) mψl ( x - k) | dx|ψl ( tj , k) |

Φ2 - jmc3 u1/ 2∑
m

n =0

m

n
[ | tj , k|

m - n|ψl ( tj , k) | ] un

从而　| ( Qjf ) ( t) | Φ∑
r

l =1
∑
k∈z

|〈f ,ψl
j , k〉ψ

l
j , k ( t) |

　　Φ2 - jmc3 u1/ 2∑
r

l =1
∑
m

n =0

m

n
[∑

k∈z

| tj , k |
m - n|ψl ( tj , k) | ] un .

由于对于任意的 n ,0 Φ n Φ m , | xnψl ( x) | 是紧支撑的连续函

数 ,故 ∑
k∈z

| ( x - k) nψl ( x - k) |有界 ,设

cl = max ∑
k∈z

| ( x - k) nψl ( x - k) | n = 0 , ⋯, m ,并设

c4 = max{ cl | l = 1 , ⋯, r} , c5 = c3 c4 (9)

则| ( Qjf ) ( t) | Φ c5 ru1/ 2 (1 + u) m2 - jm .由式 (7)可知

| fJ + q ( t) - fJ ( t) | Φ∑
∞

j = J

| ( Qjf ) ( t) | Φ c1 ru1/ 2 (1 + u) m2 - Jm

其中 c1 =
c5

1 - 2 - m .这样就证明了函数序列{ fJ ( t) }的一致收敛

性.由 q的任意性可知式 (5)正确.为证式 (6) ,只需注意到对

于任意的紧支撑函数 g ( x) ,均有

‖g‖2
2 Φ| U| max{ | g ( x) | 2| x∈R}

其中| U|表示 supp ( g)的长度.

定理 1不仅给出了网络逼近的速度为 O (2 - Jm) ,而且表

明了多子波相对于单子波的优越性.如果在上面的讨论中令

r = 1 ,则得出了单子波时的相应结论 ,因此该定理包含了已有
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的结果.由式 (8)和式 (9)还可知 ,结论 (5)和 (6)中的常数与尺

度函数的个数无关.虽然在多子波的情况下 r大于 1 ,但与 r

相比 ,支撑长度 u对于逼近的速度起着更大的作用.定理中

的 u是多子波ψ( t)的支撑长度.事实上 ,可以证明 ,对于很大

的一类多尺度函数 <( t) ,可以选取ψ( t) ,使得ψ( t)中有较多

分量的支撑长度为 u/ 2[8 ] .因此 ,从定理 1 的证明中可以看

出 ,实际的逼近效果比定理的结论更好.本文实验中所使用的

GHM多子波就是这种情况.下面讨论问题 (2) .

定义 3　称一个函数估计子是相容的 ,如果当训练样本

点的数目趋于无穷大时函数估计子收敛于被逼近函数.

在一般情况下 ,训练点是通过随机采样而获得的 ,因此收

敛概念应该是某种统计意义下的.在这里 ,本文考虑 L2 范数

的均方误差.设有训练点集

TN = { ( ti , f ( ti) ) | i = 1 , ⋯, N} (10)

为了强调式 (4)中估计量 f̂ J ( t)对训练点数目 N 的依赖关系 ,

将式 (4)重写为

f̂ J , N ( t) = ∑
r

l =1
∑
k∈z

ĉl , N
J , k<l

J , k ( t) (11)

定理 2　设在训练样本式 (10)中 , ti ( i = 1 , ⋯, N)是独立

同分布的 ,且均为一致分布 ,多子波神经网络式 (11)的学习规

则由 BP算法给出.并设网络输出 f̂ J , N ( t)的全体所构成的函

数估计子为 F.则对于任意的紧支撑函数 f ∈L2 ( R) ,存在 J ,

使得 E[ ‖f - f̂ J , N ‖
2
2 ] = O (1/ N) ,即多子波神经网络式 (4)是

均方意义下 L2相容的 ,并且其收敛速度为 O (1/ N) .

证明　不防设 supp ( f ) Α [0 , 1 ].分两种情况讨论. (1)设

存在某个 J ,使得 f ∈VJ .这时 ,

f ( t) = fJ ( t) = ∑
r

l =1
∑
k∈z

〈f , <l
J , k〉<l

J , k ( t) (12)

由于 supp ( <) Α [0 , u ] ,故上式中只有有限项非零.当 k Ε 2J

时 ,〈f , <l
J , k〉= 0.当 k < 0时 ,设 s = supp ( <l

J , k) ∩[0 ,1 ] ,则| s |

< 2 - J u ,其中| s|表示 s的测度 ,则

|〈f , <l
J , k〉| 2 = ∫

s

f ( t) <l
J , k ( t) dt

2

Φ| s| max{ | f ( x) | 2|

x∈[0 , | s| ]} Φ| u| 2 - Jmax{ | f ( x) | 2| x∈[0 ,2 - J u ]} .

由于 J ϖ∞时 ,max{ | f ( x) | 2| x∈[0 ,2 - J u ]}趋近于零.因此当

2 - J = O (1/ N) (13)

时有

‖∑
k <0

〈f , <l
J , k〉<l

J , k ‖2
2 = O (1/ N) (14)

其中 O (1/ N)表示 1/ N的高阶无穷小.所以 ,这时可以只考虑

网络估计子

f̂ J , N ( t) = ∑
r

l =1
∑

2J
- 1

k =0

ĉl , N
J , k<l

J , k ( t) (15)

对函数

f ( t) = ∑
r

l =1
∑

2J
- 1

k =0

〈f , <l
J , k〉<

l
J , k ( t) (16)

的逼近.这时和式中的基函数 <l
J , k ( t)的支撑均含于 [0 , 1 ]之

内.设

cl
J , k =〈f , <l

J , k〉, �cl , N
J , k =

1
N ∑

N

i =1

f ( ti ) <l
J , k ( ti ) , l = 1 , ⋯, r , k = 1 ,

⋯,2J - 1

设 �f J , N ( t) = ∑
r

l = 1
∑

2J - 1

k = 0
�cl , N

J , k<l
J , k ( t) ,则

E[ ‖f - f̂ J , N ‖
2
2 ] = E[∑

r

l =1
∑

2J
- 1

k =0

( cl
J , k - ĉl , N

J , k) 2 ]

= ∑
r

l =1
∑

2J
- 1

k =0

E( cl
J , k - ĉl , N

J , k) 2 (17)

E[ ‖f - �f J , N ‖2
2 ] = E[∑

r

l =1
∑

2J
- 1

k =0

( cl
J , k - �cl , N

J , k) 2 ]

= ∑
r

l =1
∑

2J
- 1

k =0

E( cl
J , k - �cl , N

J , k) 2 (18)

由于 E[ �cl , N
J , k ] =

1
N ∑

N

i =1

f ( ti) <l
J , k ( ti)

=∫
1

0

f ( t) <l
J , k ( t) dt =∫

R

f ( t) <l
J , k ( t) dt = cl

J , k ,

E[ ( �cl , N
J , k) 2 ] =

1
N2 ∑

N

i =1
∑
N

j =1

E[ f ( ti) <l
J , k ( ti) f ( tj) <l

J , k ( tj) ]

=
1
N2 ∑

N

i =1
∑
N

j =1
j≠i

E[ f ( ti) <l
J , k ( ti) f ( tj) <l

J , k ( tj) ]

　　+
1
N2 ∑

N

i =1

E[ f2 ( ti) ( <l
J , k ( ti) ) 2 ]∶= S1 + S2 ,

S1 =
1
N2 ∑

N

i =1
∑
N

j =1
j≠i

E[ f ( ti) <l
J , k ( ti) ] E[ f ( tj) <l

J , k ( tj) ]

=
N - 1

N
|〈f , <l

J , k〉| 2 = (1 -
1
N

) ( cl
J , k) 2 ,

s2 =
1
N
〈f2 , ( <l

J , k) 2〉,

E[ ( cl
J , k - �cl , N

J , k) 2 ] = Var[ �cl , N
J , k ] = E[ ( �cl , N

J , k) 2 ] - ( cl
J , k) 2

= S1 + S2 - ( cl
J , k) 2

=
1
N
〈f2 , ( <l

J , k) 2〉- 1
N

( cl
J , k) 2 Φ 1

N
‖f ‖2

2 +
1
N
‖f ‖2 .

故由式 (18)可知 E[ ‖f - �f J , N ‖
2
2 ] = O (1/ N) .因此 ,由式 (17)

可知 ,为证明定理 2 ,只需证明当 N充分大以后 ,总有

∑
r

l =1
∑

2J
- 1

k =0

E[ ( cl
J , k - ĉl , N

J , k) 2 ] Φ∑
r

l =1
∑

2J
- 1

k =0

E[ ( cl
J , k - �cl , N

J , k) 2 ] (19)

由于网络是按使均方误差最小来训练权值的 ,故

1
N ∑

N

i =1

( f ( ti) - f̂ J , N ( ti) ) 2 Φ 1
N ∑

N

i =1

( f ( ti) - �f J , N ( ti) ) 2 (20)

两边取数学期望得 E[ ( f ( t) - f̂ J , N ( t) ) 2 ] Φ E[ ( f ( t) - f̂ J , N

( t) ) 2 ].

因为

E[ ( f ( t) - f̂ J , N ( t) ) 2 ] = E[∑
r

l =1
∑

2J
- 1

k =0

( cl
J , k - ĉl , N

J , k) 2 ] ,

E[ ( f ( t) - �f J , N ( t) ) 2 ] = E[∑
r

l =1
∑

2J
- 1

k =0

( cl
J , k - �cl , N

J , k) 2 ]

所以式 (19)成立.

式 (2)不存在 J ,使得 f ∈VJ 的情况.由定理 1知 ,存在 J
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使得‖f - fJ ‖2
2 Φ c2 - 2Jm .与前面一样设 2 - J = O (1/ N) .这时

‖f - fJ ‖2
2 = O (1/ N2 m) ,从而由第 (1)种情况的讨论可知

E[ ‖f - f̂ J , N‖
2
2 ] = E[ ‖f - fJ + fJ - f̂ J , N‖

2
2 ] Φ E[2‖f - fJ ‖

2
2

+ 2‖fJ - f̂ J , N‖2
2 ] Φ2 E[ ‖f - fJ ‖2

2 ] + 2 E[ ‖fJ

- f̂ J , N‖
2
2 ] = O ( 1

N2 m) + O ( 1
N

) = O ( 1
N

)

定理 2证毕.

4　学习算法

　　不失一般性 ,考虑 f 的支撑 U = [0 ,1 ]时的情况.并采用

式 (15)所给出的模型.这类似于区间子波 ,但由于多子波可以

在保留其它特性的同时具有紧支撑 ,并且可以比单子波的支

撑更短.所以它比区间子波具有更好的时间局部性 ,从而收敛

速度更快.

多子波网络学习算法
(1)独立、一致分布地选取训练点集 TN = { ti , f ( ti) | i = 1 ,

⋯, N} ,并根据信号估计一个较小的 J 值.

(2)适当选取初始权值 ĉl
J , k , l = 1 , ⋯, r , k = 0 , ⋯,2J - 1 ,

产生一个初始的函数估计

f̂ ( t) = ∑
r

l =1
∑

2J
- 1

k =0

ĉl
J , k<

l
J , k ( t)

(3)令 eN ( ti) = f ( ti) - f̂ ( ti) ( i = 1 , ⋯, N) , EN =
1
N ∑

N

i =1

[ eN

( ti) ]2 ,并用梯度下降法近似求出使 EN 达到最小的组合系数

ĉl
J , k .

(4)计算均方误差 EN .

(5)如果 EN 小于所设置的阈值 ,停机.否则 , J = J + 1 ,转

向第二步.

注意 ,如果要用较粗的尺度空间对函数进行估计 ,则应采

用式 (11)给出的网络模型 ,即在网络模型式 (15)中适当添加

<l
J , k ( k < 0)的项.

5　网络参数与初值的选择策略

　　在使用第 4节中算法进行函数学习时 ,样本点数目 N 是

首先要选定的.它代表着对目标信号的先验了解 ,是受客观因

数所制约的.充分大的 N是网络准确估计目标函数的先决条

件.算法中的 J 既反映了层级空间的尺度及空间基底函数的

支撑 ,也反映了网络隐层神经元的个数 ,因此它受到两个方面

的约束.当 N固定后 ,首先 ,式 (13)对于初始 J 值的选取起到

了指导作用.其次 ,由优化理论可知 , N 个点的训练样本集最

多只能有效地训练出 N个权值.故应有

r2J Φ N (21)

同时考虑式 (13)和式 (21)可知

J = fix (log2 ( N/ r) ) (22)

是网络训练时 J 的上限.其中 fix 是取整函数.对于本文实验

中的 GHM子波 ,当 N = 64时 , J 的上限为 5.在对尺度空间相

对于信号的逼近误差有所了解的情况下 ,式 (21)给出了训练

网络权值所需的样本点数的下限估计.

在进行网络训练时 ,初始权值的选取直接影响着网络的

收敛速度.当网络的初始权值取为目标函数在采样点处的函

数值时 ,将会得到一个较好的初始估计.当然 ,由于其固有的

低通特性 ,单子波的这一初始估计将比多子波更好.特别当精

度要求不高时 ,甚至可以将这一初始估计直接作为训练的结

果 ,这是单子波网络的一个优越性.在实验 1中就是这样选取

初始权值的 .从图 4 ( d)中可以看到 ,这时单子波初始逼近的

均方误差在 10 - 3左右.在 40次迭代之内单子波网络一直保持

着初始估计的优势.但是 ,如果要求均方误差小于 10 - 4 ,则多

子波快速收敛的优势就明显地体现出来了.表 2给出了有关

图 2　　　　　　　　　　图 3

的数据.

6　实验结果

　　分别用 Daubechies2单子波和 GHM多子波对图 2和图 3

所示的函数进行了逼近 .之所以使用 Daubechies2是因为它在

单子波中具有较短的支撑.实验中 ,均匀采样 64个点.对于每

一个给定的 J ,当梯度的所有分量函数的最大模均小于 10 - 4

时 ,可以认为网络达到了空间 VJ 对目标函数的逼近要求.当

这时的结果不能达到所要求的逼近精度时 , J = J + 1.图 4 ( a)

是 Daubechies2单子波网络的逼近结果.迭代次数为 1440 ,均

方误差为 114e - 8.图 4 ( b)是 GHM多子波网络的逼近结果.

迭代次数为 527 ,训练点上的均方误差为 315e - 10.图 4 ( c)给

出了‖f - f̂ ‖2
2 随 J 的增大而减小的曲线.虚线对应于单子

波网络 ,实线对应于多子波网络.这里及以下用 1024点均方

误差作为‖f - f̂ ‖2
2 的近似.从图中可以看出 ,多子波随层级

空间的增大而逼近目标函数的速度明显快于单子波.图 4 ( d)

给出了对于固定的 J ,训练点上的均方误差随迭代次数的增

加而减小的曲线.因为对于固定的 J , GHM多子波网络的节

点个数为 2J + 1 ,所以 ,为了使计算具有相同的复杂度 ,同时也

为了使层级空间具有相同的维数 ,图 4 ( d)分别以虚线和实线

给出了 J 等于 6时的单子波网络和 J 等于 5时的多子波网络

的均方误差收敛曲线.由图可见 ,多子波网络的收敛速度明显

快于单子波网络.为了更精确地给出实验结果 ,表 1给出了 J

从 1到 5的每一层级空间上网络的迭代次数、‖f - f̂ ‖2
2 和‖

f - f̂ ‖∞.表 2给出了为使训练点均方误差达到所给精度 ,网

络所进行的迭代次数.对于图 3中的函数 ,本文进行了同样的

实验 ,结果与前一实验基本相同.其变化趋势及具体数值由图

5 ( a)～ ( d)及表 3和表 4给出.

7　结论

　　理论分析和实验结果都表明 ,在同样的计算复杂度下 ,多

子波神经网络学习的收敛速度明显快于单子波网络.其主要

原因在于 ,多子波不仅保持了单子波的全部优点 ,而且可以比

单子波具有更短的支撑.这使得在局部调整系数时 ,不会改变
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已经学习好了的其它系数.因而本文提出的多子波网络和学 习算法适用于广泛的逼近、学习与识别问题.

图 4

图 5

表 1　

空间层级 J
1 2 3 4 5

迭代次数
GHM 22 33 50 71 112

Daubechies2 27 53 79 134 230

‖f - f̂ ‖2
2

GHM 010068 010002 010000 010000 010000

Daubechies2 010340 010089 010031 010004 010001

‖f - f̂ ‖∞
GHM 011953 010408 010000 010001 010001

Daubechies2 013650 012356 011503 010763 010420

表 2　

节点函数

迭代

次数

均方
误
差

10 - 1 10 - 2 10 - 3 10 - 4 10 - 5 10 - 6 10 - 7 10 - 8 10 - 9

GHM( J = 5) 10 22 34 46 59 71 83 95 107

Dau. ( J = 6) 1 1 2 64 133 204 274 345 416

表 3　

空间层级 J
1 2 3 4 5

迭代次数
GHM 23 34 66 147 120

Daubechies2 27 57 115 234 546

‖f - f̂ ‖2
2

GHM 013824 010903 010055 010003 010001

Daubechies2 014783 014440 011147 010120 010011

‖f - f̂ ‖∞
GHM 111175 017126 011737 010467 010951

Daubechies2 111940 111568 019889 013013 01964

表 4　

节点函数

迭代

次数

均方
误
差

10 - 1 10 - 2 10 - 3 10 - 4 10 - 5 10 - 6 10 - 7 10 - 8 10 - 9

GHM( J = 5) 17 29 41 53 65 77 90 102 114

Dau. 2 ( J = 6) 63 134 205 276 348 419 494 ∞ ∞

作者简介 :

潘　进　1990年在陕西师范大学获得硕士

学位 ,现为西安电子科技大学雷达信号处理重点

实验室博士研究生 ,主要从事智能信号处理及子

波方面的研究.

焦李成　1984年和 1990年在西安交通大学

分别获得硕士和博士学位.现为西安电子科技大

学教授 ,博士生导师 ,主要从事非线性科学和智

能信号处理以及神经网络与大规模并行处理等

领域的研究.

参考文献 :

[ 1 ]　Q. Zhang ,A. Benveniste. Wavelet network [J ] . IEEE Trans. on NN ,

Nov. 1992 ,3 :889 - 898.

[ 2 ] 　J . Zhang et al . Wavelet neural networks for function learning [J ] . IEEE

Trans. on SP ,1995 ,43 (6) :1485 - 1497.

[ 3 ]　高协平 ,张钹.区间小波神经网络 ( I) —性质与模拟 [J ] .软件学

报 ,1998 ,9 (3) .

[ 4 ]　高协平 ,张钹.区间小波神经网络 ( II) —理论与实现 [J ] .软件

学报 ,1998 ,9 (4) .

[ 5 ]　G. Strang and V. Strela. Short wavelets and matrix dilation equations

[J ] . IEE Trans. on SP ,1995 ,43 :108 - 115.

[ 6 ] 　H. S. Geronimo ,D. P. Hardin ,and P. R. Massopust . Fractal functions

and wavelet expansions based on several scaling functions [J ] . J . Ap2
prox. Theory ,1994 ,78 :373 - 401.

[ 7 ]　G. Strang and V. Strela. Orthogonal multiwavelets with vanishing mo2
ment [J ] . J . Optical Eng. ,1994 ,33 :2104 - 2107. (下转第 55页)

46 　　电　　子　　学　　报 2000年



图 4　待外推信号中直流分量对网络收敛速度的影响

根据片段信号的外推结果 ; (3)是将原信号加一直流分量 (其

片段信号也相应加上此分量)后 ,根据片段信号外推 ,再将外

推部分减去预加直流分量之后的结果.外推效果截然不同 ,说

明直流分量在其中起了作用.

上面四个例子说明了 : (1)改进算法的有效性 ; (2)算法对

噪声有一定的抑制能力 ; (3)加窗处理可改善因截断而使频谱

严重泄漏的待外推信号的外推效果 ; (4)去直可加快收敛速

度.从而验证了文中分析的合理性.各例中选用不同的信号都

取得了满意结果说明该算法对不同类别带限信号都是有效

的.

5　结论

　　本文引进了交替投影神经网络 ,将其应用范围从实数域

拓广到复数域 ,并给出了在复数域仍然成立的若干结论.在研

究频带受限数字信号的离散傅立叶变换特性之后 ,结合网络

的这些结论 ,通过选取一组正交基作为网络的独立模式 ,来对

网络进行训练.本文在对 (1)网络对噪声的抑制能力 ; (2)网络

收敛速度 ; (3)因截断而使待外推信号频谱严重外泄等问题的

分析与讨论的基础上 ,提出了一种基于交替投影神经网络的

带限信号外推算法.仿真实验表明该方法是行之有效的.文中

的分析与设计是合理的.另外 ,该算法对频谱外推同样适用 ;

由于它采用全互连神经网络结构 ,因而易于并行计算和 VLSI

实现 ,从而可满足军事上实时处理的需要.
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