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摘 要: 对于某个奇素数 p , 我们给出了判断 2是 mod p 的三次剩余的一个引理, 由此引理,我们定义了有限域

F2 上的 6种三次剩余码; 研究了 6 种三次剩余码之间的关系,得出了三次剩余码的码长、重量特征和极小汉明距离范

围;最后给出了三次剩余码的对偶码的生成多项式 ,以及在选择适当的 p 次本原单位根的情况下,给出了它的生成幂

等多项式.
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Cubic Residue Codes over the Field F 2
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Abstract: For any odd prime p , we give a lemma which is determined when 2 is a cubic residue modulo p . U sing it, we

define the notion of six cubic residue codes over F2. We discuss the relations between six codes, and study the length of cubic-

residue codes, character of weight and the bound of the minimum Hamming distance. We finally give the generator polynomials of

dual codes, and the generating idempotents of cubic residue code when choo se the appropriate primitive p root of unity.
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1 引言

域 F2上的二次剩余码是一类非常古老的码,人们

对它的研究已经有三十多年了,它是一类好码,并在实

际中得到了广泛应用. 在文献 [ 1]第 16 章中,定义了域

F2上的二次剩余码,研究了它的性质,讨论了四种二次

剩余码之间的关系,给出了四种码的生成幂等多项式.

文献[4~ 9]也是对二次剩余码的相应研究.我们知道:

域 F2上的二次剩余码的码长为奇素数 p 且p 满足p

 1(mod 8) .本文由文献[ 2]中的结论出发,先给出了域

F2上的三次剩余码定义,在此基础上探讨了六种三次

剩余码之间的关系,研究了它的相关性质, 最后给出了

一个三次剩余码的生成幂等多项式.

2 域 F2 上的三次剩余码

引理 1 设存在整数 A , B,且 A 不被 3整除, p 为

一素数,若 p 满足p= A 2+ 27B2, 则关于 x 的方程x 3 2

(mod p )有解.

证明可以参照文献[2]中 Proposition 9 6 2 的证明.

显然,在引理 1中,由于 A 不被整除,则必有 3| ( p

- 1) ,对于引理 1中的素数 p 而言: 2 是mod p 的三次剩

余.

本文规定:文中所提及的素数 p 皆满足引理 1中的

条件.如 p 可以等于 31, 43等等.下面介绍 F2上三次剩

余码的定义.

设 为有限域FP 的本原元,令 R0为所有mod p 的

三次剩余组成的集, 即 R0= { 3k ! Fp | k ! Z} , 又令 R1

= { 3k+ 1 ! Fp | k ! Z} , R2= { 3k+ 2 ! Fp | k ! Z} (其中 Z

表示整数集) .

设 n 是使 2n 1(mod p )成立的最小正整数 (即 n

是 2 mod p 的阶) , ! F2
n且 是p 次的本原单位根.

令 g 0( x) = ∀
r
0
! R

0

( x- r 0) , g 1( x ) = ∀
r
1
! R

1

( x- r1) ,

g 2( x ) = ∀
r2 ! R2

( x- r2) .

命题 1 若 p 满足引理 1 中的条件, 则 g 0( x ) , g 1

( x ) , g2( x ) ! F2[ x] .

证明:由于 p 满足引理 1的条件,我们有 2 ! R0.

易知, 2R0= R0, 2R1= R1, 2R2= R2 .

所以, R0 , R1 , R2分别是 F2上mod p 的不相连的分圆陪

集之并.即 g 0( x ) , g 1( x ) , g2( x )分别是 F2
n中某些元的

极小多项式的乘积.由文献[ 1]的 ch4 # 3可知: g 0( x ) ,
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g 1( x ) , g2( x ) ! F2[ x] .

定义 1 环 F2[ x ] / ( xp- 1)中分别由多项式g 0( x ) ,

( x- 1) g 0( x ), g1( x ) , ( x- 1) g 1( x ), g2( x ) , ( x- 1) g 2

( x )生成的循环码(或理想)称为三次剩余码,分别记为

C0,  C0 , C1 ,  C1, C2 ,  C2.

显然由此定义和命题 1可知循环码 C0,  C0 , C1,  C1,

C2,  C2是 F2上的码.

定义 2 设 0< j < p,记 j - 1为 j 在 FP 中的逆元(关

于乘法) ,定义映射

 j : i ∃ ij , i= 0, 1, %, p- 1.

将此定义延伸到环 F2[ x ] / ( xp- 1)上,有:

 j : F2[ x ] / ( xp- 1) ∃F2[ x ] / ( xp- 1)

f ( x ) = a0+ &
p- 1

i= 1

aix
i ∃  j( f ( x ) ) = a0+ &

p- 1

i= 1

aijx
i

显然,  j (f ( x ) ) = a0+ &
p- 1

i= 1

aix
ij
- 1

= f ( x j
- 1

) .

因此,由上可得到:

命题 2 是gk ( x ) , ( k= 0, 1, 2)的根当且仅当
j

是gk ( x j
- 1

)的根,且 deg gk ( x ) = deg g k( x j
- 1

) .

定理 1 设 0< j < p , 将  j 对码 C0 ,  C 0, C1,  C1, C2,

 C2进行变换,若 j ! R0 ,则它们在  j 的作用下保持不

变;若 j ! R1 , 则它们分别变换为: C1 ,  C1, C2 ,  C2 , C0,

 C0;若 j ! R2, 则它们分别变换为: C2 ,  C2, C0 ,  C0 , C1,

 C1.

证明:三种情况只证第三种,其它的证明方法与之

相似.

若 j ! R2,设! rk ! Rk , ( k= 0, 1, 2) ,则 r
k是gk ( x )的根.

由于 jr0 ! R2, jr 1 ! R0 , jr2 ! R1,

所以 jr
0 , jr

1, j r
2分别是 g 2( x ) , g0( x ) , g 1( x )的根.

即  j ( g 0( x ) ) = g2( x ) ,  j ( g 1( x ) ) = g 0( x ) ,  j ( g 2( x ) )

= g 1( x ) .

故定理得证.

至此我们可以对三次剩余码给出总结.

定理 2 ( 1)码 C0, C1, C2相互等价,  C0 ,  C1 ,  C 2也

相互等价.

( 2)码 C0 , C1, C2都是长为 p、维数为
1
3

( 2p+ 1) ;而

 C 0,  C1 ,  C2都是长为 p、维数为
1
3

( 2p- 2)的码.

( 3)  C k, ( k= 0, 1, 2)是 Ck 的子码,且  Ck 中的码字重

量全为偶数.

( 4)若 Ck ( k= 0, 1, 2)的汉明距离为奇数 d,则 d ∋
3
p .

证明: ( 1) (2)显然.下证( 3)和( 4) , 只证 k= 0 的情

况,其它情况与之相似.  C0是 C0的子码由定义 1即知.

由定义 1,  C0由多项式( x- 1) g 0( x )生成,令g 0( x )

= a0+ a1x+ %+ amx
m, 其中 m=

1
3

( p - 1) , ai ! F2, i

= 0, 1, %, m.

所以 ( x- 1) g 0( x) = - a 0+ ( a0- a 1) x+ ( a1- a 2) x 2

+ %+ ( am- 1- am ) x
m
+ amx

m+ 1
由上式知 ( x - 1) g 0( x )

对应  C0中的码字重量为偶数.

 C 0的生成矩阵可以看成是

A=

- a 0 a0- a1 a 1- a2 % am- 1- am am 0 % 0

0 - a0 a 0- a1 a1- a 2 % am- 1- am am 0% 0

%% %% %% %% %% %% %% %% %

0 % % 0 - a0 a 0- a 1 % am- 1- am am

对于 A中任意两行而言,易知它们的重量之和为偶数,

再对这两行对应列分三种情况 00, 01, 11讨论,可知两

行和的重量也为偶数,定理即证.

(4)设 a( x )是 C0中重量为 d 的码字,因为 d 是奇

数,所以( x- 1)不能整除 a( x ) .再由定理 1, 若 j 1 ! R1,

j 2 ! R2则  j 1( a( x ) ) ! C1,  j2( a( x ) ) ! C2.显然,由  j 1
( a( x ) )和  j

2
( a( x ) )分别是 C1和 C2中的码字,可以得

到 a( x )  j1( a( x ) )  j2( a( x ) )必然在 C0 (C1 (C2中且

是 g 0( x ) g 1( x ) g2 ( x ) = &
p- 1

j= 0
x j 的倍数. 因此 a ( x )  j 1( a

( x) )  j2( a( x ) )汉明重量为 p , 因为 a( x )  j1( a ( x ) )  j 2
( a( x ) )的非零系数个数最大为 d 3,所以 d 3∋p .

下面我们来研究 F2上三次剩余码的对偶码.由文

献[1]的第七章可以得到以下引理:

引理 2 设 g( x ) h( x ) = xp- 1,若 C 是由 g( x )生

成的长为 p 的循环码,则 C的对偶码C )也是循环码,

且生成多项式为: g )( x) = xdeg h( x ) h( x- 1) .

定理 3 码 C0 ,  C0, C1 ,  C1, C2 ,  C2 的对偶码分别

为: C )
0 = ∗( x- 1) g1( x ) g 2( x )+, C )

0 = ∗g 1( x ) g 2( x )+,

 C )
1 = ∗( x- 1) g0( x ) g2( x )+,  C )

1 = ∗g 0( x ) g2( x )+,  C )
2

= ∗( x- 1) g 0( x) g 1( x )+,  C )
2 = ∗g 0( x ) g 1( x )+.

证明:我们只证 C2,  C2 的对偶码生成多项式, 而

C0,  C0 , C1,  C1与之相仿.

由定义 1可知:码 C2的根为
s ( s ! R2) ,码  C2的

根为 t ( t ! R2 , { 0 } ) .再由引理 2 有: 码 C )
2 的根为

- u( u ! R0 , R1 , { 0} ) ,码  C )
2 的根为

- v ( v ! R0 ,

R1) .又由于- 1 ! R0则- u ! R0 , R1 , { 0} , - v ! R0 ,

R1,即证码 C
)
2 ,  C )

2 的生成多项式分别为:

( x- 1) g0( x ) g 1( x) , g 0( x ) g 1( x ) .
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最后来研究 F2上三次剩余码的生成幂等多项式.

由于 C0 , C1, C2相互等价,而  C0又是由 C0中的重

量为偶数的码字构成,因此我们只对 C0的生成幂等多

项式进行讨论.

令 e 0( x ) = &
r
0
! R

0

x
r
0 , e1( x ) = &

r
1
! R

1

x
r
1, e 2( x ) = &

r
2
! R

2

x
r
2 .

于是我们有:

命题 3 e 0( x ), e1( x ) , e2( x )都是环 F2[ x ] / ( xp-

1)的幂等多项式,且 e 0( x ) + e1( x ) + e 2( x ) + &
p- 1

i= 0

x i= 1.

证明:根据上文对素数 p 的规定, 可知 2 ! R0 ,且

2R0= R0, 2R1= R1, 2R2= R2,则

( e 0( x ) ) 2= &
r
0
! R

0

x 2r0 = &
r−

0
! R

0

xr−0= e0( x)

对于 e1( x ), e 2( x )是幂等多项式的证明与 e 0( x )的证明

相仿.而命题的后一个等式由 e 0( x ) , e 1( x) , e 2( x )的定

义即可得到.

定理 4 选择适当的 p 次本原单位 ,若 e0( ) =

1, e1( ) = e2( ) = 0,则 C0的生成幂等多项式为: 1+ e 0

( x) ;若 e1( ) = 1, e0( ) = e2( ) = 0, 则 C0 的生成幂等

多项式为: 1+ e1( x ) ;若 e2( ) = 1, e0( ) = e 1( ) = 0,

则 C0的生成幂等多项式为: 1+ e 2( x ) .

证明:由命题 3可知: e0( ) + e 1( ) + e 2( ) = 1

当 e0( ) = 1, e1( ) = e2( ) = 0时,我们有:

对于! s ! R0有, 1+ e 0(
s) = 1+ e 0( ) = 0. 而对于 ! t

! R1, R2, { 0} ,有:

若 t ! R1, 1+ e 0(
t) = 1+ e1( ) = 1;若 t ! R2, 1+

e 0(
t) = 1+ e2( ) = 1;若 t= 0, 1+ e0( 1) = 1+

1
3

( p-

1) = 1 (因为
1
3

( p - 1 )一定是偶数 ). 即证定理第一部

分.其它证明如上相似.定理证明结束.

3 一个例子

设 p= 31,我们知道2 是mod 31的三次剩余.因为3

是域 F31的一个本原元, f ( x ) = x5+ x 3+ x 2+ x+ 1 是

F2上的一个本原多项式, 5是使 25 1(mod 31)成立的

最小整数.设 ! F2
5= F2[ x] / ( f ( x ) )是一个 31次本原

的单位根, R0= { 33 i ! F31| i ! Z} = { 1, 2, 4, 8, 15, 16, 23,

27, 29, 30} ,由定义 1设生成多项式为 g 0( x ) = ∀
r0 ! R0

( x-

r 0) = x 10+ x 9+ x 7+ x 6+ x 5+ x4+ x3+ x+ 1,则我们得

到一个 F2上参数为[ 31, 21, d ∋4]的三次剩余码.

致谢 感谢审稿人对本文提出修改意见.
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