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  摘  要:  PS 类 bent函数类是所有 2( n/ 2) - 1或 2( n /2) - 1+ 1 个 F n
2 的/不交的0

n
2
维子空间的指示函数的模2 和所组

成的函数的集合.这些函数具有很好的代数结构并在密码学中有很多应用.如何来刻画 PS bent函数的代数范式一直

是公开的难题.构造 PS类 bent函数关键在于如何将 Fn
2划分为 2n/ 2+ 1 个

n
2
维子空间. 本文给出一种划分的方法, 从

而构造出 PS类 bent函数, 并给出了对应的代数范式.
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Abstract:  The class of PS bent functions is one interesting class of bent functions, they have good algebraic structure and have

many applications in cryptography. They are also useful for studying the general structure of bent functions. Unfortunately, the construc2

tion of PS bent functions is theoretic, it is still an open problem to characterize the algebraic normal forms of PS bent functions. In this

paper we study the properties of such functions, and one method to construct PS bent functions and the corresponding algebraic normal

forms are provided.
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1  引言

  我们用 F 2 表示元素为 0 和 1的有限域, 其中的加法运算

用© 来表示,一个布尔函数 f ( x)是从 F n
2 到 F 2 的函数, 其中

x= ( x1, , , xn) .函数 f ( x)可以表示成一个 n 变量的多项式

f ( x1, , , xn )= a 0© ( ©
n

i= 1
aix i ) © ( ©

1F i Xj F n
aijxixj ) © , © a 12, nx1x2

, xn ,

其中的系数 a0 , aij, , , a 12 , n I F 2. f ( x )的这种表示称为 f ( x )

的代数范式( algebraic normal form) . 这个多项式的次数就是这

个函数的次数. f ( x)在 XI F n
2 处的Walsh 变换定义如下:

Wf ( X)= E
x I F

n
2

( - 1) f( x) © X#x

其中 X# x 表示X和x 的内积.若函数 f ( x)的Walsh 变换满足

| Wf ( X) | = 2n/ 2( - 1) �f ( X)

也是 bent函数. 我们称�f 是f 的对偶函数.�f 的对偶函数就是f

本身.

Bent函数有许多很好的性质, 并且也有许多应用[ 3~ 6] ,因

此 bent函数的构造就非常有意义. 我们至今所知道的直接构

造出的 bent函数 (而不是由已知的 bent 函数来构造另外的

bent函数)并经常使用的主要有两类,一种是M(Maiorana2Mac2

Farland)类[ 1, 7] . 我们令 p =
n
2

, 则有 Fn
2= {( x, y) , x, y I F p

2}.

M类中的 bent函数具有如下形式:

f ( x, y)= x# P( y) © g (y)

其中 P 是Fp
2上任意的置换, 而 g 是Fp

2上任意的布尔函数. 另

一类是 PS(Partial Spread)类[ 1] . F n
2 的子空间 E 的指示函数定

义为

I E( x) =
1 x I E,

0 x | E

PS 类是所有 2p- 1或 2p- 1+ 1 个 Fn
2 的/不交的0 p 维子空间的

指示函数的模 2 和所组成的函数的集合,其中/ 不交的0表示

任意两个这样的子空间只交于 0 元素, 所以任意两个这样的

子空间的直和是 F n
2. 这类函数的对偶函数具有同样的形式,

把所有的 p 维子空间用它们的对偶空间代替即可.文[1]中用

PS- (PS+ )来表示所有 2p- 1( 2p- 1+ 1)个 Fn
2 的不交的 p 维子

空间的指示函数的模 2 和所组成的函数的集合. PS类的构造

只是理论性的, 如何来刻画这类 bent函数的代数范式一直是

公开的难题. 从 PS 类 bent函数的定义我们可以看出, 构造这

类 bent函数的关键在于如何将 F n
2 划分成 2p+ 1 个不相交的

p 维子空间. 我们下面就根据这种思想给出一种构造这类

bent函数的方法,并给出了对应 bent函数的代数范式.
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2  子空间的构造

  以后我们令 n 是偶数, 且 p =
n
2

. 在这一节中我们来把

空间 F
n
2 划分成 2

p
+ 1 个不相交的子空间.

我们首先来考虑 Galois域[ 4] F 2p . 设 f ( x)是 F 2 上的一个

次数为 p 的本原多项式 ,而 B是f ( x)的一个根, 即 f ( B) = 0,

则 B是F 2p的一个本原元, F 2p= {0, 1, B, B 2, , , B2
p- 2}, 同时

F 2p中的元素可以表示成 b0B
0+ b1B

1+ , + bp- 1B
p - 1, bi I

F 2. 令

Eci= {( A, ABi ) , AI F 2p}, i= 0, 1, , , 2p - 2,

Ec 2p- 1= {( A, 0) , AI F 2p}, Ec 2p= {(0,A) , AI F 2p }

设 a 1= ( A1, A2) , a2= ( B1 , B 2)为某个 Eci 中的两个元素, 定

义加法 a1+ a 2= ( A1+ B1, A2+ B2) ,可以验证 Ec i, i = 0, 1, , ,

2p 是 Abel群,且 Ec i H Ecj= {( 0, 0) }, i X j.

现在我们来把 Eci , i= 0, 1, , , 2p 中的元素转换成F n
2 中

的元素.对于 Ec i中的元素( A, ABi ) , 它还可以表示成

( a0B
0+ a 1B

1+ , + ap- 1B
p- 1, b0B

0+ b1B
1+ , + bp- 1B

p - 1)

我们令它对应的 F n
2 中的元素为

( a0 , a 1, , , ap- 1, b0, b1, , , bp - 1)

易知这种转换是一一对应的. 我们把 E ic中元素对应的F n
2 中

的元素组成的集合记为 E i ,由于 E ic是 Abel 群,所以 E i 对于

加法是封闭的,即 E i是 Fn
2的子空间. 又由于 Eic H Ejc= {(0,

0) , i X j} ,则 Ei H E j= {(0, , , 0) }, i X j. 所以 E0, , , E2p正是

我们想要的 2p+ 1个/ 不交的0子空间.

这时我们还可以求出这些子空间的基. 对于子空间 E i, i

= 0, 1, , , 2p - 2, 它的基其实就是由 ( 1, B i ) , ( B, Bi + 1 ) , , ,

( Bp - 1 , B i+ p- 1 )对应于 F n
2 中向量所组成的,具有如下形式:

( 0, 0, , , 0, si
1, 1, , , bi

1, p) , , , ( 0, , , 0, 1, bi
p,1, , , bi

p, p) , bi
j , k I F2

子空间 E2p - 1的基是由( 1, 0) , ( B, 0) , , , ( Bp - 1 , 0)对应于 F n
2

中向量所组成的,即

(1, 0, , , 0, 0, , , 0) , , , (0, , , 0, 1, 0, , , 0)

子空间 E2p的基是由(0, 1) , ( 0, B) , , , (0, Bp - 1)对应于 F n
2 中

向量所组成的,即

(0, , , 0, 1, 0, , , 0) , , , (0, , , 0, 0, , , 0, 1)

我们构造的子空间类似于仿射平面 AP( F 2p )的不同斜率

的直线上的点组成的集合.事实上, 我们就是从利用仿射平面

AP ( F 2p)的 2p - 1 个非 0 斜率的平行直线类来生成正交拉丁

方的方法受到启发的.关于仿射平面和正交拉丁方的内容,请

参考文献[8] .

例 1 我们来考虑 n= 8 的情形, 这时 p = 4. 我们首先表

示Galois域 F 16. f ( x) = x4+ x + 1是一个本原多项式. 令 B是

f ( x)的一个根, 则

F 16= {0, 1, B, B2 , , , B14}

同时还可把 F 16中元素表示成 B的次数小于等于3 的多项式:

0, 1, B, B+ 1, B 2, B 2+ 1, B 2+ B, B 2+ B+ 1

B 3, B 3+ 1, B3+ B, B 3+ B+ 1, B 3+ B 2,

B 3+ B 2+ 1, B 3+ B 2+ B, B 3+ B2+ B+ 1

下面我们来构造 E0c , , , E14c , E c
15 , E c

16 :

E ic= {( A, AB i) , AI F 16}, i= 0, 1, , , 14.

E c
15= {( A, 0) , AI F 16}, E c

66= {(0, A) , AI F 16}

接着我们把 E ic转换成 F 8
2的子空间 E i,

Ei= {( a0 , , , a3 , b0, , , b3) | ( a 0B
0+ , + a 3B

3 , b0B
0+ ,

+ b3B
3 ) I Eic}

这样我们就把 F 8
2分成了 17 个不相交的子空间.为了简单起

见, 我们只列出这些子空间的基.

A0= {(1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0) , (0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0) , (0, 0, 1, 0, 0, 0,

1, 0) , (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1) }

A1= {(1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0) , (0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0) , (0, 0, 1, 0, 0, 0,

0, 1) , (0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 0) }

A2= {(1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0) , (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1) , (0, 0, 1, 0, 1, 1,

0, 0) , (0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0) }

A3= {(1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1) , (0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0) , (0, 0, 1, 0, 0, 1,

1, 0) , (0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 1) }

A4= {(1, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0) , (0, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 0) , (0, 0, 1, 0, 0, 0,

1, 1) , (0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 1) }

A5= {(1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0) , (0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1) , (0, 0, 1, 0, 1, 1,

0, 1) , (0, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0) }

A6= {(1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, ) , (0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1) , (0, 0, 1, 0, 1,

0, 1, 0) , ( 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 1) }

A7= {(1, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 1) , (0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0) , (0, 0, 1, 0, 0, 1,

0, 1) , (0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0) }

A8= {(1, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0) , (0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 1) , (0, 0, 1, 0, 1, 1,

1, 0) , (0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1) }

A9= {(1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1) , (0, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 0) , (0, 0, 1, 0, 0, 1,

1, 1) , (0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1) }

A10= {(1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0) , (0, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1) , ( 0, 0, 1, 0, 1,

1, 1, 1) , (0, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 1) }

A11= {(1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1) , (0, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1) , ( 0, 0, 1, 0, 1,

0, 1, 1) , (0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 2) }

A12= {(1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1) , (0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1) , ( 0, 0, 1, 0, 1,

0, 0, 1) , (0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0) }

A13= {(1, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1) , (0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1) , ( 0, 0, 1, 0, 1,

0, 0, 0) , (0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0) }

A14= {(1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1) , (0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0) , ( 0, 0, 1, 0, 0,

1, 0, 0) , (0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0) }

A15= {(1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) , (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) , ( 0, 0, 1, 0, 0,

0, 0, 0) , (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0) }

A16= {(0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0) , (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0) , ( 0, 0, 0, 0, 0,

0, 1, 0) , (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1) }

3  子空间的指示函数

  在上一节中我们求出了 F n
2 的 2p+ 1个不相交的子空间,

现在我们来求这些子空间的指示函数.事实上, 直接求这些子

空间的指示函数并不是一件容易的事 ,但是我们可以换一种
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角度来考虑它.

对于子空间 Ea , i= 9, 1, , , 2p , 设它的基是{Ai1 , , , Aip}.

我们构造一个齐次线性方程组

Fi ( x)=

f i1( x)= Ai1# x= 0

f i2( x)= Ai2# x= 0

s

f ip ( x)= Aip# x= 0

由于 Ai1, , , Aip是p 个相互无关的向量, 根据线性代数的知

识,齐次线性方程组 Fi ( x)的解空间为 F
n
2 的一个维数为 p 的

线性子空间, 我们令这个线性子空间为 Si. 容易证明 Si 是 E i

的对偶空间.对于任两个子空间 E i, E j, i X j, 它们的基分别为

{Ai1, , , Aip}和{Aj1 , , , Ajp}.由于 E i 和E j 的直和是F n
2 , 所以

{Ai1, , , Aip , Aj1 , , , Ajp}也是 F n
2 的基, 维数是 n, 所以它对应

的齐次线性方程组( Fi ( x)= 0, F j( x) = 0)的解只有 0向量.这

说明子空间 Si, i = 0, 1, , , 2p 相互之间也是不交的,也满足我

们的要求.

对任意 AI Si , 它都满足 f i1( A) = , = f ip ( A) = 0. 根据指

示函数的定义, Si 的指示函数应为

I S
i
( x) = ( f i1( x ) © 1) , ( f ip( x) © 1)

在 E i , i= 0, , , 2p 这些子空间中,容易验证 E0 与自身对

偶,所以 S 0= E0; E 2p - 1与 E2p互为对偶子空间, 所以我们有

S2p- 1= E2p, S2p= E2p- 1. 对于 E i , i = 1, , , 2p - 2, 设 E i 的基

为

(1, 0, , , 0, b
i
1, 1, , , b

i
1, p) , , , (0, , , 0, 1, b

i
p, 1, , , b

i
p, p ) ,

bi
j, k I F 2

我们可以得到对应的齐次线性方程组:

  F( x) =

x1© bi
1, 1xp+ 1© , © bi

1, px2p= 0

s

xp © bi
p, 1xp+ 7© , © bi

p, px2p= 0

]

x1= bi
1, 1xp+ 1© , © bi

1, px2p

s

xp= bi
p, 1xp+ 1© , © bi

p, px2p

经过计算,这个齐次线性方程组的解空间 Si 的基为

( b
i
1,1 , , , b

i
p, 1, 1, 0, , , 0) , , , ( b

i
1, p , , , b

i
p, p , 0, , , 0, 1)

由于一个空间的对偶空间的对偶空间是本身, 所以 Si 的对偶

空间就是 Ei . 同样根据上面的讨论, 我们可以得到子空间 E i

的指示函数为

I E
0
( x )= I S

0
( x) , I E

2
p
- 1

( x )= I S
2

p ( x) , IE
2

p( x) = IS
2
p- 1 ( x) ,

I E
i
( x )= ( bi

1,1x1© , © bi
p, 1xp © xp+ 1© 1) ,

( bi
1, px1© , © bi

p, pxp © x2p © 1) , i = 1, , , 2p - 2

子空间 E i , i= 0, 1, , , 2p 的指示函数一共有 2p+ 1 个,从

中任取 2p- 1(或 2p - 1+ 1)个, 把它们模 2 和, 而它的对偶函数

则是这些子空间的对偶子空间的指示函数的模 2和 .这样就

得到了 PS- ( PS+ )类 bent函数的代数范式, 也就构造出了对

应的 bent函数, 当然,如果 f ( x)是一个 bent函数,对任意的仿

射函数 h (x) = A# x © a , AI F
n
2, a I F 2 和任意的从 F

n
2 到 F

n
2

的仿射同构 W, f. W© h 仍旧是 bent函数.

需要特别指出的是当 n= 4, p = 2 时, 由于 E0 的对偶子

空间是本身, E3 和 E4互对偶,而经验证 E1 和 E 2也互对偶.

设它们的指示函数分别为 I E
0
( x) , , , IE

5
( x) , 则下列 bent 函

数的对偶函数是本身:

IE
1
( x) © I E

2
( x ) , IE

3
( x) © IE

4
( x) ,

I E
0
( x) © I E

1
( x ) © I E

2
( x) , IE

0
( x) © I E

3
( x ) © I E

4
( x)

当 n > 4 时, 我们构造出的 bent 函数的个数应该是 2 @

2p+ 1

2p- 1 ,其中一半是 PS
-
类, 一半是 PS

+
类.当然,对偶函数

的个数也是这么多.

在文献[1]中, Dillon 给出一种构造 PS - 类 bent 函数的方

法, 他称他构造出的函数为 PS ap类, 令 Fp
2 等同于 Galois 域

F 2p ,则这类 bent函数具有如下形式: g(
x
y

) ,其中 g 是一个平

衡函数, 且如果 y= 0 时,
x
y

= 0. 其实这类 bent函数是我们构

造出的 bent 函数的一部分, 因为由我们的构造方法可以看

出,所有满足
x
y
等于 Galois域 F 2p中某元素的输入其实就是

我们构造出的某个子空间 Ei .另外由于 Dillon 令 y= 0 时
x
y

=

0, 则与 x= 0 时对应的输出是一样的, 这时, 子空间 E2p- 1和

E2p就同时被取或同时不取.所以我们说 Dillon 构造的 PS ap类

bent函数是我们构造出的 bent函数的一部分.

例 2  承接例 1,根据 17 个子空间的基, 我们可以列出对

应的齐次线性方程组的解空间即对偶空间的指示函数如下:

I S
0
( x) = ( x1 © x5© 1) ( x2 © x6© 1) ( x3 © x7© 1) ( x4 © x8© 1)

I S
1
( x) = ( x1 © x6© 1) ( x2 © x7© 1) ( x3 © x8© 1)

( x4 © x5© x6 © 1)

I S
2
( x) = ( x1 © x7© 1) ( x2 © x8© 1) ( x3 © x5© x6 © 1)

( x4 © x6© x7 © 1)

I S
3
( x) = ( x1 © x8© 1) ( x2 © x5© x6 © 1) ( x3© x6 © x7© 1)

( x4 © x7© x8 © 1)

I S
4
( x) = ( x1 © x5© x6 © 1) ( x2© x6 © x7© 1) ( x3 © x7© x8© 1)

( x4 © x5© x6 © x8© 1)

I S
5
( x) = ( x1 © x6© x7 © 1) ( x2© x7 © x8© 1)

( x3 © x5© x6 © x8© 1) ( x4 © x5© x7 © 1)

I S
6
( x) = ( x1 © x7© x8 © 1) ( x2© x5 © x6© x8 © 1)

( x3 © x5© x7 © 1) ( x4© x6 © x8© 1)

I S
7
( x) = ( x1 © x5© x6 © x8© 1) ( x2 © x5© x7 © 1)

( x3 © x6© x8 © 1) ( x4© x5 © x6© x7 © 1)

I S
8
( x) = ( x1 © x5© x7 © 1) ( x2© x6 © x8© 1)

( x3 © x5© x6 © x7© 1) ( x4 © x6© x7 © x8© 1)

I S
9
( x) = ( x1 © x6© x8 © 1) ( x2© x5 © x6© x7 © 1)

( x3 © x6© x7 © x8© 1) ( x4 © x5© x6 © x7© x8© 1)

I S
10

( x )= ( x1© x5 © x6© x7© 1) ( x2© x6© x7© x8© 1)
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( x3© x5© x6© x7© x8© 1) ( x4 © x5© x7 © x8© 1)

IS
11

( x)= ( x1© x6© x7© x8© 1) ( x2© x5 © x6© x7 © x8© 1)

( x3© x5© x7© x8© 1) ( x4© x5 © x8© 1)

IS
12

( x)= ( x1© x5© x6© x7© x8© 1) ( x2 © x5© x7 © x8© 1)

( x3© x5© x8© 1) ( x4© x5© 1)

IS
13

( x)= ( x1© x5© x7© x8© 1) ( x2© x5 © x8© 1) ( x3 © x5© 1)

( x4© x6© 1)

IS
14

( x)= ( x1© x5© x8© 1) ( x2© x5© 1) ( x3 © x6© 1)

( x4© x7© 1)

IS
15

( x)= ( x1© 1) ( x2© 1) ( x3© 1) ( x4© 1)

IS
16

( x)= ( x5© 1) ( x6© 1) ( x7© 1) ( x8© 1)

同样我们不以求出子空间 Si 的基及 E i 的指示函数. 下面只

列出 E i 的指示函数.

IE
0
( x) = IS

0
( x)

IE
1
( x) = ( x4 © x5© 1) ( x1 © x4© x6 © 1) ( x2© x7© 1)

( x3 © x8© 1)

IE
2
( x) = ( x3 © x5© 1) ( x3 © x4© x6 © 1) ( x1© x4© x7© 1)

( x2 © x8© 1)

IE
3
( x) = ( x2 © x5© 1) ( x2 © x3© x6 © 1) ( x3© x4© x7© 1)

( x1 © x4© x8 © 1)

IE
4
( x) = ( x1 © x4© x5 © 1) ( x1© x2 © x4© x6© 1)

( x2 © x3© x7 © 1) ( x3© x4 © x8© 1)

IE
5
( x) = ( x3 © x4© x5 © 1) ( x1© x3 © x6© 1)

( x1 © x2© x4 © x7© 1) ( x2 © x3© x8© 1)

IE
6
( x) = ( x2 © x3© x5 © 1) ( x2© x4 © x6© 1)

( x1 © x3© x7 © 1) ( x1© x2 © x4© x8© 1)

IE
7
( x) = ( x1 © x2© x4 © x5© 1) ( x1 © x3© x4© x6© 1)

( x2 © x4© x7 © 1) ( x1© x3 © x8© 1)

IE
8
( x) = ( x1 © x3© x5 © 1) ( x2© x3 © x4© x6© 1)

( x1 © x3© x4 © x7© 1) ( x2 © x4© x8© 1)

IE
9
( x) = ( x2 © x4© x5 © 1) ( x1© x2 © x3© x4© x6© 1)

( x2 © x3© x4 © x7© 1) ( x1 © x3© x4© x8© 1)

IE
10

( x) = ( x1© x3© x4© x5© 1) ( x1© x2© x3 © x6© 1)

( x1© x2© x3© x4© x7© 1) ( x2© x3 © x4© x8 © 1)

IE
11

( x) = ( x2© x3© x4© x5© 1) ( x1© x2© x6 © 1)

( x1© x2© x3© x7© 1) ( x1© x2© x3 © x4© x8 © 1)

IE
12

( x) = ( x1© x2© x3© x4© x5© 1) ( x1© x6 © 1)

( x1© x2© x7© 1) ( x1© x2© x3© x8 © 1)

IE
13

( x) = ( x1© x2© x3© x5© 1) ( x4© x6© 1) ( x1 © x7© 1)

( x1© x2© x8© 1)

IE
14

( x) = ( x1© x2© x5© 1) ( x3© x6© 1) ( x4© x7 © 1)

( x1© x8© 1)

IE
15

( x) = I S
16

( x)

I E
16

( x) = IS
15

( x)

根据这些指示函数, 从 I E
i
( x)中任选 8 个, 则它们的模 2

和就是 PS- 类 bent 函数,任选 9个, 则它们的模 2和就是 PS+

类 bent函数.这些 bent函数的对偶函数是对应的 IS
i
( x)的模 2

和. 由于
17

8
=

17

9
= 24310, 所以我们构造出的 PS- 类和

PS+ 类 bent函数的个数都是 24310 个, 且它们的对偶函数个

数也分别是 24310个.

4  PS类 bent函数的一般构造

  下面来讨论 PS 类 bent 函数的一般构造方法. 由于构造

这类 bent函数最主要的工作在于将空间 Fn
2 划分成 2p+ 1 个

/ 不交的0p 维子空间,所以首先讨论划分空间 F n
2 的方法.

为了说明方便, 我们下面用子空间的生成矩阵: A0, A1,

, , A2p , 来代表对应的子空间.这样的生成矩阵 Ai 为p @n 的

矩阵, 可以表示为 Ai= ( Si1 , Si2) ,其中 Si1 , Si2都是 p @p 矩阵,

且 Ai 的秩为p .因为任意两个子空间都不交, 它们的直和是整

个空间 F n
2, 则对任意 i X j I {0, 1, , , 2p}

Ai

Aj
=

Si1 Si2

Sj1 Sj2

是一个 n @n 满秩矩阵.令 C 是F 2 上的任意 n @n 的满秩矩

阵, 则

Ai @C

Aj @C
=

Ai

Aj
@C

仍是满秩矩阵, 且分别以 A0@C, , , A2p @C 为生成矩阵的子

空间仍是维数为p 的不相交的子空间. 这样我们就可以得到

下面结果.

引理 1  如果 f ( x)是 F n
2 上的 PS 类 bent函数, C是任意

F 2 上的 n @n 满秩矩阵,则 f ( C @x)仍是 PS 类 bent函数 .

这样对于 A0, A1 , , , A2p ,我们令

C=
A0

A1

- 1

,

则 A0@C= ( Ep , 0) , A0@ C= (0, Ep ) , 其中 Ep 为 p 阶单位矩

阵. 因此我们总可以假设划分 Fn
2所得到的 2p+ 1 个/ 不交的0

子空间对应的生成矩阵包括 A0= ( Ep , 0)和 A1= (0, Ep )在内.

对于 A0= ( Ep , 0) , A1= (0, Ep ) , A2, , , Ap
2 ,由于其中的 Ai

= ( Si1, Si2) , i = 2, , , 2p ,必须与 A0 和 A1 不交, 则 Si1和 Si2的

秩都必为 p.如果其中一个的秩小于 p,不妨假设 Si2的秩小于

p ,因为它与 A0 不交,则

Wn @n=
Ep 0

Si1 Si2

对应的行列式的值等于

| Wn @n | = | Ep| @| Si2 | .

因为 Si2的秩小于 p ,则它对应行列式的值为 0, 所以| W| = 0.

根据线性代数的知识, 得到矩阵W的秩小于n, 则由它为生成

矩阵生成的空间一定不是 F n
2 ,因此就与它和 A0 不交这个事

实矛盾, 所以 Si2的秩必为 p. 同理还可证明 Si1的秩也为 p.
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这样我们就对子空间的结构有了清醒的认识. 如果把

Ai , i= 2, , , 2p , 对应子空间中元素表示成有限域中元素的

话,则 Ai 中元素有如下形式:

( A, B) , A, BI F 2p

且 A和B都取遍F 2p中的值.令 H ( x )是 F 2p上的一个置换函

数,则 Ai 中元素还可表示成

( A, H( A) ) , AI F 2p

因为 Ai 是一个子空间, 满足加法封闭,所以置换H ( x)应满足

(1) (0) = 0;  (2)H( A) + H( B)= H( A+ B) , A, BI F 2p

可见,转换 H( x)应是 F 2p上一个线性变换, 即线性转换.

因此划分 F n
2 的工作就集中在寻找 F 2p上的线性置换上了.

需要注意的是,这时的线性置换其实就是线性变换 .但是

我们所需要的线性变换必须不是零变换, 所以我们采用了线

性置换这个术语.

因为有限域 F 2p的特征是 2, 我们首先来考虑 F 2p上的指

数函数H( x) = x2h
,其中 h 是一个非负整数.根据有限域中的

知识,对于 F 2p中任意两个元素A, B,我们总有

( A+ B) 2
h
= A2

h
+ B2

h
, ( A- B) 2

h
= A2

h
- B2

h
,

因此我们可以判断 H( x)是 F 2p上的置换函数, 并且还满足我

们要求的两条,因此它是一个线性置换.

下面我们就用 H( x ) = x2h
来把划分 F n

2 成 2p+ 1 个不交

的子空间. 显然, A0 和 A1 是其中的两个, 其余的子空间如下

构造:令 B是F 2p的一个生成元,子空间 Ai , i= 2, , , 2p , 满足

Ai= {( A, Bi- 2H ( A) ) | AI F 2p }

根据H ( x)的特性, 我们可以验证 Ai, i= 2, , , 2p ,确实是子空

间,且这些子空间互不相交, 且它们与 A0 和 A1也是互不相交

的,因此 A0, A1, A2 , , , A2p就是我们所希望的F n
2 的一种划分.

根据前面的方法,我们还可求出子空间的指示函数, 然后就可

构造出 PS类 bent函数的方法其实是这里讨论的一种, 它对

应的线性置换函数是 H( x) = x= x20, 即 h= 0.

我们还可把上述方法进行更一步的推广来得到更一般的

结果. F 2p上的线性化多项式是具有如下形式的多项式:

L( x) = E
p- 1

s= 0

Asx
2s

, As I F 2p

显然上面考虑的置换函数 H( x) = x2h
是线性化多项式对应函

数的一个特例.容易验证线性化函数满足线性性, 但遗憾的是

在一般情况下它不是 F 2p上的置换.文献 [9]证明了线性化函

数 L(x)是 F 2p上的置换当且仅当由它的系数构成的矩阵

A=

A0 A2p - 1 A2
2

p - 2 , A2
p- 1

1

A1 A20 A2
2

p - 1 , A2
p- 1

2

A2 A21 A2
2

0 , A2
p- 1

3

s s s s

Ap - 1 A2p - 2 A2
2

p - 3 , A2
p- 1

0

满足| A| X0. 根据这个事实, 我们可以首先构造出线性化多

项式函数 L( x ) , 然后再检验它的系数构成的矩阵是否满足

| A| X 0.如果满足, 则它就是 F 2p上的置换, 则我们就可以根

据它按照上面的方法来划分 F n
2 ,从而构造出 PS 类 bent函数.

综合上面分析, 我们可以得到下面定理.

定理 1  对于 F 2p上的线性化多项式

L(x) = E
p- 1

s= 0

Asx
2 s

, As I F 2p ,

如果它的系数构成的矩阵 A对应的行列式的值不等于 0, 则

我们就可以根据它划分空间并构造出一组 PS类 bent函数.

根据有限域的知识我们知道对应矩阵 A 的行式不为 0

的线性化多项式与满秩矩阵是一一对应的[ 9] . 因此我们完全

可以用线性代数的语言来描述上述有限域的结果.

5  结论

  在这篇文章中, 我们主要讨论了 PS 类 bent 函数的构造

方法. 我们首先给出一种特殊的构造方法, 详细讨论了如何利

用这种方法来进行空间的划分、子空间的指示函数的表示和

构造 PS类 bent函数.在例子中我们列出了 n= 8 时我们构造

出的 bent函数. 最后我们讨论了 PS 类 bent 函数的一般构造

方法, 说明如何根据线性置换来构造 PS 类 bent函数, 指出了

线性化多项式在构造 PS 类 bent 函数中的作用. 我们在这里

构造出的部分 PS类 bent函数没有出现于其它文献中.
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