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� � 摘 � 要: � 从信号处理角度来考察分数阶导数和微分问题. 首先论述分数阶微积分的基本概念, 评论分数阶导数

的几种典型定义,并重点探讨分数阶导数的频域定义及其基本性质. 紧接着详细研究分数阶微分的实现: 理想分数阶

数字微分滤波器和 FIR分数阶数字微分滤波的基本性质和设计问题, 并提出分数阶微分滤波器设计中遇到的新问题

以及奇对称微分滤波器、偶对称微分滤波器等新概念.最后给出一些值得进一步探讨的有趣问题.
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Abstract: � The topics of fractional ( order) derivative and its digital implementations are studied from the view point of signal

processing in this paper. A brief survey on fractional differentiation and integration is given, some basic concepts of the fractional cal�

culus and some typical definitions of the fractional derivative are reviewed. Next the digital implementation approaches of fractional dif�
ferentiators are discussed in detail. Some new problems, which would been encounted in the design of the fractional differentiators, and

some new concepts, such as the odd symmetric differentiators and even symmetric differentiators are proposed. Finally, futureworks are

reviewed in the concluding remarks.
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1 � 引言

� � 当前,信息科学正面临着深刻的变革与迅猛的发展 ,信号

分析与处理的变革与发展就是其中典型代表.许多新思路、新

方法和新技术不断涌现, 同时人们也在想方设法不断拓展传

统研究领域的概念、方法和技术.近年来, 分数阶算子和测定

在许多工程应用和科学技术领域逐渐引起了广泛关注和逐步

深入细致的研究.分数阶运算包括分数阶导数和分数阶积分,

分数阶富里叶变换以及各种各样的分数阶变换, 分数维(分

形)测量、分数阶样条等等.分数阶运算也即非整数阶运算,它

们是分析和处理许多 非! 问题和现象(比如非线性、非因果、

非最小相位、非高斯、非平稳、分数布朗运动、混沌等等)的有

用工具.

微分运算是 ∀ 种基本的数学运算, 在信号分析与处理等

领域得到广泛应用,特别在信号的奇异性检测和提取方面具

有特殊的作用. 我们常用的微分运算,微分方程等使用的都是

整数阶, 例如一阶导数、二阶导数#,一阶微分方程、二阶微分

方程#, 然而许多事物、自然现象以及社会现象, 例如诸多

 非!问题和现象是难以用整数阶微分方程来描述和刻画的.

从信号分析与处理角度来看 ,微分运算, 即对函数或信号

f ( t )求导:

Df ( t )=
df ( t)
dt

(1)

是一种线性变换. 在数学上,线性变换常常视为一个算子, 在

许多情况下, 我们很自然地对重复使用该算子所产生的作用

感兴趣. 从数学的观点来看, ∀ 个算子的重复作用可以作为该
算子的整数幂形式, 例如一阶微分算子 D 重复使用 k 次就得

到 k 阶导数

Dkf ( t) = D kf ( t )= dkf ( t ) / dkt , k= 0, 1, 2, # (2)

式中 Dk= Dk ( k ∃ N)称为 k 阶微分算子, 对整数幂的概念加
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以推广,就会很自然地想到这样一个问题: 微分算子的分数幂

Dv= Dv , v ∃ R+ 作用于 ∀ 函数或信号 f ( t) ,究竟意味着什么?

这是一个既古老而又新鲜的课题.说其古老, 是因为分数阶导

数( fractional order derivative)和分数阶积分( fractional order inte�

gration)概念, 总称为分数 (阶 )微积分或分数计算 ( fractional

calculus) ,几乎与普通的整数阶微分和积分概念一样久远, 该

问题曾被许多大数学家,比如 Leibniz( 1695)、Euler( 1738)、Liou�
ville( 1850)、Hardy 和Littlewood( 1925)等涉及和探究过, 但难度

很大.近三百年以来, 它一直是数学家的 珍玩! , 几乎没有引

起工程技术界人们的关注. 直到 Mandelbrot发现分形, 将 Rie�

mann�Liouville分数阶微积分应用于分析和研究分形媒介中的
布朗运动,并猜测分形几何与分数阶微积分之间存在某种关

联,分数微积分才引起人们关注和逐步得到 ∀ 些应用[ 1~ 4] .说

其新鲜在于随着现代科学技术的发展, 特别是计算技术和信

息技术的高度发展,使得人们有能力研究和探索许多 非!问
题和现象,人们重新认识到分数运算的重要性, 特别是分数阶

微积分运算,已开始逐步渗透到各种应用问题中, 并在诸如噪

声检测与估计[3, 4]、流体场理论[ 5, 6]、电磁理论[7]、子波 (或尺

度函数 ) 与样条构造[ 8~ 12]、非线性动力学[13~ 16]、自动控

制[17~ 19]、生物医学工程和材料力学(特别是聚合材料)等许多

科学和工程领域得到一定应用. 因而开始引起信号处理领域

的研究人员的注意和重视.

本文目的就是要从数字信号分析与处理角度来理解和实

现分数阶微分(也即分数导数)概念和计算问题.

众所周知,整数阶数字微分器用于确定和估计给定信号

的(一般是关于时间)导数是十分有用的工具.例如, 在雷达和

声纳应用中,速度和加速度是用微分器从位置测量数据计算

出来的. 在生物医学工程中, 通常需要获得生物医学数据中,

特别是在低频区间的高阶导数.对于整数阶, 也即普通微分滤

波器的设计理论己很成熟并得到广泛应用[ 20~ 24] ,然而关于分

数阶微分器的数字实现和应用的研究, 以及普及程度则差得

很远.

本文安排如下:第二节简单评述分数阶导数, 并重点讨论

分数导数的频域定义及其意义; 第三节基于分数导数的频域

定义,研究理想分数阶数字微分滤波器设计问题; 第四节探讨

FIR 分数阶微分滤波器设计及其遇到的难题; 最后一节进行

简单讨论,从信号处理角度提出 ∀ 些值得进一步研究的有关
课题,并对分数计算的应用进行简单评述与展望.

2 � 分数(阶)导数

� � 函数或信号 f ( t)的 ∀ 阶导数:

Df ( t )= f ( t) =
df ( t)
dt

= lim
�t %0

�f
� t

= lim
�t %0

f ( t + � t) - f ( t)
�t

(3)

这种在时域中的极限定义具有明确的几何与物理意义, 并且

在数学上是容易计算的. 重复上述运算或操作就得到高阶导

数.

在数学分析学中,由于微分和积分密切相关, 并且可以互

相转换,因此往往将它们统一定义在一起.

定义 1� 微分积分算子 D
n
t| a :用算子 D

n
t| a , n ∃ Z 作用在

函数f ( t)的 t点, 定义

Dn
t| af ( t) =

d
n

dt
nf ( t) ,

f ( t) ,

&
t

a
f ( x ) ( dx ) - n,

�
n > 0

n = 0

n < 0

(4)

式中 n( ∃ N)次积分定义如下

&
t

a
f ( x ) ( dx ) - n= &

t

a&
t
n

a&
t
n- 1

a
#&

t
3

a&
t
2

a
f ( t1 ) dt1dt2#dtn- 1 tn (5)

=
1

�( n)&
t

a

f ( x )

( t - x ) n+ 1dx . (6)

式中 �(∋)是 Gamma函数[ 25] .

将通常意义下的整数阶导数拓展到非整数阶 ∀ ∀ ∀ 分数阶

导数情形, 直接仿照整数阶导数在时域中极限定义形式( 3)是

很困难. 显然,在定义分数阶导数的一般方案中,应当包含普

通的整数阶导数, 并且分数阶是整数阶之间的连续内插. 即对

于一个 m( ∃ Z+ )阶可微(特别是能量型的)实函数或信号 f :

| Dkf ( t) | = | f ( k) ( t) | < ( , k= 1, 2, #, m, m ∃ Z+ (7)

存在正实数 v( ∃ R+ )有算子 Dv 使得条件:

) 有界性
| Dvf ( t ) | = | f ( v ) ( t) | < ( , v ∃ ( 0, m) (8)

∗ 连续性
lim
v
1

%v
2

Dv1f ( t) = Dv2f ( t) , v1, v2 ∃ ( 0, m] (9)

+ 实值性
Dvf ( t ) ∃ R, v ∃ (0, m] (10)

成立.

当 v 为正整数,即 v= k , k= 1, 2, #, m 时, 就得到通常意

义下的整数阶导数 f ( k) ( t )及其算子 Dk. 有界条件) 和连续条

件∗ 是将通常意义下的整数阶导数 f ( k) ( t ) , k ∃ Z+ 拓展到分

数阶导数 f
( v )

( t ) , v ∃ R
+
必须满足的条件; 实值条件+ 要求

算子 Dv 为实算子, 当然我们也可取消该限制, 但是当 v 为正

整数, 即 v = k , k = 1, 2, #, m 时, 必须保证 f ( k) ( t )及其算子

Dk是实的.

我们可以从几个不同的方向来考虑或引进分数阶导数概

念, 只要它能兼容普通的整数阶导数即可.关于分数阶导数,

遗憾的是至今没有一个统一的定义, 其数学与物理意义至今

也不明确. 从不同的角度来考虑或引进分数阶导数概念就得

到不同的定义. 在分析学中,由于微分和积分密切相关,并且

可以互相转换, 因此在许多情形,分数阶导数和分数阶积分也

是可以象普通的整数阶微积分那样统一定义在一起, 统称为

分数微积分或分数计算,当然也可分别来考虑和研究分数阶

导数或微分与分数阶积分, 比较常用和容易理解的定义有:

(Riomann�Liouville) R�L 分数微积分定义、柯西( Cauchy)积分式

定义、频域(亦称富氏变换域 )定义、样条域定义、子波域定义

等等.

定义 2 � (R∀ L分数微积分)解析拓展式( 6)得到 R�L 分
数积分

Dv
t| af ( t) =

dv

dtv
f ( t )= &

t

a
f ( x ) ( dx ) v=

1
� ( - v )&

t

a

f ( x )

( t- x ) v+ 1dx

v < 0, a ∃ R+ � � (11)
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按常义,对式(11)进行微分就得到 R�L分数微分

Dv
t| af ( t) = Dm

t| a (D
- ( m- v )
t| a f ( t ) ) , v > 0, m ∃ Z+ (12)

式中 m > v+ 1, v > 0.

这种从多次重复积分(5)概念出发,利用柯西积分公式和

普通导数概念来定义分数微积分.涉及到奇异积分, 在工程计

算上存在许多限制.

定义 3� (柯西积分式分数微积分)对于复平面内的解析

函数 f ( z ) , 有柯西积分公式

Dnf ( z )= f ( n) ( z ) =
� ( 1+ n)

2 i &C

f ( w)

(w - z ) n + 1dw , n ∃ Z+

(13)

将柯西积分公式直接从整数阶 n ∃ Z+ 解析拓展到实数 v ∃
R + 得到

Dvf ( z ) = f ( v ) ( z ) =
� (1+ v)

2 i &C

f ( w)

( w- z ) v+ 1dw , v ∃ R+

(14)

这种解析拓展是非平凡的,由于( z- z 0 )
- ( v+ 1)的多值性 ,其结

果依赖于对复平面的分支分割和积分路线 C 的选取.

以上两种定义可以说是纯数学定义, 在理论上具有重要

意义,但难于计算, 相应地工程中也不容易实现.

为了易于计算和工程实现,人们提出了分数阶导数的样

条域定义和子波变换域定义.分数阶导数的样条域定义的基

本出发点是将函数或信号用样条函数逼近后, 分数阶微分转

化为简单的差分运算.子波域定义则是从微分分析与子波变

换分析的共同点出发,运用微分运算与子波变换之间的内在

联系来加以定义的.这两种定义都借助了频域分析概念来考

察微分运算.

下面我们重点论述分数阶导数(微分)的频域定义及其性

质.

分数导数(微分)的频域定义 � 对于任意一能量型函数或

信号 f ( t) ∃ L2( R ) , 设其付氏变换为: f̂ ( !) = &R
f ( t ) exp( -

i!t ) dt. 根据付氏变换性质, 一阶导数式 (3)在频域的等价形

式为

Df ( t)  ( Df̂ ) ( !) = ( i!)∋f̂ ( !) = d̂ ( !)∋f ( !) (15)

由此在频域定义分数阶导数(微分)为

Dvf ( t) =
dvf ( t)

dtv
, v ∃ R +

 

(Dvf̂ ) ( !) = ( i!)
v∋f̂ ( !)= d̂v( !)∋f̂ ( !) , v ∃ R

+

(16)

式中算子 Dv= Dv 是符号为 d̂v( !) = ( i!) v 的乘性算子, 由复

数的指数表示法.它可写成

d̂v( !) = ( i!) v= âv( !)∋exp( i∀v( !) )= âv ( !)∋p̂ v ( !)

âv( !) = | !| v , ∀̂v ( !)=
v 
2
sgn( !)

(17)

对应的时域形式为

dv ( t) = av ( t) * pv ( t) =
1
2 &

+ (

- (
( i!) v∋e i!td! (18)

av( t) = &
+ (

- (
âv( !)∋ ei!td!=

1
 &

(

0
| !| v∋cos( !t) d! (19)

p v( t )=
1
2 &

+ (

- (
p̂ v( !)∋e i!td!= cos

v 
2

∋#( t)- sin
v 
2

∋ 1
 t

(20)

因而对于函数 f 的分数阶导数的计算有如下卷积形式

Dvf ( t) = dv( t) * f ( t) = &
+ (

- (
dv( t - x ) f ( x ) dx (21)

Dvf ( t )= dv ( t) * f ( t)= pv( t)* av ( t) * f ( t)

= cos
v 
2

∋#( t) - sin
v 
2

∋ 1
 t

* &
+ (

- (
av( t - x ) f ( x )dx

(22)

从以上分析得知, 只要求得积分核 dv ( t )或 av ( t ) , 通过

积分运算就能得到函数的分数导数.

积分核 dv ( t )和 av ( t )必须满足如下基本条件, 即波动

性:

d̂v(0)= 0 &
+ (

- (
dv( t ) dt= 0

âv(0)= 0 &
+ (

- (
av( t ) dt= 0

(23)

该性质表明, 对于任意 v > 0, 微分算子 Dv 对信号或函数 f 中

的直流成分不起任何作用. 波动性是对微分算子 Dv 继式

(8)~ (10)的有界性、连续性和实值性后的又一约束条件.

在数学上, 求解积分核 dv( t)和 av ( t)的解析表达式是很

困难的, 即使对于普通的整数阶, 微分运算也是一个广义(奇

异的)柯西积分, 因此分数阶导数或微分在计算上是不容易

的. 在工程技术方面, 除整数阶以外, 无论用(模拟的)无源器

件还是有源器件实现分数微分系统也是很困难的, 问题的解

决很可能有待于新型的分数阶储能元器件[26]的发现或发明.

我们以分数导数的频域定义为基础,来讨论分数微分的

数字实现.

3 � 理想分数阶数字微分滤波器

� � 从信号处理角度来看, (整数阶或分数阶,阶数为 v ∃ R)

微积分运算完全可以看成是对信号的滤波
[ 23, 24]

, 滤波函数即

是 d̂v ( !)= ( i!) v = | !| v∋exp( i∀v( !) ) , 有如下三种情况:

(1) v> 0, 对应于微分函数, lim
| !| % (

| d̂v( !) | % ( , d̂v( !) , 是

奇异高通滤波;

(2) v= 0, 对应于全通函数, d̂v ( !)= 1 dv ( t) = #( t) ;

(2) v< 0, 对应于积分函数, lim
| !| %0

| d̂v ( !) | % ( , d̂v( !)是奇

异低通滤波.

本文仅讨论第一种微分情况的数字滤波器设计问题.

根据数字信号处理理论, 我们将理想的数字分数阶微分

滤波函数 H v( !)定义为

Hv ( !)= d̂v( !)∋rect !
2 

, -  ! !! (24)

H v( !) = ,
k ∃ Z

hv( k )∋ e- ik!关于 !是 2 周期的, 相对应的滤波

器 hv(0< v < ( )的系数:

hv ( k) =
1
2 &

 

-  
H v( !)∋ eik!d!

=
1
2 &

 

-  
âv( !) e

i∀
v
( !)∋ eik!d!
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=
1
 &

 

0
!vcos k!+

v 
2

d!, v> 0, k ∃ Z (25)

显然,这样得到的理想数字分数微分滤波器 hv ( 0< v <

( )是非紧支的, 满足如下基本性质:

) 有界性

| hv( k ) | !
1
 &

 

0
!vd!=

 v

v+ 1
< ( , k ∃ Z (26)

∗ 波动性

H v(0) = 0 ,
k ∃ Z

hv( k )= 0 (27)

+ 实值性
hv( k) ∃ R, 0< v < ( (28)

−连续性
lim

v
1

% v
2

hv1= hv2, 0< v1, v2< ( (29)

. 能量有限性

Ev= ,
k ∃ Z

| hv( k ) |
2< ( , 0< v < ( (30)

根据 Parseval定理,滤波器 hv 是的能量是容易求得的:

Ev = ,
k ∃ Z

| hv( k ) |
2=

1
2 &

 

-  
| H v( !) |

2d!=
1
 &

 

0
!2vd!

=
 2 v

2v+ 1
< ( , 0< v< ( (31)

这表明序列 hv 是平方收敛的. 其波动性 (27)表明 hv 是收敛

的,至于 hv 是否绝对收敛, 则与微分阶数 v 密切相关.

对于任意给定的一微分阶数 v, 从理论上均可由公式

(25)算出理想的数字分数微分滤波器 hv 的每一个系数值

hv( k ) .除整数阶 v= n( n ∃ N)的 hn ( k )和 hv( 0)具有简明的

解析形式:

h0( k) = #( k ) ,

h1( k) =

0

cos( k )
k

� �
k= 0

k / 0

h2( k) =

-  2 / 3

-
2cos( k )

k2
� �

k= 0

k / 0

∃

(32)

hv(0) =
1
 &

 

0
!
v
cos

v 
2

d!=
 v

v + 1
cos

v 
2

, (0< v < ( ) (33)

以外,其余 hv ( k )的值是很难用一个简明解析形式表达, 但可

由公式(25)以任意精度数值解出[ 32, 33] .

根据微分算子的乘幂性质,对于任意阶 v 有

Dv = Dn∋D% hv= hn* h% (34)

式中 v = n+ %, n 为 v 的整数部分: n= � v0 , %为 v 的小数部

分: 0!%= v - �v0 < 1. 整数阶微分滤波器 hn 的设计已很成

熟[20~ 24] ,因此本文着重研究小数阶微分滤波器 h%( 0< %< 1)

的设计.

图1 给出了阶数 v = 0�1, 0� 2, #, 1�0 时 hv ( k )的时域波

形图.从该图看出, 随着阶数 v 增加, 微分滤波器 hv 的时间局

域化特征越来越差, 而其能量 Ev (见式( 31) )却是越来越大.

对于高阶(比如 v> 2)情形,当| k | 较小时, hv ( k )的数值很大,

不便于应用,为此可以对微分滤波器 hv 的能量进行归一化处

图 1 � 理想分数微分器 hv时域图: hv ( k) , - 15! k!15

理, 得到能量归一化的理想数字分数微分器:

∀hv : ∀hv ( k )=
hv( k )

Ev

, 0< v< ( , k ∃ Z (35)

从而使得有

1∀hv 1= 1 # | ∀hv( k ) | < 1, 0< v < ( , k ∃ Z (36)

理想的数字分数微分器 hv 或∀hv 是非紧支撑的, 即它们

均为无限冲击响应( IIR)滤波器,并且还是双边序列.

hv 和∀hv 对应的传输函数H v( z )和 ∃H v ( z )关系为

H v( z ) = Ev∃H v( z ) =
 v

2v + 1
,
k ∃ Z

∀hv( k) z - k (37)

滤波函数 H v ( !) 与传输函数 Hv ( z ) 具有关系: Hv ( ! ) =

H v( z ) | z = e
i!,由 z= ei!有( i!) = lnz ,则

H v( z ) = Ev∃H v( z )= ( lnz ) v = ( lnz ) n+ % (38)

传输函数 H v( z )和 ∃H v ( z )均有一个零点: z 0= 1,两个多重

极点: p 1= 0 和 p 2= ( , 因此 Hv ( z )和 ∃H v( z )是亚纯函数, 其收

敛域(ROC)为: 0< | z | < ( , 0< v < ( .

从以上分析得知: 理想的数字分数微分器 hv 和∀hv( 0< v

< ( )虽然是非紧支的, 但却是收敛的, 其收敛速度与阶数 v

密切相关. 当 v 靠近偶数时, hv 和∀hv 衰减较快, 几乎是绝对收

敛;而当 v 靠近奇数时, hv 和∀hv 衰减较慢, 收敛但不绝对收

敛. 例如,当 v= 0和 2时 , h0和 h2 绝对收敛,而当 v = 1时, h1

收敛但不绝对收敛. 关于 hv 的收敛性以及时�频局域化特征

我们将另文报道.

4 � FIR数字分数微分器设计

� � 理想的数字分数微分器 hv 或∀hv 是非因果无限冲击响应

( IIR)滤波器, 另外对于大多数的 v( > 0)值来说, hv 或∀hv 不绝

对收敛, 这使得其滤波实现变得困难.现在来考察有限冲击响

应(FIR)数字分数微分滤波器设计问题.

FIR数字滤波器设计方法以直接逼近所需离散时间系统

的频率响应为基础, 常用的方法有窗函数法、频率采样法、

CAD法等.

4�1� 窗函数法与零频归零问题
窗函数设计法是设计 FIR 数字滤波器最简单的方法, 最

简单的窗函数是矩形窗 wR .

窗函数设计法就是直接用有限宽度的窗口 w 截短理想

的分数微分器 hv :

hvW= hv∋w :
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hvW( k )=
hv( k )∋w ( k) , - K ! k !K

0, � � � � 其它
� 0< v < ( (39)

式中 K ∃ Z+ , w是中心在原点, 宽度为 L = 2K + 1 的窗口序

图 2 � ( 矩形) 窗函数法设计 FIR微分

滤波器 hvW: v= 0�2, K = 15

列.常用的窗口有矩形

窗、Hamming 窗、Hanning

窗、Blackman 窗等等.

取 v = 0�2, K = 15

对应矩形窗的 FIR 微分

器 hvW及其频率响应H vW

( !)曲线如图 2 所示.

通过数值分析 得

知,除零频 != 0 和高频

!=  附近以外, HvW( !)

都能 够 很 好 地 逼 近

H v( !) ,其逼近的绝对误

差函数

&vW( !)= | H v( !)- HvW( !) | , 0< v< ( (40)

的性质与阶数 v 密切相关: 对于甚低阶( v % 0)误差主要集中

在零频 != 0 附近;其它情形(即除甚低阶以外)则正好相反,

误差主要集中在高频 !=  附近 .

逼近精度可以用极大绝对误差

&vmax= max
! ∃ [-  ,  ]

[ &v( !) ] (41)

来衡量,而其逼近程度的总体性能可以用平均误差

S1 v=
1
2 &

 

-  
&v( !) d! (42)

和误差能量(即均方误差)

S2v =
1
2 &

 

-  
&2v( !) d!= 1 hv- hv∋w 12

= ,
K

k= - K

| hv( k) - hvW( k ) |
2+ ,

- K- 1

k= - (

h2
v( k )+ ,

+ (

k= K+ 1

h2
v( k ) (43)

来评价. 对于矩形窗口, 误差能量 S2 v只有后两项, 为最小均

方误差逼近.采用其它非矩形窗口, 误差能量 S2v有所增加,

但极大绝对误差 &vmax和平均误差 S1v却得到改善.

零频归零问题 � 对于甚低阶 v % 0时的情形, 最大误差值

在零频 != 0.对于 hvW % hv 的零频误差

&vW(0) = | H v(0) - HvW(0) | = ,
K

k= - K

hvW( k) , 0< v < (

(44)

图 3 � 零频误差曲线

随着阶数 v 的逐渐增大

而逐渐减小. 图 3 绘出

了矩形窗口时, 不同窗

口宽度 L = 2K + 1 条件

下, &vW( 0)随阶数 v 变化

的曲线. 从该图看出, 当

v % 0 时, 零 频 误 差

&vW(0)很大, 这意味着甚

低阶矩形窗FIR滤波器不满足微分器的波动性条件, hvW不能

作为严格意义上的微分滤波器使用.采用其它的窗口函数,比

如Hanning窗、Hamming 窗、Blackman 窗、Kasiser 窗等等, 虽然

能够减弱 Gibbs 现象,但丝毫不能减小零频误差 &vW( 0) , 反而

使&vW(0)有所增加.因此, 对于甚低阶, 如何使 &vW( 0) % 0 是十

分必要的, 我们称之为 FIR 微分器窗口设计法中的零频归零

问题.

甚低阶零频不归零是由于甚低阶的 hv 具有一个急速变

化的高耸 正峰头! ,然后拖着 ∀ 个缓慢衰减的细长 负尾巴!
而引起的[ 10] . 在窗函数设计法中解决该问题, 从理论上来说

有如下办法:

* 增加窗口宽度 � 由于 hv 的缓慢衰减的细长 负尾巴!

的每一个 hv ( k ) ( k> 0)的值很小很小 , 因此增加窗口宽度

L = 2K + 1不能明显减小 &vW(0) . 图 3 给出的零频误差 &vW( 0)

曲线随窗口宽度 L 的变化趋势正好说明了这一点, 并且增加

窗口宽度同时也增加了滤波实现难度.

* 右移窗口 � 在不增加窗口宽度 L= 2K + 1, 适当右移窗

口, 即 L = K 2- K 1+ 1= 2K + 1( K2> K , K 1> - K ) , 可以使零

频误差 &v(0)略有降低.

以上两方法不是解决甚低阶零频归零问题的有效办法.

4�2� 频率采样法与逼近精度问题
窗函数设计法是从时域出发去逼近理想滤波器的:

hvW % hv ,该方法是无法解决甚低阶零频归零问题. 频率采样

法则是从频域出发去逼近理想滤波函数.

对理想数字分数阶微分滤波 H v ( !)进行等间距采样, 用

如下的逼近求和代替式( 25)中的积分就得到频率采样法设计

出的 FIR 数字分数阶微分滤波器 hvS :

hvS ( k )=

1
L ,

K

n= - K

i
2 
L n

v

exp i
2 
L nk , - K ! k !K

0, � � 其它

(45)

图 4 � 频率采样法设计微分滤波器: v

= 0�2, K = 15

式中 K ∃ Z+ , L = 2K + 1

是 hvS的长度.

取 v = 0� 2, K = 15,

用频率采样法设计, 即

按式 ( 45) 得出的 hvS结

果如图 4 所示. 从该图

看 出, 在 零 频 有

H vS (0) = H v( 0)= 0.

在理论上我们能够

严格地证明 hvS % hv 的

零频误差

&vS ( 0)= ,
K

k= - K

hvS ( k )= 0, 0< v < ( (46)

这就完全解决了窗函数法中难以克服的甚低阶零频归零问

题.然而这又出现新问题: 对甚低阶 ( v % 0) 情形, 在甚低频

( !% 0)附近逼近误差很大, 即此时逼近性能很差. 我们称之

为甚低阶甚低频的逼近精度问题.

加窗函数 w 作用于 hvS得到的w∋ hvS可以改善甚低阶甚

低频的逼近精度, 但又使得零频不归零.
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零频归零问题和零频附近(甚低频)的逼近精度问题构成

了甚低阶 FIR数字微分滤波器设计中的一对矛盾. 这一矛盾

我们可以称为 FIR数字微分滤波器设计中的甚低阶甚低频问

题.

数值分析结果表明 , 在相同长度 L 的情况下, 窗函数法

设计结果明显优于频率采样法设计结果.

4�3 � CAD法

尽管受到许多限制, 但一般都直接用窗函数法设计 FIR

滤波器.然而我们往往希望设计 ∀ 个滤波器是给定长度时所

能得到的滤波器中 最好的! .在窗函数设计法情况下由付氏

级数理论可以得出, 对给定的 L 值, 矩形窗能得出最好的均

方逼近(见式(43) ) ,但这种逼近准则在所需频率响应 Hv ( !)

的间断点( != 0 和 !=  )处特性不好, 即存在 Gibbs 现象. 虽

然使用升余弦类窗可以改善间断点的 Gibbs 振荡, 但这是以

牺牲解决甚低阶甚低频问题为代价的.

现在我们来考察用 CAD 法[23, 24]设计 FIR分数微分器的

情况.

方程(25)可以改写成

hv ( k )= cos
v 
2

hEv( k) - sin
v 
2

hOv( k ) ,

hEv( k ) =
1
 
&
 

0
!vcos( k!) d!,

hOv( k) =
1
 &

 

0
!
v
sin( k!) d!,

k ∃ Z (47)

式中 h Ev : hEv ( k ) , k ∃ Z 是关于 k= 0 的偶对称实序列, 且有

hEv(0)=  
v/ ( v+ 1) , 我们称之为偶对称(分数)微分器; 式中

hOv : hOv( k ) , k ∃ Z 是关于 k= 0 的奇对称实序列,且有 hOv(0)

= 0,我们称为奇对称(分数)微分器. 因此式(45)又可写成

hv = cos
v 
2

hEv- sin
v 
2

hOv , 0< v < ( (48)

定理 1� 对于 hEv和 hOv有

hEv  H Ev( !) = | !| v ,

hOv  H Ov( !) = i∋sign( !) | !| v ,
! ∃ [ -  , ] (49)

理想的偶对称(分数)微分器 hEv是和奇对称(分数)微分

器 hOv均为线性相位 IIR滤波器. 根据以上分析, 为了保证微

分特征,用于逼近 hEv和 hOv和的优化 FIR 滤波器 hEvC和hO vC

必须满足条件:

�对称性:

hEv( k ) = hEv( - k) , hOv( k ) = - hOv (- k ) (50)

�奇数长度:

L = 2M+ 1, M % 1 (51)

应用 Parks�McMlellan 算法[23, 24] , 我们很容易求得偶对称

微分器 hEv在 Chebyshev 最优准则, 即最小最大准则下的最优

逼近滤波器 hEvC. 然而对于奇对称微分器 hOv在 Chebyshev最

优准则下的最优逼近滤波器 hOvC则不宜直接应用 Parks�McM�
lellan 算法解出, 这是由于滤波函数 HOv ( !)是 ∀ 个纯虚奇函

数,因此必须先将其转换成一个可积的纯实偶滤波函数

Bv( !) , 设计出相对应的偶对称滤波器 bv 的最优逼近 bvC, 然

后将 bvC转换成hOvC .

定理 2 � bvC与 hOvC的关系:

(1)对于奇对称微分器

hOv  H Ov( !) , 0< v < (

存在 ∀ 个相关的实偶对称滤波器

bv  Bv( !)= ,
k ∃ Z

bv ( k ) e
- ik!= | sin( !) 1 !| v , -  ! !! (52)

(2) bv 的最优逼近 bvC : bvC ( k) , - K - 1! k ! K + 1 也是

偶对称的. 如果 hOv的实奇对称逼近为

hOvC: hOvC ( k ) , - K ! k !K

则有

hOvC(1)= bvC( 0) ;

hOvC(2)= 2bvC( 0) ;

hOvC( k )= 2bvC ( k- 1)+ hOvC ( k- 2) , 3! k !K - 3;

hOvC(K - 1) = - 2bvC( K) ;

hOvC(K ) = - 2bvC(K + 1)

(53)

证明 � (略) .

取 v= 0�2, K = 15,在 Chebyshev最优准则下, 用 CAD 法设

计出的 hEvC、hOvC和 hvC= cos( v / 2) hEvC- sin( v / 2) hOvC结果

图 5� CAD法设计FIR微分滤波器: v= 0�2, K = 15

如图 5 所示.从该图看出, 滤波器 hvC的零频不归零是由偶对

称微分滤波器 hEvC的零频不归零引起的. 奇对称微分滤波器

hOvC的零频是严格归零的. 结合式( 48)我们就能很容易明白

为什么甚低阶零频不归零了.式(48)表明: 当阶数 v 趋近偶数

时, hvC中偶对称的hEvC成分占优,而当阶数 v 趋近奇数时, hvC

中奇对称的 hOvC成分占优.

数值对比分析表明, 对于甚低阶,在零频附近的逼近性能

以 CAD法设计结果最好.这可从图 2、图 4 和图 5 中可以直观

看出.

5 � 结束语:讨论与问题

� � 分数阶导数和微分(当然也包括分数阶积分)存在并可实

现. 但将通常意义下的整数阶导数拓展到非整数阶 ∀ ∀ ∀ 分数
阶情形, 直接仿照整数阶导数在时域的极限定义形式是困难

的. 我们可从不同角度来定义和考察该问题. 在定义分数阶导

数的一般方案中, 应当包含普通的整数阶导数, 并且分数阶是

整数阶之间的连续内插, 因此分数导数必定受到一定的限制,

比如有界性、连续性、实值性和波动性等条件约束.

本文从微分运算的频域形式入手, 反推出分数阶微分的

时域特性: 将分数阶微分运算转换成奇异的卷积运算形式, 并

得到分数阶微分算子必须具备的基本条件. 从数字信号处理
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角度来看,应用分数阶微分的频域定义就很自然地将分数阶

微分算子转换成(简单的)数字滤波器. 无论对于 IIR还是对

于FIR分数阶微分滤波器, 都应当满足式( 26) ~ ( 30)所限定

的条件,即有界性、波动性、实值性、连续性以及能量有限性.

对于FIR数字分数微分滤波器的设计来说, 本文所用的

三种设计方法各有千秋: 窗函数法能够得到最小均方误差的

微分滤波器,但存在甚低阶零频归零问题; 频率采样法能够解

决零频归零问题,但又存在甚低频的逼近精度问题; CAD法设

计结果,对于甚低阶, 在零频附近的逼近性能好于前两种设计

法所得结果,但逼近的总体性能却变差了. 甚低阶甚低频问题

是FIR数字微分滤波器设计中的一个特殊难题. 通过数值分

析可以得知,适当地降低对零频归零的要求, 能够极大地改善

FIR 数字微分滤波的整体逼近性能, 这对于无直流或无甚低

频成分的数字信号的微分运算来说是十分有利的.

从本文关于分数阶导数和微分的初步研究中, 我们可以

得到如下一些有益的启示并引出如下 ∀ 些有趣的问题.

�由式(32)可知,对于整数阶的微分滤波器有

hn ( k )= D nSinc( t) | t = k= Sinc( n ) ( k ) , k ∃ Z , n= 0, 1, 2, #

(54)

(式中 Sinc( t) = sin( t) / ( t) )由此我们能否得出

hv( k ) = DvSinc( t) | t = k= Sinc( v ) ( k) , 0! v< ( ? (55)

式中 hv( k ) , k ∃ Z 由式( 25)确定.

�在式(55)中引入平移因子[ 26~ 29] ∋( ∃ R ) , 得到的新滤

波器

hv , ∋: hv , ∋( k )= Sinc( v ) ( k- ∋) , k ∃ Z , 0! v < ( ? (56)

具有什么样的特性和功能呢? 平移因子 ∋ 与分数延迟数字

滤波器有内在联系吗?

�综合式(37)、(38)和式( 55)得出的展开式

( lnz ) v= ,
k ∃ Z

hv ( k ) z
- k= ,

k ∃ Z

Sinc( v ) ( k) z - k, 0! v < ( ?

(57)

在数学上严格地存在吗? 对数函数 ln( z )与分数微分算子 Dv

以及 Sinc函数具有怎样的内在关联呢?

�对于甚低阶的微分滤波函数 Hv ( !) | v % 0能否用陷波频

率为零的陷波滤波器来逼近?

�微分阶数反映了函数或信号的光滑特征. 对于滤波器

hv、hEv和hOv来说,阶数 v 完全确定了它们的时�频局域化特

征.能否用微分阶数 v 来刻划函数或信号的奇异特征? 如何

用分数微分滤波来表征和度量函数或数字信号的局部或多尺

度情形下的正则性或光滑程度呢? 这对于检测子波的正则性

是大有裨益的.

�微分运算的相位特征与广义 Hilbert 变换器的关系问

题[27~ 30] .

�广义 Hilbert变换及其数字实现问题, 进一步很自然地

引出广义解析信号,这将拓展实信号的复分析范围和解析信

号的应用空间.关于该问题我们将另文探讨.

�多尺度微分算子问题[ 10] .

�分数微分器 hv、hEv和hOv的收敛性与时 � 频局域化特

征,我们将另文报道.

�由式(25)知, hv( k )的计算看似简单,但计算起来却并

不容易. 对于非整数阶 v / n, n ∃ N, 由式(25)所确定的 hv ( k)

不可能存在解析解. 这就引出如何求解 hv( k )的快速计算问

题[ 32, 33] .

�FIR分数微分滤波器 hv、hEv和 hOv的优化设计.

从本文 CAD 设计结果来看, 这不是一个简单问题, 特别是奇

对称数字微分器的优化设计更是如此 ,传统的优化设计法很

难得到满意的结果. 因此我们必须寻求其它的优化设计方法,

比如神经网络、遗传算法、蚁群算法等等智能计算来解决 FIR

分数微分滤波器的优化设计问题.

�在式( 47)中, 引进了奇、偶对称微分器新概念, 再联系

到广义 Hilbert变换器与分数延迟数字滤波器, 我们能否将它

们统一成广义的数字分数阶微分器?

在这里我们仅仅列举了与分数阶微分相关的部分问题,

关于相关问题的研究我们将陆续报道.

本文只是从信号处理角度讨论分数阶微分器的设计与实

现问题, 其实近年来受到分数阶微积分影响的, 不仅是信号处

理领域, 在电路与系统学科内,最近几年也掀起一股研究分数

阶动力学和控制理论的热潮, 明显的一个突破就是分数阶蔡

氏混沌系统的提出, 在文 [ 15]中采用了频域波特图近似法来

表示近似分数阶导数, 进而求解了描述蔡氏系统的分数阶常

微分方程组, 通过数值仿真证实了分数阶动力学系统也能产

生混沌现象, 由此激发了这类系统的混沌产生、同步、控制与

反控制的研究
[ 13~ 19]

. 总的来看, 基于分数阶分析的非线性分

数阶电路与系统和信号处理( FO�CASSP, 即 Fractional�order Cir�

cuits and Systems, Signal Processing)已成为相关领域中的一个前

沿研究方向. 可以预期,在 21 世纪的自然科学(数学、物理学、

化学等) , 特别是信息科学中 ,会在这一研究方向上出现良好

的前景和丰硕的成果.

关于分数微分、分数积分,这一古老而又新奇的课题, 它

包含着丰富多彩的内容, 暗藏着奥妙深邃的机理, 在这一领域

存在广袤的土地有待开垦,蕴藏着许多珍宝有待发掘.
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