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摘 要： 在评价多核ＣＰＵ加速比已知模型的基础上，基于第一性计算原理融合理解阿姆达尔定律和兰特法则，
提出描述多核ＣＰＵ加速比的一个新模型．研究方法是从传统的阿姆达尔定律切入，论述的逻辑顺序分别基于约束固
定任务，固定时间，存储器和互连复杂性；兼顾了举例论述同构多核的 ＮｏＣ带宽性质和最大温度特性．计算表明：基于
固定时间模型与存储器模型预测多核的加速能力，容易得到估计结果的乐观上限；我们提出的基于兰特法则的模型计

算结果，在并行比例较大时稍小于但接近前述模型估计值，而比固定任务模型的保守结果要好；ＮｏＣ带宽和最大温度
的结果提示，多（同构）核ＣＰＵ期盼相对高的并行度架构．
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１ 引言

针对散热、速度、存储和带宽等性能的新挑战，半导

体学术界和工业界在２０世纪中期开始探索多核ＣＰＵ解
决方案的原理可行性与技术可行性．

１９９６年，Ｓｔａｎｆｏｒｄ大学首先提出片上多处理器和首
个多核结构原型［１］；２００１年，ＩＢＭ推出第一个商用多核
处理器 ＰＯＷＥＲ４［１］；２００５年，Ｉｎｔｅｌ和 ＡＭＤ开始挺进多核
处理器市场，先后推出２、４、８与１６核 ＣＰＵ．多核处理器
架构成为了拉动摩尔定律发展新机制［２］．

２００７年，ＭＩＴ教授兼Ｔｉｌｅｒａ公司创始人Ａ．Ａｇａｒｗａｌ与
ＥＥＭＢＣ创始人兼总裁 ＭａｒｋｕｓＬｅｖｙ发表专论预测：十年
内将出现千核处理器［３］；２０１０年１２月２９日国外媒体报

道，英美科学家基于 ＦＰＧＡ成功开发出一款千核处理
器，可在提高计算速度的同时降低能耗［４］．

评价多核架构性能的参数是加速比（ｓｐｅｅｄｕｐ），定义
为多核串行所需时间除以并行所需时间．例如，文献［５］
研究认为：串行 ＰＣＡ用时９５０８单位，而并行只需５８６
单位，则其加速比就是１６２２．文献［６］重视研究多核加
速比极限问题，为本工作提供了研究范式．

首先评述阿姆达尔定律；接着基于三维图解，梳理

已知的加速比极限研究结果（三个已知模型），重点结合

兰特法则（Ｒｅｎｔ’ｓＲｕｌｅ）描述的互连约束，基于第一性原
理重新计算了加速比极限（构造一个新模型），比较讨论

了４个模型的结果，例析了芯片温度与核数的关系．
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２ 多核处理器的加速比研究演进

根据模型提出的时间顺序（１９６７，１９８８，１９９０），分别
讨论多核处理器的三种加速比，构造三维图解，以便突

出其间的可对比性［６］．
２１ 固定任务（ｆｉｘｅｄｓｉｚｅ）模型

１９６７年，ＩＢＭ大型机之父阿姆达尔（ＧｅｎｅＭ．Ａｍ
ｄａｈｌ）博士图解了并行计算系统设计的关键．

阿姆达尔定律指出：系统某一部件由于采用某种

更快的执行方式后，整个系统功效的提高与这种执行

方式使用频率占总执行时间的比例有关．由并行方法
所能获得的加速比为：

ＳｐｅｅｄｕｐＡｍｄａｈｌ＝
１

１－ｆ＋ｆｍ

（１）

其中，ｆ为问题中可被并行处理部分的比例，（１－ｆ）是
串行的比例，ｍ为并行处理器的数量，Ｓｐｅｅｄｕｐ为并行时
相比于串行时的加速比．

如下择要推导阿姆达尔定律，旨在还原与加深理

解大型机的并行架构发明理念．
设若多核芯片最多内置 ｎ个基本核（ＢＣＥ，Ｂａｓｅｃｏｒｅ

ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ），运用多个ＢＣＥ资源可组成一个更高性能的
内核：令单个ＢＣＥ的性能（理解为运算速度）为１，设用
ｒ个ＢＣＥ内核所创建结构的串行性能为 ｐｅｒｆ（ｒ）［７］．
根据加速比的原始定义，有

Ｓｐｅｅｄｕｐ＝加速后的性能
原性能

＝
Ｔｏｒｉ
Ｔｅｎｈ

（２）

设问题的工作任务为 ｗ，那么单个 ＢＣＥ执行时间
为 Ｔｏｒｉ＝ｗ／ｐｅｒｆ（１）＝ｗ，而 ｎ个ＢＣＥ基本核执行时间则
为

Ｔｅｎｈ＝串时＋并时＝
（１－ｆ）ｗ
ｐｅｒｆ（ｒ）＋

ｆｗ
ｎ
ｒ·ｐｅｒｆ（ｒ）

（３）

其中，ｎ／ｒ＝ｍ是核数，且每个核的串行性能为ｐｅｒｆ（ｒ），
将 Ｔｏｒｉ和Ｔｅｎｈ代入式（２），则加速比实为

Ｓｐｅｅｄｕｐ＝ ｗ
（１－ｆ）ｗ
ｐｅｒｆ（ｒ）＋

ｆｗ
ｍ·ｐｅｒｆ（ｒ）

＝ １
１－ｆ
ｐｅｒｆ（ｒ）＋

ｆ
ｍ·ｐｅｒｆ（ｒ）

（４）

对于给定的多核设计，ｒ个 ＢＣＥ的 ｐｅｒｆ（ｒ）是常数，
设为 ｃ，则式（４）化简为

Ｓｐｅｅｄｕｐ＝ ｃ

１－ｆ＋ｆｍ

（５）

阿姆达尔定律的解析式（１）就是 ｃ＝１的式（５）．讨
论：阿姆达尔定律默认工作任务（ｗｏｒｋｌｏａｄ）是固定的，这

种加速模式强调解决给定任务的耗时减少了，所以阿

姆达尔定律也叫固定任务（ｆｉｘｅｄｓｉｚｅ）模型．
三维图解多核架构的固定任务模型，参见图１．

述评：阿姆达尔定律表明，在问题的可并行部分不

大时，增加处理机的数量并不能显著地加快解题速度．
这曾让计算机界产生过悲观情绪，有专家认为搞多处

理器的机器没什么前途［６］．
分析可知提速的机会还是存在的．虽然，阿姆达尔

定律基于约定：（１）固定工作任务，（２）固定的并行化比
例；但是，其忽略的重要事实是：在实际应用中，当工作

任务更大时，通常情况下，该任务也有更大的可能被分

为可并行化的小任务（或者说处理多个相互独立的任

务），此也就意味着 ｆ更大（更接近１），可能得到更大的
加速比．
２２ 固定时间（ｆｉｘｅｄｔｉｍｅ）模型

直到 １９８８年，Ｊ．Ｌ．Ｇｕｓｔａｆｓｏｎ提出了一个固定时间
模型（ｆｉｘｅｄｔｉｍｅｍｏｄｅｌ），也即Ｇｕｓｔａｆｓｏｎ定律，专家们重拾
对大规模并行计算的信心［８］．

同样假设原始工作任务为 ｗ，比例扩增的工作任
务（ｓｃａｌｅｄｗｏｒｋｌｏａｄ）为 ｗ’，分别是串行条件下和并行条
件下 ｍ个核在同样时间里完成的工作任务，故有 ｗ’＝
（１－ｆ）ｗ＋ｆｍｗ．基于类似速度关系的比例计算，因此

Ｓｐｅｅｄｕｐ＝串行解决 ｗ’的时间
并行解决 ｗ’的时间＝１－ｆ＋ｆｍ （６）

此公式称为Ｇｕｓｔａｆｓｏｎ定律．
图２展示了多核架构固定时间加速的性能改善的

总趋势．

Ｇｕｓｔａｆｓｏｎ定律表明：（１）如果工作任务被扩大以保
持固定执行时间，则固定时间内的加速比 ｓｐｅｅｄｕｐ是有
关ｍ的线性关系式，（２）由于 ｓｐｅｅｄｕｐ可以随系统规模
（ｍ）线性增长（更接近１的 ｆ），建立一个大规模的并行
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系统将有裨益．
论述至此，研究多核加速比的提速问题，尚未考虑

基本核中存储器的约束或曰贡献．
２３ 存储器约束（ｍｅｍｏｒｙｂｏｕｎｄｅｄ）模型

在１９９０年，Ｘ．Ｈ．Ｓｕｎ和 Ｌ．Ｎｉ提出了存储器约束模
型（ｍｅｍｏｒｙｂｏｕｎｄｅｄｍｏｄｅｌ）［１，２］，即ＳｕｎａｎｄＮｉ定律．

设 ｗｅ为存储器空间限制下的规模扩大的工作任
务，则加速比形如［７］

Ｓｐｅｅｄｕｐ＝
串行解决 ｗｅ的时间
并行解决ｗｅ的时间

（７）

设 ｙ＝ｇ（ｘ）是反映存储器容量（随核数）增长 ｍ倍
时并行工作任务增长因数的方程式．

再设存储器节点容量是 Ｍ，则有原始工作任务 ｗ
＝ｇ（Ｍ），而规模扩大的工作任务 ｗｅ＝ｇ（ｍＭ），我们
有 ｗｅ＝ｇ（ｍｇ－１（ｗ））．

基于类似于处理式（３）的方法，解算式（７），有

Ｓｐｅｅｄｕｐ＝（１－ｆ）ｗ＋ｆ·ｇ（ｍ·ｇ
－１（ｗ））

（１－ｆ）ｗ＋ｆ·ｇ（ｍ·ｇ
－１（ｗ））
ｍ

（７’）

化简繁式（７’）：对于任何一个激励方程 ｇ（ｘ）＝ａ
ｘｂ和任意有理数ａ和ｂ，我们有
ｇ（ｍｘ）＝ａ（ｍｘ）ｂ＝ｇ（ｘ）ｍｂ＝ｇ′（ｍ）ｇ（ｘ），其中显然
ｇ′（ｍ）＝ｍｂ

Ｓｐｅｅｄｕｐ＝（１－ｆ）ｗ＋ｆ·ｇ′（ｍ）

（１－ｆ）ｗ＋ｆ·ｇ′（ｍ）ｍ

（７”）

图３对存储器约束模式的加速比进行了三维图解．

基于图１做整体概貌理解，比较图２和图３显知：
并行比例 ｆ较小时，加速比提升可观（数据参见表 １）．
原因是仔细分析约束条件（①任务；②时间；③存储

器），逐渐精细建模得到加速比的阶段优化结果．
然而，当我们重新审视约束条件（④互连复杂性；

⑤带宽），可能对多核 ＣＰＵ的加速比优化问题，产生全
新的认识和理解．

３ 基于兰特法则建立与修正加速比模型

１９６０年 ＩＭＢ公司的工程师兰特（Ｅ．Ｆ．Ｒｅｎｔ）发现了
基于同质模块构造计算机系统的互连复杂性规律，这

就是兰特法则（Ｒｅｎｔ’ｓＲｕｌｅ），描述为式（８），

Ｔ＝ｋＧβ （８）
其中，Ｔ为终端（引脚）数，Ｇ为芯片上的模块（同构核）
数，ｋ为平均每个模块上的终端数，β是与芯片上并行
比例有关的参数［８］．

首先借鉴第一性原理推导兰特法则，基于此构造

加速比的新模型；接着，结合带宽的兰特法则，建立加

速比与带宽的关系模型；最后，利用表格对比展示各个

模型的加速比的可比较性质，也例析了芯片温度与同

质核数的关系．
３１ 互连约束模型（应用Ｒｅｎｔ’ｓＲｕｌｅ描述加速比）

借鉴文献［９］的研究思路，设一个处理器有 ｍ个核
时加速比为Ｓ．若核数有Δｍ的微小变化，在没有其他
信息改变的情况下，我们只能认为加速比的相对变化

与核数的相对变化，存在比例关系β，其是与处理器并

行比例有关的参数．
近似写作

（ｄＳ）／Ｓ＝β（ｄｍ）／ｍ （９）
积分得：

Ｓ＝ｋｍβ （１０）
ｋ为与平均每个核的加速相关的一个常数，类似式

（３）中的 ｒ，因此 ｋ＝ｒ＝１．
由于β与处理器并行比例有关，可以用αｆ（α为常

数）代替．
最终

Ｓｐｅｅｄｕｐ＝ｍαｆ （１１）
令式（１１）和式（６）在 ｆ＝０９９及 ｍ＝１０２４处相等，

可计算出α≈１００８６，因此令α＝１对互连约束模型做
三维图解示于图４．

分析可知：相对于图１与图 ２，我们的这种加速比
估算值，介于固定工作任务模型和固定时间模型之间．
３２ 带宽约束模型（建立加速比与带宽的关系）

由文献［１０］知道：研究ＮｏＣ（片上网络）技术得到带
宽的新表述

Ｂ＝ｋＧβ （１２）
在多核处理器中，ｋ＝ｒ，可以设为１，Ｇ为芯片上的

模块数，相当于多核中的 ｍ，β可以用αｆ代替．则式（１２）
可以转化为

Ｂ＝ｍα·ｆ （１３）
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将式（１３）代入阿姆达尔定律中，仍设α＝１，可得

Ｓｐｅｅｄｕｐ＝ １

１－ｆ＋ ｆ
Ｂ１／ｆ

（１４）

利用ＭＡＴＬＡＢ绘制三维图，得到图５．

分析可知：该加速比的提升，强烈伴随着并行比例

趋于１，同时也给出宽带特性．
３３ ４种加速比模型的结果比较

针对前面分析与提出的四种加速比模型，在核数

ｍ＝１０２４条件下，分别计算加速比值，列入表１．
表１ ４种加速比模式的结果比较

模式 ｆ 固定任务 固定时间 存储器约束 兰特法则

０．２ １．２５ ２０５．６０ ９１０．３３ ４．００
０．４ １．６７ ４１０．２０ ９６３．８０ １６．００
０．６ ２．５０ ６１４．８０ １００３．１２ ６４．００
０．８ ４．９８ ８１９．４０ １０１６．０７ ２５６．００
０．９ ９．９１ ９２１．７０ １０２０．４６ ５１２．００
０．９９ ９１．１８ １０１３．７７ １０２３．６８ ９５５．４２

小结：基于固定时间约束模型与存储器约束模型

预测多核的加速能力，容易得到估计结果的乐观上限；

而我们提出的基于兰特法则的模型计算结果，在并行

比例较大时稍小于但接近上述两种模型估计值，确又

比固定任务模型的保守结果要好．
３４ 核数与温度的关系

特别地，我们也关心多核优化的功耗限制问题［１１］．
温度单位为摄氏度（℃），ＴＤＰ表征处理器可产生

的最大功耗；由文献［１２］芯片峰值温度与内部核数（ｍ）
和总散热设计功耗（ＴＤＰ）的关系式描述如下
Ｔｍａｘ＝ＴＤＰ

(· Ｒｃｏｎｖ＋
ｔｓｉ－ｔｔｉｓｏ（ｍ）
ｋＡ ＋

ｔｉｓｏ（ｍ）
ｋ

１
Ａ（１－Ｃａ（ｍ）

１
１＋ｊｗｓτ )

ｓ

其中的参数要点包括：Ｒｃｏｎｖ是热阻，Ａ是芯片面积．计算
得到结果列入表２．
表２ 芯片峰值温度值与核数 ｍ和散热设计功耗ＴＤＰ的关系

ＴＤＰｍ ２００Ｗ ２５０Ｗ
１ ４４．０℃ ５５．０℃
１０ ４０．５ ５１．０
１００ ３４．５ ４３．０
１０００ ３２．５℃ ４１．０℃

小结：表２提示，处理器内的（同构）核数越多，峰值
温度越低．

４ 结论

阿姆达尔定律（１９６７年）首次概括了加速比跟同质
核的数目与并行度的深刻关系，基于固定任务约束．

Ｇｕｓｔａｆｓｏｎ定律（１９８８年）针对工作任务很大时，设法
提高并行比例，得到较大的加速比，基于固定时间约束．

ＳｕｎａｎｄＮｉ定律（１９９０年）的核心建模思想是加入
了存储器约束，使加速比预测更接近实际峰值．

我们融合阿姆达尔定律和兰特法则思想，提出了

一种新的表征多核处理器加速比的方法，经过验证，并

行度 ｆ分别为（０４，０８，０９９）时，阿姆达尔定律计算出
的加速比分别（１．６７，４．９８，９１．１８），而新表征方法计算
值分别为（１６，２５６，９５５．４２），与固定时间加速模型比较，
新方法在大 ｆ下比较接近估算加速比．

关于同构多核的 ＮｏＣ带宽性质和最大温度特性，
本工作也给予了数据比较结果，结论是同质多核 ＣＰＵ
的内部技术驱动，期盼相对高的并行度架构．

多核技术的未来趋向异构多核［１３～１５］，因此本工作

权作多核建模优化计算的入门研究（针对同构多核）．
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