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摘 要： 传统任务分配问题通常以最小化计算代价和节点间通信代价的总代价为研究目标．在多核集群系统
中，需要同时考虑节点内冲突代价．本文研究了以最小化计算代价、节点间通信代价和节点内冲突代价的总代价为目
标的多核集群任务分配问题．通过建立任务分配问题与最小费用流问题的等价关系来分析节点内冲突代价对问题复
杂性的影响关系．结果表明冲突代价成为影响问题复杂性的一个重要因素，给出并证明了冲突代价和节点间通信代价
对问题复杂性的影响关系．最后，进一步讨论了各种复杂性下的多核集群任务分配问题的解法以及本文定理与结论的
可应用性与有效性．
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１ 引言

并行与分布式系统中的任务分配问题是将一组任

务分配到一组处理器或计算节点上以最小化计算代价

和计算节点间的通信代价的总代价［１～６］．并行计算性能
的增长在未来至少５年的发展时间里将肯定来自于使
用多核处理器技术的发展，系统趋向于由多核组成，多

核集群以层次方式构成，基于多核节点的以层次方式构

成的集群成为未来并行计算的一种发展趋势［７～１０］．传
统的任务分配问题没有考虑多核集群的层次结构特性，

适用于一般的分布式系统，不适用于多核集群，这是本

文之所以针对多核集群系统进行研究的根本原因．
一方面，多核节点性能的获得主要来自于线程级并

行的发展，而多线程对多核处理器和存储器等共享资源

的访问将加剧节点内的访问冲突，为解决访问冲突而引

入的同步操作开销或代价成为并行计算性能的一个瓶

颈问题［７］．另一方面，随着节点内处理器核的速度和数

量的提高，更多的核访问存储系统将导致核之间对共享

资源的争用加剧，同步代价增大．此外，节点内通信代价
与节点内的通信量和通信延迟两个因素密切相关，文献

［８，９］在通信量和通信延迟方面展示了节点内通信的重
要性．在通信量方面，文献［８］指出，ＮＡＳ基准测试中超
过５０％的消息是通过节点内通信完成的．在通信延迟
方面，文献［９］表明，节点内通信延迟与节点间通信延迟
之比随消息增大而增大．在本文中，为便于描述，把节点
内通信代价以及为解决节点内的访问冲突而引入的同

步代价统称为节点内冲突代价（简称冲突代价）．因此，
随着多核集群节点中核数和任务数的增多，冲突代价有

增大的趋势，成为并行与分布式计算中的任务分配问题

需要考虑的一个关键问题．
任务分配问题是并行与分布式计算研究领域的经

典问题，一般的任务分配问题是 ＮＰ完全问题［２］．在其
发展完善的过程中，研究者们针对该问题给出了大量的

分析与求解方法，包括图论方法、数学规划方法、启发式
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方法和元启发式方法［６］．图论方法是将任务和处理器
用图示的形式加以表达，并利用图论的方法建立任务

和处理器之间的映射关系，产生有效的任务分配方案，

与本文的研究内容密切相关，而网络流方法则是其中

一种重要方法．网络流方法是将任务和处理器作为图
中结点，根据任务模块之间的依赖关系、处理器之间的

通信以及任务在处理器上的执行开销建立网络流模

型，利用最大流最小割算法进行求解．Ｓｔｏｎｅ［１］研究了考
虑计算代价和通信代价的任务分配问题，应用最大流
最小割算法给出了一个双处理器系统上的最优任务分

配方案．但是，该工作并没有解决多处理器的任务分配
问题．Ｂｏｋｈａｒｉ［２］对其进行了扩展，用于解决任务通信图
为树形结构的任务分配问题．Ｔｏｗｓｌｅｙ［４］又进一步把
Ｂｏｋｈａｒｉ的工作推广到了串并联结构．Ｂｏｋｈａｒｉ［１１］扩展了
Ｓｔｏｎｅ的静态模型，研究了双处理器的动态任务分配模
型，并提出了高效的最优化算法．Ｙａｄａｖ等［１２］将该模型
推广到了多处理器系统．

Ｚａｈａｒｉａ等［１３］为解决集群调度数据局部性和公平性
之间的冲突，提出了延迟调度算法．Ｌｉｎ等［１４］研究了集
群环境中的实时调度问题，以最小化任务执行时间和

系统资源．Ｓｔｉｌｌｗｅｌｌ等［１５］提出一个动态部分资源调度方
法，以优化一个运行时已定义的性能指标．Ｃａｓａｎｏｖａ
等［１６］研究了同构单集群上的多并行任务图的离线调度

问题，目标是优化性能，同时考虑任务图之间的公平

性．Ｙｕ等［１７］提出了一种故障感知工作流调度算法，通
过降低平均的最大完成时间获得了较优的性能．

多核集群任务分配问题中，总代价为计算代价、节

点间通信代价和节点内冲突代价之和，前人的研究文献

中并未涉及到节点内冲突代价．本文的创新之处在于综
合考虑三方面的代价总和来解决任务分配问题，提出了

多核集群系统中的任务分配问题，目标是最小化计算代

价、节点间通信代价和节点内冲突代价的总代价．
然而，如何分析该问题的复杂性以及新引入的冲

突代价对问题复杂性的影响关系是什么？这是一个重

要的理论问题，针对这一理论问题，本文开展了相关的

研究工作．通过建立考虑冲突代价的多核集群任务分
配问题与网络流中的最小费用流问题的等价关系来分

析和证明了冲突代价与节点间通信代价对问题复杂性

的影响关系，并进一步地讨论了各种复杂性下的多核

集群任务分配问题的解法以及本文定理和结论的可应

用性与有效性．

２ 基本定义和假设

不失一般性，定义任务集合为 Ｔ＝｛ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ｝，
计算节点集合为 Ｐ＝｛ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ｝，任务到处理器的
分配可以形式化地描述成从任务集合到处理器集合的

一个映射 ｆ：Ｔ→Ｐ，任务分配方案可通过向量 Ｚ＝（ｚ１，
ｚ２，…，ｚｎ）∈｛１，２，…，ｍ｝ｎ来表示，Ｚ的总代价表示为Ｃ
（Ｚ）．如果任务 ｔｉ被分配到计算节点ｐｋ上，则 ｚｉ＝ｋ，１
≤ｉ≤ｎ．定义 ｅｉｑ表示任务ｔｉ在计算节点ｐｑ上的计算代
价，ｃｉｊ表示任务ｔｉ和任务ｔｊ被分配到不同计算节点上时
产生的通信代价，Ｉｉｊ表示任务ｔｉ和任务ｔｊ被分配到同一
计算节点时产生的冲突代价，１≤ｊ≤ｎ，１≤ｑ≤ｍ．定义
二元变量 ｘｉｑ∈｛０，１｝，当任务 ｔｉ未被分配到计算节点ｐｑ
时，ｘｉｑ＝０；当 ｔｉ被分配到ｐｑ时，ｘｉｑ＝１．定义三元变量
ｘｉｊｑ，当任务 ｔｉ和任务ｔｊ均未被分配到ｐｑ上时，ｘｉｊｑ＝０；
当 ｔｉ或ｔｊ被分配到ｐｑ时，ｘｉｊｑ＝１；当 ｔｉ和ｔｊ均被分配到
ｐｑ时，ｘｉｊｑ＝２．设 ｘｑ表示分配到ｐｑ的任务数．如果对于
所有的 ｔｉ，ｔｊ∈Ｔ，有 ｃｉｊ＝ｃ０，Ｉｉｊ＝Ｉ０（ｃ０和 Ｉ０为常数），则
任务分配问题称为一致代价任务分配问题，否则，称为

非一致代价任务分配问题．
本文假设多核节点以及节点间的互联网络是同构

的．并且，ｃｉｊ＝ｃｊｉ，Ｉｉｊ＝Ｉｊｉ；当 ｚｉ＝ｚｊ时，有 ｃｉｊ＝０；当 ｚｉ≠ｚｊ
时，有 Ｉｉｊ＝０．冲突代价（Ｃｉ）包含节点内通信代价（Ｃｉｎｔｒａ）
和同步代价（Ｃｓｙｎ）．同步操作可看作一种特殊形式的通
信［１８］，Ｃｉｎｔｒａ和Ｃｓｙｎ是可加的，Ｃｉ＝Ｃｉｎｔｒａ＋Ｃｓｙｎ．其中，Ｃｉ、
Ｃｉｎｔｒａ和Ｃｓｙｎ都表示时间．

３ 多核集群任务分配问题复杂性分析

３．１ 单个计算节点上的节点间通信代价和节点内

冲突代价分析

定理１ 对于一致代价任务分配问题和任意计算

节点 ｐｑ，若分配到 ｐｑ上的任务数为ｘｑ，则在 ｐｑ上产生
的总的节点间通信代价为ｘｑ（ｎ－ｘｑ）ｃ０，总的节点内冲
突代价为０５ｘｑ（ｘｑ－１）Ｉ０．

证明 对于任意计算节点 ｐｑ，若分配到该节点上
的任务数为 ｘｑ，则必然有 ｎ－ｘｑ个任务未被分配到该
节点上．由于任务通信网络是完全图，因此这 ｘｑ个任务
与其余 ｎ－ｘｑ个任务之间两两存在通信，共有 ｘｑ（ｎ－
ｘｑ）组通信．因为每组通信代价为 ｃ０，所以 ｐｑ上的总的
节点间通信代价为ｘｑ（ｎ－ｘｑ）ｃ０．冲突代价只产生于分
配到 ｐｑ上的ｘｑ个任务之间，且每两个任务之间的冲突
代价为 Ｉ０，因此总的冲突代价为０５ｘｑ（ｘｑ－１）Ｉ０．

推论１ 对于非一致代价任务分配问题，任务 ｔｉ和
ｔｊ在任意计算节点ｐｑ上产生的节点间通信代价等于ｘｉｊｑ
（２－ｘｉｊｑ）ｃｉｊ，产生的冲突代价等于０．５ｘｉｊｑ（ｘｉｊｑ－１）Ｉｉｊ．其
中，ｘｉｊｑ＝ｘｉｑ＋ｘｊｑ．

证明 根据定理１，ｎ个节点间通信代价为常数ｃ０
的任务在计算节点 ｐｑ上产生的总通信代价为ｘｑ（ｎ－
ｘｑ）ｃ０．当仅考察任意两个任务 ｔｉ和ｔｊ时，有 ｎ＝２，ｃ０＝
ｃｉｊ，且 ｘｑ＝ｘｉｑ＋ｘｊｑ＝ｘｉｊｑ．因此，这两个任务在节点 ｐｑ上
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产生的节点间通信代价为ｘｉｊｑ（２－ｘｉｊｑ）ｃｉｊ．同理，这两个
任务在 ｐｑ上产生的冲突代价为０．５ｘｉｊｑ（ｘｉｊｑ－１）Ｉｉｊ．
３．２ 一致代价任务分配问题复杂性分析

定理２ 节点内冲突代价大于等于节点间通信代

价的一致代价任务分配问题是 Ｐ问题，可在多项式时
间内求解．

证明 （１）通过如下方法将一致代价任务分配问
题转化为图 Ｇ上的最小费用流问题，如图１所示．第 ｉ
个任务对应图Ｇ中的结点ｖｔｉ，所有任务对应的结点集
为 ＶＴ＝｛ｖｔ１，ｖｔ２，…，ｖｔｎ｝．第 ｑ个计算节点对应图Ｇ中
的结点ｖｐｑ，所有计算节点对应的结点集为 ＶＰ＝｛ｖｐ１，
ｖｐ２，…，ｖｐｍ｝．所有任务结点均与源点 ｒ相连，弧上容量
为１，费用为０；所有计算结点均与汇点 ｓ相连，弧上容
量为 ｎ，费用函数为０５ｘｑ（ｎ－ｘｑ）ｃ０＋０５ｘｑ（ｘｑ－１）Ｉ０．
并且，每一个结点 ｖｔｉ与每一个结点ｖｐｑ之间均有弧相
连，弧上容量为 １，费用函数为 ｅｉｑｘｉｑ．指定初始流量为
ｎ，所有弧上的流均为整数流．

（２）证明以上两问题的等价性．首先，证明每一个可
行流都对应一个任务分配方案．由于初始流量为 ｎ，所以
对任意结点 ｖｔｉ∈ＶＴ，流入 ｖｔｉ的流量均为１．根据流量守
恒，流出 ｖｔｉ的流量也为１．因为所有弧上的流均为整数
流，所以从结点 ｖｔｉ出发的弧中有且仅有一条弧上的流
量为１．即，结点 ｖｔｉ对应的任务被分配且仅被分配到唯
一一个计算节点 ｐｚｉ上．给定任意可行流 Ｆ

０，不失一般

性，假设所有从 ＶＴ中的结点指向 ＶＰ中结点的弧中流量
为１的弧集为｛（ｖｔ１，ｖｐｚ１），（ｖｔ２，ｖｐｚ２），…，（ｖｔｎ，ｖｐｚｎ）｝，则可

行流 Ｆ０对应的任务分配方案 Ｚ０＝（ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ）．
其次，证明每一个任务分配方案都对应一个可行

流．给定任意任务分配方案 Ｚ０＝（ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ），可以通
过如下方式构造可行流 Ｆ０．由于任务数为 ｎ，所以初始
流量为 ｎ，即流入结点 ｖｔｉ的流量均为１．若结点 ｖｔｉ对应
的任务被分配到计算节点 ｐｚｉ上，则弧（ｖｔｉ，ｖｐｚｉ）上的流

量为１．由此，可构造出可行流 Ｆ０，所有从 ＶＴ中的结点
指向ＶＰ中的结点的弧中流量为１的弧集为｛（ｖｔ１，ｖｐｚ１），
（ｖｔ２，ｖｐｚ２），…，（ｖｔｎ，ｖｐｚｎ）｝．

最后，证明可行流的总费用等于对应任务分配方案

的总代价，最小费用流对应最优任务分配方案．易知，最
小费用流问题中的费用函数０５ｘｑ（ｎ－ｘｑ）ｃ０＋０５ｘｑ（ｘｑ

－１）Ｉ０对应任务分配问题中的节点间通信代价和节点
内冲突代价之和，ｅｉｑｘｉｑ对应计算代价．因此，任何一个可
行流的总费用均等于对应任务分配方案的总代价．另
外，对于任意最小费用流 Ｆ，假设 Ｆ对应一个非最优
的任务分配方案 Ｚ０，即 Ｃ（Ｆ）＝Ｃ（Ｚ０），则存在一个最
优任务分配方案 Ｚ，使得 Ｃ（Ｚ）＜Ｃ（Ｚ０）．又因为 Ｚ

对应一个可行流 Ｆ０，使得 Ｃ（Ｚ）＝Ｃ（Ｆ０），所以 Ｃ（Ｆ０）
＜Ｃ（Ｆ），与 Ｆ是最小费用流相矛盾．因此，每一个最
小费用流对应一个最优任务分配方案．

（３）下面通过分析费用函数对最小费用流问题复
杂性的影响关系来分析冲突代价对任务分配问题复杂

性的影响关系．根据构造过程，最小费用流问题中的费
用函数可表示为：０５ｘｉ（ｎ－ｘｉ）ｃ０＋０５ｘｉ（ｘｉ－１）Ｉ０＝
０５（Ｉ０－ｃ０）ｘ２ｉ＋０５（ｎｃ０－Ｉ０）ｘｉ．该二次费用函数的凹
凸性由系数 Ｉ０－ｃ０决定．根据 Ｉ０－ｃ０正负性的不同，可
以将最小费用流问题区分为下面三类问题：

Ｉ０＝ｃ０， 线性费用网络最小费用流问题；

Ｉ０＞ｃ０， 凸费用网络最小费用流问题；

Ｉ０＜ｃ０， 凹费用网络最小费用流问题
{

．
其中，线性费用网络最小费用流问题和凸费用网

络最小费用流问题是 Ｐ问题，凹费用网络最小费用流
问题是ＮＰｈａｒｄ问题．由此可得出，节点内冲突代价大
于等于节点间通信代价的一致代价任务分配问题是 Ｐ
问题，可转换为凸费用网络最小费用流问题，可在

Ｏ（ＭｌｏｇＮ（Ｍ＋ＮｌｏｇＮ））时间内求解［１９］，Ｍ表示边数，Ｎ
表示结点数．因此，节点内冲突代价大于等于节点间通
信代价的一致代价任务分配问题可在 Ｏ（ｍ２ｎ２ｌｏｇ（ｍ＋
ｎ））时间内求解，ｍ表示计算节点数，ｎ表示任务数．
３．３ 非一致代价任务分配问题复杂性分析

定理３ 节点内冲突代价大于等于节点间通信代

价的非一致代价任务分配问题是 Ｐ问题，可在多项式
时间内求解．

证明 （１）将非一致代价任务分配问题转换为广
义网络最小费用流问题．通过如下方法将非一致代价
任务分配问题转化为图 Ｇ上的广义网络最小费用流问
题，如图２所示．Ｇ中除了源点ｒ和汇点ｓ外，其它结点
可分为三层．第一层为任务结点层 ＶＴ＝｛ｖｔ１，ｖｔ２，…，
ｖｔｎ｝，结点 ｖｔｉ对应第ｉ个任务．第二层为任务分配结点
层 ＶＡ＝｛ｖａ１∶１，ｖａ１∶２，…，ｖａｎ∶ｍ｝．如果流经结点 ｖａｉ∶ｑ的
流量为１，则表示第 ｉ个任务被分配到了第ｑ个计算节
点上；反之，如果为０，则表示第 ｉ个任务未被分配到第
ｑ个计算节点上．第三层为任务对分配结点层 ＶＩ＝
｛ｖｉ１，２∶１，ｖｉ１，２∶２，…，ｖｉｎ－１，ｎ∶ｍ｝．如果流经结点 ｖｉｉ，ｊ∶ｑ的流
量为０，则表示第 ｉ个任务和第ｊ个任务均未被分配到
第ｑ个计算节点上；如果流经结点 ｖｉｉ，ｊ∶ｑ的流量为１，则
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表示第 ｉ个任务或第ｊ个任务被分配到第ｑ个计算节点
上；如果流经结点 ｖｉｉ，ｊ∶ｑ的流量为２，则表示第 ｉ个任务
和第ｊ个任务均被分配到第ｑ个计算节点上．

Ｇ中的弧可以分为四层．第一层为弧集 Ｅ１＝｛（ｒ，
ｖｔｉ）｝，弧上的容量为１，费用为０，增益为１．第二层为弧
集 Ｅ２＝｛（ｖｔｉ，ｖａｉ∶ｑ）｝，弧上的容量为１，费用函数为 ｅｉｑ
ｘｉｑ，增益为 ｎ－１．第三层为弧集 Ｅ３＝｛（ｖａｉ∶ｑ，ｖｉｉ，ｊ∶ｑ）｝∪
｛（ｖａｊ∶ｑ，ｖｉｉ，ｊ∶ｑ）｝，弧上的容量为１，费用为０，增益为 １．
第四层为弧集 Ｅ４＝｛（ｖｉｉ，ｊ∶ｑ，ｓ）｝，弧上的容量为２，费用
为０５ｘｉｊｑ（２－ｘｉｊｑ）ｃｉｊ＋０５ｘｉｊｑ（ｘｉｊｑ－１）Ｉｉｊ，增益为１．因为
弧上的增益系数不全为１，所以该费用网络为广义费用
网络．指定初始流量为 ｎ，所有弧上的流均为整数流．

我们以图 ２中的弧（ｒ，ｖｔ１）、（ｖｔ１，ｖａ１∶１）、（ｖａ１∶１，
ｖｉ１，２∶１）和（ｖｉ１，２∶１，ｓ）上的费用函数的计算过程来说明从
各个节点到汇点的费用函数是如何计算的，其它弧上

的费用函数的计算方法与此相同．每段弧按顺序包含
了三项计算，即：容量、费用和增益．对于弧（ｒ，ｖｔ１），由
于没有费用发生，因此指定费用函数为０；对于弧（ｖｔ１，
ｖａ１∶１），费用函数为任务 ｔ１分配到计算节点 ｐ１上发生

的执行代价，即 ｅ１１ｘ１１；对于弧（ｖａ１∶１，ｖｉ１，２∶１），由于没有
费用可发生，因此费用函数为 ０；对于弧（ｖｉ１，２∶１，ｓ），根
据任务 ｔ１和 ｔ２分配到计算节点 ｐ１上的情况，在该弧上
的费用为节点间通信代价与冲突代价之和，即：０５ｘ１２１
（２－ｘ１２１）ｃ１２＋０５ｘ１２１（ｘ１２１－１）Ｉ１２．

（２）证明以上两问题的等价性．首先，证明每一个
可行流都对应一个任务分配方案．由于初始流量为 ｎ，
所以对于所有的 ｖｔｉ∈ＶＴ，流进该结点的流量为１．根据
流量守恒，从 ｖｔｉ出发的ｍ条弧中有且仅有一条弧上的
流量为１，其它弧上的流量均为０．即，结点 ｖｔｉ对应的第
ｉ个任务被分配且仅被分配到唯一一个计算节点ｐｚｉ上．

给定任意可行流 Ｆ０，不失一般性，假设所有从任务结点

指向任务分配结点的弧中流量为 １的弧集为｛（ｖｔ１，
ｖｐｚ１），（ｖｔ２，ｖｐｚ２），…，（ｖｔｎ，ｖｐｚｎ）｝，则可行流 Ｆ

０对应的任

务分配方案 Ｚ０＝（ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ）．
其次，证明每一个任务分配方案都对应一个可行

流．给定任意任务分配方案 Ｚ０＝（ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ），可以通
过如下方式构造可行流 Ｆ０．由于任务数为 ｎ，所以初始
流量为 ｎ，即流入任意结点 ｖｔｉ∈ＶＴ的流量均为１．若任
务 ｔｉ对应的第ｉ个任务被分配到计算节点ｐｚｉ上，则弧
（ｖｔｉ，ｖａｉ∶ｚｉ）∈Ｅ２上的流量为 １．在确定了弧集 Ｅ２中弧
上流量之后，弧集 Ｅ３中弧上的流量也随之确定．这是
因为，对于任意一条流量为 １的弧（ｖｔｉ，ｖａｉ∶ｚｉ）∈Ｅ２，弧
上的增益系数为 ｎ－１，从而使得流出结点 ｖａｉ∶ｚｉ的流量
为ｎ－１，于是从结点 ｖａｉ∶ｚｉ出发的ｎ－１条容量均为１的

弧上的流量也为 １．由此，可以构造出可行流 Ｆ０，其中
弧集 Ｅ２中流量为１的弧集为｛（ｖｔ１，ｖａ１∶ｚ１），（ｖｔ２，ｖａ２∶ｚ２），
…，（ｖｔｎ，ｖａｎ∶ｚｎ）｝．

最后，证明可行流的总费用等于对应任务分配方案

的总代价，最小费用流对应最优任务分配方案．易知，广
义网络最小费用流问题中的费用函数０５ｘｉｊｑ（２－ｘｉｊｑ）ｃｉｊ
＋０５ｘｉｊｑ（ｘｉｊｑ－１）Ｉｉｊ对应任务分配问题中的节点间通信
代价和节点内冲突代价之和，ｅｉｑｘｉｑ对应计算代价．因此，
任何一个可行流的总费用均等于对应任务分配方案的

总代价．对于任意最小费用流 Ｆ，假设 Ｆ对应一个非
最优的任务分配方案 Ｚ０，即 Ｃ（Ｆ）＝Ｃ（Ｚ０），则存在一
个最优任务分配方案 Ｚ，使得 Ｃ（Ｚ）＜Ｃ（Ｚ０）．又因为
Ｚ对应一个可行流 Ｆ０，使得 Ｃ（Ｚ）＝Ｃ（Ｆ０），因此 Ｃ
（Ｆ０）＜Ｃ（Ｆ），与 Ｆ是最小费用流相矛盾．故，每一个
最小费用流对应一个最优任务分配方案．

（３）分析冲突代价对问题复杂性的影响关系．下面
通过分析费用函数对广义网络最小费用流问题复杂性

的影响关系来分析冲突代价对任务分配问题复杂性的

影响关系．根据构造过程，广义网络最小费用流问题中
的二次费用函数可表示为：０５ｘｉｊｑ（２－ｘｉｊｑ）ｃｉｊ＋０５ｘｉｊｑ（ｘｉｊｑ
－１）Ｉｉｊ＝０５（Ｉｉｊ－ｃｉｊ）ｘ２ｉｊｑ＋（ｃｉｊ－０５Ｉｉｊ）ｘｉｊｑ．该二次费用函
数的凹凸性由系数 Ｉｉｊ－ｃｉｊ决定．根据 Ｉｉｊ－ｃｉｊ正负性的不
同，可以将最小费用流问题区分为下面三类问题：

Ｉｉｊ＝ｃｉｊ， 广义线性费用网络最小费用流问题；

Ｉｉｊ＞ｃｉｊ， 广义凸费用网络最小费用流问题；

Ｉｉｊ＜ｃｉｊ， 广义凹费用网络最小费用流问题
{

．
其中，广义线性费用网络最小费用流问题和广义

凸费用网络最小费用流问题是 Ｐ问题，广义凹费用网
络最小费用流问题是 ＮＰｈａｒｄ问题．由此可得出，冲突
代价大于等于节点间通信代价的非一致代价任务分配

问题是Ｐ问题，可转换为广义凸费用网络最小费用流
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问题，可以在 Ｏ（ＭＮ）时间内求解［１９］，Ｍ表示边数，Ｎ
表示结点数．因此，冲突代价大于等于节点间通信代价
的非一致代价任务分配问题可在 Ｏ（ｍ２ｎ４）时间内求
解，ｍ表示计算节点数，ｎ表示任务数．
４ 问题解法及定理结论可应用性与有效性
的讨论
前文从理论上分析并证明了多核集群中节点内冲

突代价对问题复杂性的影响关系，本节讨论各种复杂

性下的多核集群任务分配问题的解法以及本文定理与

结论的可应用性与有效性．
４．１ 多核集群任务分配问题的解法

多核集群任务分配问题可利用广义网络流规划模

型来进行描述，并可通过最小费用流进行求解．然而，
凹凸性不同的费用网络的最小费用流问题之间的复杂

性存在很大差异［２０］．在一般情况下，多核集群任务分配
问题是ＮＰｈａｒｄ问题，不存在多项式解法，可采用近似
或启发式的次优算法进行求解．当节点内冲突代价等
于节点间通信代价时，可通过流量增广法或原本法［２０］

进行求解；而当节点内冲突代价大于节点间通信代价

时，可将凸费用转化为线性费用，进而使用流量增广法

或原本法进行求解．对图２所代表的模型中的弧集 Ｅ４
中的弧上的凸费用进行分段线性近似表示，每条凸费

用弧可以用两条线性费用弧替代．如此，最小凸费用流
问题转化为最小线性费用流问题，从而可利用流量增

广法或原本法进行求解．
此外，图２所代表的模型对应的数学规划模型可表

示为式（１）．因此，多核集群任务分配问题也可以利用数
学规划方法来求解．其中，Ｅ＋（ｉ）表示结点 ｉ的出弧集，
Ｅ－（ｉ）表示结点 ｉ的入弧集，ｑｋ＝ｅｉｊ，ｋ表示弧（ｖｔｉ，
ｖａｉ∶ｊ）；ｕｋ＝［（１－０５ｘｉｊｑ）ｃｉｊ＋０５（ｘｉｊｑ－１）Ｉｉｊ］ｘｉｊｑ，ｋ表示弧
（ｖｉｉ，ｊ∶ｑ，ｓ），ｆｋ表示弧 ｋ上的流量，Ｖ为图 Ｇ的顶点集．

事实上，文献［２１］中的实验结果表明了本文方法具
有优势．
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４．２ 定理与结论的可应用性与有效性

本文定理与结论从理论上揭示了冲突代价对任务

分配问题复杂性的影响关系，其成立具有严格的约束

条件．在实际求解任务分配问题的过程中，由于所求解
问题的非规则性、机器拓扑结构的异构性和可用计算

资源的动态性等因素［１０］，无法也不必考虑每个任务的

节点内冲突代价和节点间通信代价．因此，根据实际情
况可放宽假设条件，例如，可通过平均的节点内冲突代

价和节点间通信代价来讨论它们对任务分配问题复杂

性的大致影响关系．在本小节中，结合任务分配和负载
均衡过程中的实际问题，讨论本文定理和结论的可应

用性与有效性，主要体现在以下几个方面．
（１）如果分配到各个节点上的任务之间的依赖度

较小，则意味着节点之间的通信代价较小，同步代价相

对较高，冲突代价相对较高，并随节点内核数和任务数

的增多而增大，从而可满足冲突代价大于或等于节点

间通信代价条件，任务分配问题可转化为凸费用网络

最小费用流问题或线性费用网络最小费用流问题而求

解．事实上，这种情况下的并行计算实际加速比可达到
线性加速比．

（２）当任务规模较小且任务之间的依赖度较高时，
意味着任务之间的通信量较大，使用更多的计算节点

得不偿失．使用较少的节点参与计算，节点间通信代价
较小，节点内的任务之间由于存在较高的依赖度而产

生较高的同步代价和节点内通信代价，冲突代价随之

增大，从而可满足冲突代价大于或等于节点间通信代

价条件，任务分配问题因此可转化为凸费用网络最小

费用流问题或线性费用网络最小费用流问题而求解．
（３）当任务规模较大且任务之间的依赖度较高时，

意味着通信量较大，但并非意味着需要使用更大规模

的节点参与计算．事实上，很少的应用需要使用多于
１０００个的处理器进行并行求解．考虑到通信和同步开
销，存在一个能够有效求解一特定问题的计算节点数

目．那么，可把依赖度高的多个任务聚合为一个任务并
分配到同一节点上以减小节点间通信代价，而这同时

会增大节点内冲突代价．对于这种情形，当每个节点内
的核数较大时，参与计算的节点数较少，仍可满足冲突

代价大于或等于节点间通信代价条件，任务分配问题

从而可转化为凸费用网络或线性费用网络的最小费用

流问题而求解．
（４）当大量的任务之间的依赖度很高且每个节点

上的核数较小时，为了获得并行性，通常需要把这些任

务分配给较多的小节点，从而使得节点间通信代价较

高，冲突代价相对较小，导致冲突代价小于节点间通信

代价，计算复杂性高．事实上，在这种情况下，应用问题
本身就不具有可并行性．

５ 结论

利用最小费用流理论分析并证明了多核集群节点
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内冲突代价对任务分配问题复杂性的影响关系．结果
表明：（１）当冲突代价等于节点间通信代价时，任务分
配问题可转换为广义线性费用网络最小费用流问题，

可在 Ｏ（ｍ２ｎ４）时间内求解；（２）当冲突代价大于节点间
通信代价时，任务分配问题可转换为广义凸费用网络

最小费用流问题，可在多项式时间内求解．特别地，对
于一致代价的任务分配问题，当冲突代价大于等于节

点间通信代价时，可转换为凸费用网络最小费用流问

题，可在 Ｏ（ｍ２ｎ２ｌｏｇ（ｍ＋ｎ））时间内求解；（３）当冲突代
价小于节点间通信代价时的任务分配问题是 ＮＰｈａｒｄ
问题，求解该问题的高效多项式启发式算法有待研究．
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