
从多帧低分辨率图像序列中获取
高分辨率图像的算法研究

邵　凌1 ,丁佩律2 ,张立明2 ,胡　波2

(11IBM中国研究中心 ,北京 100085 ;21复旦大学电子工程系智能与图像实验室 ,上海 200433)

　　摘　要 :　从多帧略有位移的低分辨率图像中产生一帧具有精细结构的高分辨率图像是原来基于单帧插值算法

无法解决的问题.本文提出了一种基于多帧的递归迭代算法 ,在得到与传统多帧算法相近效果的同时 ,大大节省了计

算所需的存储空间.论文证明了该算法的收敛性 ,并得出当使用循环递归迭代时 ,可以得到理想的结果.计算机模拟给

出了与理论分析一致的结果.
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Abstract :　Extracting a high2resolution image form a low2resolution image sequence with displacement solves the image super2
resolution problem which is ill2posed to one2frame based interpolation. However it is indispensable to store all low2resolution images for

traditional multi2frame based algorithm which can not be implemented in real2time. In this paper ,we propose a multi - frame based re2
cursive iteration algorithm which can achieve super2resolution result as good as traditional method but with less memory consumption.

The proof of convergence and efficiency of this algorithm is also addressed. Computer simulation gives the result matching with theoreti2
cal analysis.
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1　引言
　　图像超分辨率 ( Image Superresolution) ,又称图像插值 ( Im2

age Interpolation)近年来受到了广泛的重视和应用.最早的方

法是在一帧图像上进行线性插值或样条函数插值 ,这些方法

都隐含图像局部平滑的假设 ,插值后图像的高频细节被丢失 ,

且无唯一解. 1981年 Tsay[1 ]第一次提出了从多帧互有位移的

图像序列中插值产生一帧高分辨率图像的概念 ,才从本质上

解决了图像超分辨率无唯一解的问题. Kim[2 ]将 Tsay和 Huang

建立在频域上的算法模型扩展到包含噪声的情况. M. Irani [3 ]

提出了迭代背向投影算法 ( Iterative back - projection) IBP算法.

这种算法运算量小 ,收敛速度较快 ,是目前为止最有实用意义

的方法之一. Stark[4 ]从集投影理论发展出凸集投影算法

POCS ,加快了求解的速度 ,但是一些非线性约束条件的加入

会影响算法的收敛性. Tekalp [5 ]发展了 POCS方法 ,使之适用

于更广泛的超分辨率模型. Schultz[6 ]提出了基于 Bayesian估计

的多帧图像超分辨率算法 ,提高了超分辨率图像的质量 ,缺点

是模型复杂 ,计算量大.但是无论何种算法 ,在计算时都要求

存储所有的低分辨率图像和相应的观察矩阵 ,以下我们统称

为批处理方法.考虑到实际图像的大小和图像序列的帧数 ,上

述算法不太适用于硬件条件有限的应用.本文基于节省存储

空间的考虑 ,提出了一种串行的迭代算法 ,在达到与传统批处

理方法相近效果和复杂度的同时 ,节省了所需的存储空间.论

文证明了该算法的收敛性和有效性 ,并给出了计算机模拟的

结果.

2　多帧图像超分辨率问题的数学模型

　　设待恢复的高分辨率图像为 I∈RN×N ,将 I从行方向堆

叠 (stack)得到的矢量记为 X∈RN
2×1 .定义第 i 帧观察得到的

低分辨率图像为 yi ∈RM×M , M < N ,同样从行方向堆叠得到

的矢量记为 Yi ∈RM
2×1 . Yi 和 X的关系见图 1.
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图 1　矩阵表示的采样过程

其中位移矩阵 Ci ∈RN
2×N

2

表示第 i 次采样时图像 X 的位移

变化. Hi ∈RN
2×N

2

表示第 i次采样时的图像模糊效应 ,如果图

像模糊效应平移不变 ,则 Hi 矩阵是分块的 Toeplitz阵.降采样

矩阵 SM
2×N

2

表示从超分辨图像 X到低分辨率图像 Yi 的降采

样关系.噪声矢量 Vi 是采样过程中各种噪声的总和 ,假设为

零均值的高斯白噪声. Yi 可以写成 :

Yi = SHiCiX + Vi , i = 1 ,2 , ⋯, L (1)

L 为低分辨率图像的帧数.如果定义 �Y =

Y1

Y2

…

YL

∈RLM
2×1 , �H =

SH1 C1

SH2 C2

…

SHL CL

∈RLM
2×N

2

, �X = X , �V =

V1

V2

…

VT

∈RLM
2×1则式 (1)可以

写成

�Y = �H�X + �V (2)

式 (2)是考虑了各种实际情况后的通用数学模型.这样将基于

多帧超分辨率重建转化为解线性方程组.传统的伪逆及批处

理迭代法都需要存储 �Y ∈RLM
2×1和 �H∈RLM

2×N
2

,当图像尺寸

较大时 ,存储空间消耗过大而无法实用.下面我们从节省存储

空间的角度出发 ,提出了一种递归的最速下降迭代算法 ,只要

存储当前帧图像 Yi ∈RM
2×1和相应的观察矩阵 �Hi ∈RM

2×N
2

即

可.

3　基于多帧图像的递归迭代算法

311　递归的最速下降迭代法 RSD

对于式 (2) ,一般的最速下降迭代法为 :

　　　　　　(1)初始值 X̂o任意

　　　　　　(2) X̂k + 1 = X̂k +λ�HT ( �Y - �HX̂k) (3)

其中 �Y∈RLM
2×1 , �H∈RLM

2×N
2

,λ为步长 , LM2 > N2 .

而我们的 RSD算法可以写为 :

　　　　　　(1)初始值 X̂0任意

(2) X̂k + 1
i = X̂k

i +λ�HT
i ( Yi - �HiX̂

k
i ) (4)

　　　　　　(3) X̂0
i + 1 = X̂ ∞i , i = 1 ,2 , ⋯, L (5)

其中 Yi ∈RM
2×1表示第 i 帧采样图像 , L 为采样图像数 , �Hi ∈

RM
2×N

2

表示与第 i帧低分辨率图像相对应的观察矩阵 , �Hi =

SHiCi . X̂k
i 表示使用第 i 帧低分辨率图像进行 k 次迭代后 ,高

分辨率图像的估计值.式 (4)表示对于当前输入的第帧低分辨

率图像 ,我们使用最速下降迭代法求解高分辨率图像的估计

值 ,其中λ是迭代系数.式 (5)表示对于下一帧输入的低分辨

率图像 ,我们将上一帧迭代的结果作为其迭代的初始值.依次

类推从第一帧处理到最后一帧.但是这样的迭代方式能保证

其收敛性吗 ?以下我们就证明这一点.

312　RSD算法的收敛性和有效性

首先 ,关于批处理迭代式 (3)的收敛性 ,我们有定理 1.

定理 1　对于迭代式 (3) ,如果噪声均值为零且矩阵 �HT�H
满秩 ,则可以选择适当的迭代系数λ,使它当迭代次数 k →∞

时收敛于方程 (2)的解.

证明　设 X 3为方程 (2)的正确解 , X̂k是第 k次迭代的估

计值 ,第 k次迭代的误差为 ek = X 3 - X̂k ,由 (3)式得

　　　ek + 1 = X 3 - X̂k -λ�HT ( �Y - �HX̂k)

= ( I -λ�HT�H) ek -λ�HTV (6)

考虑到 E[ V ] = 0 ,平均迭代误差可以写成

E[ ek + 1 ] = ( I -λ�HT�H) k + 1 E[ e0 ] (7)

由于 �HT�H满秩 ,可以选择λ使 ‖I - λ�HT�H ‖< 1 ,从而 lim
k→∞

E

[ ek ] = 0 ,式 (3)收敛于 X 3 .证毕.

对于递归迭代式 (4)和 (5) ,我们用类似的方法表示迭代

误差 ,设 X 3是 (2)式的正确解 ,第 i帧采样图像的第 k次迭代

的误差为 ek
i = X 3 - X̂k

i .由 (4)可得 ,当前帧的平均迭代误差为

E[ ek + 1
i ] = ( I -λ�HT

i �Hi)
k + 1 E[ e0

i ] (8)

由于 �Hi 中包含了降采样因子 ,所以 �HT
i �Hi不满秩 ,即无法找到

合适的λ使迭代误差趋向于零.那误差到底是多少 ,能否收

敛 ?我们有定理 2.

定理 2　对于第 i帧输入图像按式 (4)进行迭代 ,若噪声

均值为零但矩阵 �HT
i �Hi 不满秩时 ,则可选择适当迭代系数λ,

使其收敛 ,且 lim
k→∞

E[ ek
i ] = Pi E[ e0

i ] ,其中 E[ e0
i ]为第 i 帧图像

迭代时的平均初始误差 , Pi为一个正交投影算子.

证明　设 �Hi 秩为 r ( r < N) ,非零奇异值为σ1 ,σ2 , ⋯,σr.

显然 �HT
i �Hi = Vi

S2
i 0

0 0
VT

i ,其中 Vi 为单位正交阵 , S2
i = diag

(σ2
1 ,σ2

2 , ⋯,σ2
r) ,所以

I -λ�HT
i �Hi = ViV

T
i -λ�HT

i �Hi = ViMiV
T
i (9)

其中 Mi =
I -λS2

i 0

0 I
. 将式 ( 9 ) 代入式 ( 8 ) ,并考虑到

ViMiV
T
i ViMiV

T
i = ViM

2
iV

T
i ,可得

E[ ek + 1
i ] = ( ViMiV

T
i ) k + 1 E[ e0

i ] = ViM
k + 1
i VT

i E[ e0
i ] (10)

将 Vi 写成分块矩阵形式 Vi = [ Vi1 　Vi2 ] ,则式 (10)可进

一步化为

E[ ek + 1
i ] = ViM

k + 1
i VT

i E[ e0
i ] = [ Vi1　Vi2 ]

　·
( I -λS2

i)
k + 1 0

0 I

VT
i1

VT
i2

E[ e0
i ]

= Vi1 ( I -λS2
i)

k + 1 VT
i1 E[ e0

i ] + Vi2 VT
i2 E[ e0

i ] (11)

即迭代的平均误差可以分成两项 ,其中第一项只要选择适当

的系数λ就会随着 k的增加而单调减小 ,第二项是与迭代无

关的常量.

所以当λ满足‖I -λS2
i ‖< 1时 ,迭代将收敛 ,且
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lim
k→∞

E[ ek
i ] = Vi2 VT

i2 E[ e0
i ] (12)

观察 Vi2 VT
i2 ,可以发现它满足

( a) 　( Vi2 VT
i2) T = Vi2 VT

i2

( b) 　( Vi2 VT
i2) 2 = Vi2 VT

i2 Vi2 VT
i2 = Vi2 IVT

i2 = Vi2 VT
i2

所以它是一个正交投影算子 ,记为 Pi ,代入式 (12)可以得到

lim
k→∞

E[ ek
i ] = Pi E[ e0

i ] (13)

证毕.

对于整个迭代过程 ,由式 (5)和 (13)可得 E [ e0
i + 1 ] = E

[ X 3 - X̂0
i + 1 ] = E[ X 3 - X̂ ∞i ] = Pi E[ e0

i ] ,于是对于一组图像

按顺序进行递归迭代的平均残留误差为

lim
k→∞

E[ ek
i + 1 ] = Pi + 1 E[ e0

i + 1 ] = Pi + 1 Pi E[ e0
i ] = ⋯= Pi + 1 Pi ⋯

P1 E[ e0
1 ] (14)

因此 RSD算法的迭代过程 ,可以看成是对误差空间不断进行

正交投影的过程.由于正交投影满足 ‖Px ‖Φ‖x ‖,所以在

整个迭代的过程中误差矢量的范数只可能减少 ,而不会导致

发散 ,所以 RSD算法是收敛的.

同时我们看到递归迭代算法无法使误差趋向于 0 ,但定

理 3将表明通过选择适当的迭代方式 ,它也能得到令人满意

的结果.首先给出循环投影引理.

循环投影定理 　设 L1 , L2 , ⋯, Lk 为 Cn 的任意 k 个线性

子空间 , k Ε 2 ,且设 Q = Pk Pk - 1⋯P2 P1 P2 ⋯Pk - 10 k ,其中 Pi ( i

= 1 ,2 , ⋯, k)是从 Cn 到 L i 的正交投影算子.则从 Cn 到 ∩
k

i = 1
L i

上的正交投影算子是 lim
m→∞

Qm .证明见附录

定理 3　对于一组 L 帧低分辨率图像 ,采用无穷循环迭

代方式 (首先按运动图像采样的先后次序进行迭代 ,然后按反

向次序迭代一遍) ,则它对于误差矢量的效果等效于一个正交

投影算子 ,且这个正交投影算子的值域等于各单帧的正交投

影值域的交集.

证明　由定理 2可得循环迭代的平均误差为

E[ e∞L ] = P1 P2⋯PL - 1 PL PL - 1⋯P2 P1 E[ e0
1 ] (15)

考虑到 Pi ( i = 1 , 2 , ⋯, L )都是正交投影算子 ,且次序满

足循环投影引理中的条件 ,所以由循环投影引理 ,结论是显然

的.证毕

推论　如果一组采样图像对应于一组投影 Pi ( i = 1 , 2 ,

⋯, k) ,它们值域的交集∩
k

i = 1
L i是空集 ,则上述循环迭代的结果

是使误差趋向于零.

定理 3及其推论说明了循环迭代的有效性 ,至于一般的

顺序迭代则没有该性质.因为一般而言两个正交投影的迭加

不是正交投影 ,即两个正交投影迭加的值域不是它们值域的

交集.实验结果也表明 ,只要 1到 2次循环 ,循环 RSD算法就

非常接近传统批处理算法的效果 ,比顺序 RSD算法的效率要

高.

4　计算机模拟实验结果

　　我们利用坐标变换和内插将一帧高分辨率图像旋转多个

角度后 ,进行低通滤波和降采样 ,从而得到一组略有旋转的低

分辨率图像用来检验本文算法的重建效果.这里以 Bottle 图

像为例 ,因为该图高频细节丰富.将 256×256的 Bottle图像依

次旋转 0°,9°,18°,27°后降采样得到 4帧的低分辨率图像 ,在

此基础上进行重建 ,一般每帧图像迭代 10 - 20次就能达到令

人满意的效果.图 2～图 7是各种方法插值的结果 ,表 1是各

种方法 PSNR的比较.从中可以发现 ,基于多帧的效果比传统

帧内插值的效果好得多 ,其中循环递归迭代的效果强于顺序

递归迭代的结果 ,并与 IBP算法的结果接近.表 2为本次实验

中 IBP算法和递归迭代算法所需存储空间的比较.从中可以

发现 ,递归迭代算法所需的存储空间是 IBP算法的一半 ,需要

说明的是两者所需的计算时间基本相同.虽然我们只和 IBP

算法进行了比较 ,但是对于其他基于多帧的批处理算法也有

同样的结论 ,而且参与计算的低分辨率图像越多 ,递归算法节

省存储空间的效果越明显.

图 2　理想的高分辨率图像　　　图 3　双线性插值的结果

图 4　三次样条函数插值的结果　　　　　图 5　IBP算法

图 6　循环递归迭代算法　　　　图 7　顺序递归迭代算法

表 1　各种方法恢复效果的客观评价

算法名称 PSNR(dB)

双线性插值 2010875

三次样条插值 2014507

IBP迭代算法 (有初值) 2514036

循环递归迭代算法 (有初值) 2512339

顺序递归迭代算法 (有初值) 2417601
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表 2　IBP算法和 RSD算法所需存储空间的比较

IBP算法 递归 SD算法

观察矩阵系数的存储空间 354 ,496字节 98 ,804字节

低分辨率图像的存储空间 65 ,536字节 16 ,384字节

等效高分辨率图像的存储空间 131 ,072字节 131 ,072字节

总计 551 ,104字节 246 ,260字节

5　结论

　　本文对基于多帧的图像插值方法进行了研究 ,从节省存

储空间的角度提出了基于帧处理的 RSD迭代算法 ,并证明了

它的收敛性和循环迭代的有效性.计算机模拟结果表明它能

够达到与传统批处理算法相近的效果 ,而所需的存储空间比

传统批处理算法小许多 ,具有很高的实用意义.

附录　循环投影引理的证明

证明 :(1)设 A = lim
m→∞

Qm ,首先证 A是一个正交投影算子.

( a)根据 Q的定义 ,显然 Q = QT ,即 Q是对称阵 ,所以 A

= lim
m→∞

Qm 是对称阵

( b)又设 Q的特征值为λq Ελq - 1 Ε ⋯Ελ2 Ελ1 ,因为

‖Q‖= ‖Pk Pk - 1⋯P2 P1 P2⋯Pk - 1 Pk ‖

Φ‖Pk ‖·‖Pk - 1‖⋯‖P2 ‖·‖P1 ‖·‖P2 ‖⋯‖Pk - 1 ‖·

‖Pk ‖= 1

所以|λi | Φ1 , i = 1 ,2⋯q.因为 Q是对称阵 ,所以可以将 Q写

成

Q = VSVT ,其中 S = diag(λ1 ,λ2 , ⋯,λq - 1 ,λq) , V 是单位正交阵

VTV = I.

Qm = VSVT·VSVT⋯VSVT

m

= VSmVT = Vdiag (λm
1 ,λm

2 , ⋯,λm
q - 1 ,λm

q )

VT

当 m→∞,λi →
0 , 　|λi | < 1

1 , 　|λi | = 1
,即 A的特征值非 0即 1 ,所以 A

是一个投影算子.

根据 ( a) , ( b)可得 A是一个正交投影算子.

(2)设 R = ² ( A)表示 A的值域 ,证明 R = ∩
k

i = 1
L i

( a)对于 Π x∈∩
k

i = 1
L i ,因为 Pix = x , i = 1 ,2 , ⋯, k ,推出 Qx

= x ,所以 Ax = x ,

即 x∈R ,所以∩
k

i = 1
L i < R.

( b)对于 Π x∈R ,若 x∈∩
k

i = 1
L i ,则 R < ∩

k

i = 1
L i ,考虑到 ( a) , R

= ∩
k

i = 1
L i得证.

若 x | ∩
k

i = 1
L i ,则必然存在集合 B = { Pi | Pix≠x ,1 Φ i Φ k} ,且 B

为不空.设 Ps∈B ,且 Ps是 B 中下标最大的元素 ,即 Pix = x ,

s < i Φ k.由于 Ps是正交投影 ,所以‖Psx ‖Φ‖Ps ‖·‖x ‖

= ‖x‖,等号当且仅当 Psx = x时成立.由于 Psx ≠x ,所以‖

Psx‖< ‖Ps‖·‖x‖= ‖x‖.考察‖Qx‖

‖Qx‖= ‖Pk ⋯Ps ⋯P2 P1 P2 ⋯Ps ⋯Pkx ‖= ‖Pk ⋯P2 P1 P2

⋯Ps Ps + 1⋯Pkx‖

= ‖Pk ⋯P2 P1 P2 ⋯Psx‖Φ‖Pk ⋯P2 P1 P2⋯Ps - 1‖·‖Psx ‖

Φ‖Psx‖< ‖x‖

又∵‖Q‖Φ1 , ∴‖Qmx ‖Φ‖Qm - 1 ‖·‖Qx ‖Φ‖Qx ‖<

‖x‖, ∴‖Ax‖Φ‖Qmx‖< ‖x‖

∵x∈R ,且 A是正交投影 , ∴Ax = x , ‖Ax‖= ‖x ‖,这和上

面的推导矛盾.

所以 Π x∈R , x∈∩
k

i = 1
L i ,综合 ( a) , ( b)可得 R = ∩

k

i = 1
L i ,命题

得证.
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