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　　摘　要 :　本文对变步长自适应滤波算法进行了讨论 ,建立了步长因子μ与误差信号 e ( n)之间另一种新的非线

性函数关系.该函数比已有的 Sigmoid函数简单 ,且在误差 e ( n)接近零处具有缓慢变化的特性 ,克服了 Sigmoid函数在

自适应稳态阶段步长调整过程中的不足.由此函数本文得出了另一种新的变步长自适应滤波算法 ,并且分析了参数

α,β的取值原则及对算法收敛性能的影响.该算法有较好的收敛性能且计算量少.计算机仿真结果与理论分析相一

致 ,证实了该算法的收敛性能优于已有的算法.
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Abstract :　This paper discusses about some algorithms of variable step size LMS adaptive filtering and establishes another new

non2linear functional relationship betweenμand e ( n) . The functional relationship is not only simpler than Sigmoid functional relation2
ship ,but also has the property of slight change e ( n) near to zero. Therefore it is superior to Sigmoid functional relationship in the pro2
cess of step size change of adaptive steady state. On the basis of the functional relationship ,The author presents the new algorithm of

variable step size LMS adaptive filtering and analyses the algorithm with variousαandβ. the algorithm has less computational complex2
ity than the former algorithms ,besides good convergence properties. Computer simulation results confirms the theoretical analysis and

shows the algorithm performance is better than that of former algorithms.
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1　引言
　　自适应技术广泛地应用于自适应控制、雷达、系统辩识和

　图 1　为自适应滤波器原理框图

信号处理等领域.由 Widrow

和 Hoff 提出的最小均方误

差 (LMS)算法 ,因其具有计

算量小、易于实现等优点而

被广泛采用.图 1为自适应

滤波器原理框图 .

基于最速下降法的最

小均方误差 (LMS)算法的迭代公式如下 :

e ( n) = d ( n) - XT ( n) W ( n) ;

W ( n + 1) = W ( n) + 2μe ( n) X( n)

其中 : W ( n)为自适应滤波器在时刻 n的权矢量 , X ( n)为时

刻 n的输入信号矢量 , d ( n)为期望输出值 , v ( n)为干扰信

号 , e ( n)是误差信号 , L 是自适应滤波器的长度 ,μ是步长因

子. LMS算法收敛的条件为 :0 <μ< 1/λmax ,λmax是输入信号自

相关矩阵的最大特征值.

初始收敛速度、时变系统跟踪能力及稳态失调是衡量自

适应滤波算法优劣的三个最重要的技术指标.文献 [ 1 ] [6 ]分

析了最小均方误差 (LMS)算法的收敛性能.由于主输入端不

可避免地存在干扰噪声 ,LMS算法将产生参数失调噪声.干扰

噪声 v ( n)越大 ,则引起的失调噪声就越大.减少步长因子μ

可减少自适应滤波算法的稳态失调噪声 ,提高算法的收敛精

度.然而步长因子μ的减少将降低算法的收敛速度和跟踪速

度.因此 ,固定步长的自适应滤波算法在收敛速度、时变系统

跟踪速度与收敛精度方面对算法调整步长因子μ的要求是

相互矛盾的.为了克服这一矛盾 ,人们提出了许多变步长自适

应滤波算法. R. D. Gitlin[2 ]曾提出了一种变步长自适应滤波算

法 ,其步长因子μ( n)随迭代次数 n的增加而逐渐减小.文

[3 ]提出了使步长因子μ正比于误差信号 e ( n)的大小.而文
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[4 ]提出了一种时间平均估值梯度的自适应滤波算法.文 [ 5 ]

提出了另一种变步长自适应滤波算法 ,步长因子μ与 e ( n)和

x ( n)的互相关函数的估值成正比.

在分析了上述变步长自适应滤波算法之后 ,文[6 ]提出了

变步长自适应滤波算法的步长调整原则 :即在初始收敛阶段

或未知系统参数发生变化时 ,步长应比较大 ,以便有较快的收

敛速度和对时变系统的跟踪速度 ;而在算法收敛后 ,不管主输

入端干扰信号 v ( n)有多大 ,都应保持很小的调整步长以达到

很小的稳态失调噪声.根据这一步长调整原则 ,该文给出了

Sigmoid函数变步长 LMS算法 (SVSLMS) :

e ( n) = d ( n) - XT ( n) W ( n) ;

μ( n) =β(1/ (1 + exp ( -α| e ( n) | ) ) - 015) ;

W ( n + 1) = W ( n) + 2μ( n) e ( n) X( n) .

其变步长μ是 e ( n)的 Sigmoid函数 :

μ( n) =β(1/ (1 + exp ( -α| e ( n) ) ) - 015)

该算法能同时获得较快的收敛速度、跟踪速度和较小的稳态

误差.然而 ,该 Sigmoid函数过于复杂 ,且在误差 e ( n)接近零

处变化太大 ,不具有缓慢变化的特性 ,使得 SVSLMS算法在自

适应稳态阶段仍有较大的步长变化 ,这是该算法的不足.本文

给出另一满足步长调整原则的函数 :即变步长μ是 e ( n)的如

下函数 :μ( n) =β(1 - exp ( -α| e ( n) | 2) ) ,其中 ,参数α> 0控

制函数的形状 ,参数β> 0控制函数的取值范围 ;μ( n)和 e

( n)的函数曲线如图 2 ,图 3所示.该函数比 Sigmoid函数简单 ,

且在误差 e ( n)接近零处具有缓慢变化的特性 ,克服了 Sigmoid

函数在自适应稳态阶段步长调整过程中的不足.同时 ,本文还

分析了参数α,β取值原则及对算法收敛性能的影响.

2　新的变步长 LMS自适应滤波算法及分析

　　根据文 [6 ]提出的变步长自适应滤波算法的步长调整原

则 ,本文提出的变步长自适应滤波算法如下 :

e ( n) = d ( n) - XT ( n) W ( n) ;

μ( n) =β(1 - exp ( -α| e ( n) | 2) ) ;

W ( n + 1) = W ( n) + 2μ( n) e ( n) X( n)

　图 2　μ( e)与 e ( n)的关系曲线 (α不同 ,

β相同)

由μ( n)和 e ( n)的

函数关系曲线图 2 ,

图 3可知 :初始收敛

阶段| e ( n) | 较大 ,对

应μ( n) 较大 ,算法

收敛速度较快.当算

法 进 入 稳 态 时 ,

| e ( n) |达到最小 ,此

时μ ( n) 也达到最

小 ,由此得到最佳

Wiener解.

我们知道 ,LMS自适应滤波算法的收敛条件是 :0 <μ<

1/λmax ,λmax是输入信号自相关矩阵的最大特征值.因此μ( n)

应满足 :0 <μ( n) < 1/λmax ,由此可得β< 1/λmax.在此条件下 ,

算法一定收敛.但并不是满足β< 1/λmax条件的任意α、β都能

使算法在初始收敛阶段μ( n)较大而在算法收敛后μ( n)较

小.例如 :假设初始收敛阶段| e ( n) | 的值为 015左右 ,若选择

α= 013 ,β= 012 (见图 2)或α= 8 ,β= 0102 (见图 3) ,则| e ( n) |

对应的μ( n)小 ,此时算法起不到在初始收敛阶段步长应比

较大加速收敛的作用 ;而选择α= 7 ,β= 012 (见图 2)或α= 8 ,

β= 012 (见图 3) ,则| e ( n) |对应的μ( n)大 ,此时μ( n)满足变

步长自适应滤波算法在初始收敛阶段应有较大的步长这一要

求 ,起到加速收敛的作用.因此 ,α、β值的选取应遵循以下原

则 :根据初始误差| e ( n) |值的大小来选择α、β的值使得初始

误差| e ( n) |所对应的μ( n)的值尽可能大些 (当然是在满足

算法收敛的前提下) .

由图 2还可知 :对于相同的初始误差 ,固定β( < 1/λmax) ,

此时算法收敛 ,选择较大的α值算法的收敛速度比选择较小

的α值快.如果选取的α值过大 ,算法的收敛速度提高了 ,但

是算法收敛后的误差| e ( n) | 所对应的μ( n)可能还较大 ,此

时算法的稳态误差较大.如果对收敛速度有较高要求的话 ,应

　图 3　μ( n)与 e ( n)的关系曲线 (α相同 ,

β不同)

选择大的α值 ;如果

对稳态误差有较高

要求的话 ,选择的α

值不能过大.在具体

的实际应用中 ,可通

过实验来确定α的

最优值.

由图 3可知 :对

于相同的初始误差 ,

固定α,选择较大的

β值算法的收敛速度比选择较小的β值快 (β< 1/λmax) .

下面的计算机模拟仿真结果证实了以上分析.

3　计算机模拟仿真结果及分析

　　下面通过计算机模拟来检验和分析我们给出的变步长

LMS自适应滤波算法的收敛性能以及α、β值对算法收敛性

能的影响.仍然采用文[6 ]中的计算机模拟条件 : (1)自适应滤

波器阶数 L = 2 ; (2) 未知系统的 FIR 系数为 W 3 = [ 018 ,

015] T ,在第 500个采样点时刻未知系统发生时变 ,系数矢量

变为 W 3 = [014 ,012 ] T ; (3)参考输入信号 x ( n)是零均值 ,方

差为 1的高斯白噪声 ; (4) v ( n)为与 x ( n)不相关的高斯白噪

声 ,其均值是零 ,方差为σ2
v = 0104.分别做 200次独立的仿真 ,

采样点数为 1000 ,然后求其统计平均 ,得出学习曲线.

　图 4　β固定 ,不同值α的算法收敛曲线

图 4 是β= 011

固定 ,不同α值的算

法收敛曲线 ,从上到

下的四条曲线对应

的α值依此为 : 1 ,

10 , 100 , 300 ;随着α

的增大 ,算法的收敛

速度逐渐提高.

图 5 是β= 011

固定 ,α= 300和 20000的算法收敛曲线 ,从曲线右边看 ,下面

一条曲线对应α= 300 ,上面一条曲线对应α= 20000.这表明
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图 5　β固定 ,α= 300 ,20000的算法收敛曲线

虽然β= 011固定 ,随着α的增大 ,算法的收敛速度逐渐提高 ,

但过大的α值增加了算法的稳态误差.在实际应用中 ,为了

获得较快的收敛速度 ,应选择较大的α值 ;为了使收敛精度

较高 ,则选择的α值不能过大.在本文的实验条件下 ,最优α

值约为 300.

　图 6　α固定 ,不同值β的算法收敛曲

线

图 6是α= 300固

定 ,不同值β的算法

收敛曲线 ,从上到下

的四条曲线对应β的

值依此为 :0101 , 0102 ,

0105 ,012 ,随着β的增

大 (β< 1/λmax) ,算法

的收敛速度逐渐提

高.在本文的实验条

件下 ,若选择的β值

大于 013 ,算法发散 ;若选择的β值在 (012 , 013 ]之间 ,算法有

时侯会出现不收敛的情况 ,最优β值约为 012.

　图 7　两组不同的α,β值的算法收敛

曲线

图 7 是两组不同

的α,β值的算法收敛

曲线 ,上面一条曲线对

应的α= 015 ,β= 011 ,

由于选取的α、β使得

初始误差 | e ( n) | 所对

应的μ( n)的值太小 ,

故算法收敛缓慢.下面

一条曲线对应的α=

9 ,β= 013 ,此时选取的

α、β值使得初始误差| e ( n) | 所对应的μ( n)的值较大 ,满足

变步长自适应滤波算法的步长调整原则.故算法有较好的收

敛性能.这也与上面的分析相一致.

4　和其它变步长算法的收敛曲线比较

　　文[6 ]提出了变步长自适应滤波算法的步长调整原则 ,根

据这一步长调整原则 ,该文给出了 Sigmoid函数变步长LMS算

法 (SVSLMS) ,但该文没有分析α、β如何取值.图 8是本文算

法和 SVSLMS算法收敛曲线比较 (该文实验条件下) ,上面一

条曲线是α= 110 ,β= 115 (该文算法最佳值)时的 SVSLMS算

法收敛曲线 ,下面一条曲线是α= 20 ,β= 0. 2时的本文算法收

敛曲线.由此图知本文算法优于 SVSLMS算法.

　图 8　本文算法和 SVSLMS算法收敛曲线

比较

文[5 ]提出的变

步长自适应滤波算

法 (VS2NLMS) ,其步

长因子μ与 e ( n)和

x ( n)的互相关函数

的估值成正比.该算

法须用指数加权递

推公式更新计算平

均互相关 ,计算量较

大.图 9是本文算法

　图 9　本文算法的 VS2NLMS算法收敛

曲线比较

　图 10　本文算法的 LE2LMS算法收敛

曲线比较

和 VS2NLMS算法收敛

曲线的比较 (采样点数

为 3000 ,50次独立仿真

的统计平均结果) . 模

拟条件采用该文中的

条件 : (1) 自适应滤波

器阶数 L = 10 ; (2)未知

系统的 FIR 系数为

W 3 = [ 011 , 012 , 013 ,

014 , 015 , 016 , 015 , 014 ,

013 ,012 ] T , (3)参考输入信号 x ( n)是零均值 ,方差为 1的高斯

白噪声 ; (4) v ( n)为与 x ( n)不相关的高斯白噪声 ; (5)α= 1 ,λ

= 01997.本文算法取α= 40 ,β= 0106.从图中看出本文算法的

收敛速度明显快于 VS2NLMS算法的收敛速度.

文[7 ]通过对误差信号的非线性处理 ,得到了 L. E2LMS算

法.该算法亦较为复杂.图 10是本文算法和 L. E2LMS算法收

敛曲线的比较 (采样点数为 600 ,100次独立仿真的统计平均

结果) .模拟条件采用文[7 ]中的条件 :自适应滤波器阶数 L =

5 ;未知系统的 FIR系数为 W 3 = [0133 , 0167 , 1 , 0167 , 0133 ] T ,

μmax = 011 ,μmin = 0101 ;参考输入信号 x ( n)是零均值 ,方差为

1的高斯白噪声 ; v ( n)是与 x ( n)不相关的高斯白噪声 ,σ2
n =

0101.本文算法取α= 200 ,β= 011.从图中看出本文算法的收

敛速度亦快于 L1E2LMS算法的收敛速度.

5　结束语

　　通过建立步长因子μ与误差信号 e ( n)之间的另一非线

性函数关系μ( n) =β(1 - exp ( - α| e ( n) | 2) ) ,本文提出了一

种新的变步长自适应滤波算法 ,同时分析了参数α,β的取值

原则及对算法收敛性能的影响.该算法有较好的收敛性能 ,克

服了 SVSLMS算法在自

适应稳态阶段步长调

整过程中的不足 ,计算

量比 SVSLMS算法、VS2
NLMS算法和 L1E2LMS

算法少.计算机仿真结

果表明该算法的收敛

性能良好 ,与理论分析

相一致且收敛速度快

于 SVSLMS 算法、VS2
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NLMS算法和 L1E2LMS算法.
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《GPS动态滤波的理论、方法及其应用》出版

　　由博士生导师万德钧教授和房建成、王庆两位副教授合

著的《GPS动态滤波理论、方法及其应用》一书 ,倾注了作者及

其有关专家、学者多年的心血 ,潜心研究 ,解决了一个又一个

技术难题所取得的最新成果 ,独创性很强 ,是一本难得的好

书。该书得到了江苏省金陵科技著作出版基金的支持 ,并由

江苏科学技术出版社出版发行。

本书共约 23万字 ,分 8章。首先用了一章的篇幅简易扼

要地介绍了第二代全球卫星导航系统 GPS导航定位原理及

其系统的基本情况 ,接着用了两章的笔墨分析阐述 GPS动态

滤波理论、方法 ,突出解决 GPS动态定位的最优滤波问题 ,为

此 ,建立机动载体运动的更合理、更准确的数学模型和采用一

些更先进的自适应算法这两大难点 ,并提出了一种带有速度

观测量的 GPS滤波法 ,为提高 GPS动态滤波精度开辟了一条

新途径 ,甚为可喜。

自第 4章开始一直到末尾 ,整整用了全书的多半章节来

着重阐述 GPS应用量最大 ,而且是当前最受人们关注的 ,并在

应用中还存在不少具体技术难点的车辆组合导航。作者从

GPS与 DR组合原理、方法开始 ,具体地就这种组合的非线性

自适应卡尔曼滤波模型的建立与仿真 ,车辆应用的综合校正 ,

到适于普通车辆用的低成本 GPS/ DR组合系统的设计及试

验 ,给出了试验结果与分析。同时还专门用了一个章节对车

载 GPS/ DR/ MM组合系统的卡尔曼滤波进行了分析论述 ,包

括地图导航数据库、匹配方法、车辆各种动态模型与各种道路

情况的降价卡尔曼滤波。内容非常丰富、翔实。

该书是一部专著 ,相当系统全面与具体 ,无论是理论性还

是实用性都很强 ,颇有深度 ,对于在 GPS动态滤波及车辆应用

方面很有参考价值。文字简洁流畅 ,理论分析正确 ,逻辑性很

强 ,图文并茂 ,是我所读到的在该领域内出自中国专家之手的

第一部专著 ,获益匪浅。

(谢世富)
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