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　　摘　要 : 　本文研究了一种正交多项式混沌全局建模方法 ,所用正交多项式集以吸引子不变测度为核.通过对

Hénon映射数据和电离层参数实测数据的分析 ,表明在待建模系统不很复杂时 (其内在机理可用较低阶多项式表达) ,

这种全局建模方法能得到系统动力学特性.在低噪声情况下模型还能充分精确地重构系统方程式.在噪声较大或系统

内在机理很复杂时建模结果仍可用于一步预测 ,且具有较好效果.
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Abstract :　In this article ,we study a chaotic global modeling method based on a set of polynomials defined on the attractor’s

invariant measure as its kernel. Through analysis of Hénon map data and observed data of ionospheric parameters ,it is shown that if the

underlying system is simple enough to be represented by low2order polynomials ,this method can capture the dynamics of the system.

Also ,when the noise level is low ,we can acquire the equation of the system. When noise level is higher or the system is more com2
plex ,we still can use the reconstructed model to perform one2step prediction in a fairly good fashion.
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1　引言
　　随着混沌理论的深入发展 ,人们对混沌理论的实际应用

产生了浓厚兴趣 ,例如在信息科学领域就有如混沌预测 ,混沌

伪随机序列产生 ,混沌保密通信等等 [1 ,2 ]不少混沌应用的例

子.这些应用可以分为两类 :一类是正问题 (分析型问题) ,即

从实际系统物理的、化学的 ,或其他形式的规律出发 ,得到系

统演化方程式 ,然后分析系统动力学行为 ,及可能产生的混沌

现象 ;另一类是反问题 (综合型问题) ,即从系统输出数据出

发 ,通过各种建模手段 ,发现系统演化规律 ,进一步找到系统

演化方程式.人们已经提出了一些混沌建模方法 [3 ] ,其基本思

想是混沌分析中相空间重构的思想 :由一维观测数据构造延

时坐标 ,得到与原始相空间微分同胚的重构相空间 ,从而就得

到了以相空间点映射表达出的系统在吸引子上的动力学行

为.如何依据这个动力学行为来得到吸引子上的映射就是混

沌建模的主要任务.有了混沌模型 ,我们就可以推测系统下一

步的状态点位置 ,取出合适的延时坐标分量 ,得到下一时刻观

测数据的预测位置.这种相空间重构预测是混沌模型的一个

主要应用.此外 ,人们还可以根据混沌模型来计算 Lyapunov指

数和分数维等.

设 Xn为当前状态点 , Xn + 1为下一个状态点 ,系统演化方

程为 : Xn + 1 = F ( Xn) (1)

其中 , F是吸引子上的未知映射.在局部模型方法中 ,基于 F

连续性的假设 (这在实际系统中一般也是满足的) ,引进邻近

点的概念 ,认为待预测点在相空间中的邻近点演化行为能够

反映出此点演化行为 ,并建立局部线性模型、局部二阶模型和

局部高阶模型等基于台劳展开的多项式模型 ,以及局部前向

多层神经网络模型、局部径向基函数模型等神经网络非线性

模型来拟合反映吸引子局部动力学特性的线性或非线性映

射.全局模型则是希望用一个在整个吸引子上都有效的模型

描述系统的演化行为.

局部模型由吸引子上的许多局部映射构成.这些局部映

射在不同的邻域之间不连续 ,在吸引子以外不适用 ,而且待调

整参数非常多.比如 ,对于 P阶的多项式局部映射 ,在局部动

力学维数为 D时对每个时间步长都有大约 PD 个参数需要计

算.相反 ,全局模型用一个相对简单的连续模型描述整个数据

集 ,具有相空间中的光滑性和解析性 ,和在相空间较大范围内

产生轨道的能力.全局模型的这些优点促使人们不断努力寻

找一些具有封闭函数表达式的全局模型 ,以便能表达出整个
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吸引子上和吸引子附近相空间中的系统动力学行为.

2　正交多项式的混沌全局建模方法

　　正交多项式的全局建模使用了向量场 x →F ( x)在 dE维

空间中某个正交多项式基函数集上的展开形式.这儿的多项

式集合的正交性是指对吸引子不变测度的正交性 [4 ,5 ] .寻找

多项式和函数 F( x)的系数仅仅需要计算相空间中数据点的

矩量值.整个过程如下 :

设吸引子的不变测度

p ( x) =
1
N ∑

N

k =1

δdE ( x - y ( k) ) (2)

引入一个 RdE上的关于不变测度 p ( x)正交的多项式序列φm

( x) .由正交性 ,有

∫φm ( x)φn ( x) p ( x) ddEx =δmn (3)

设φ1 ( x) = 1 ,由 Gram2Schmidt 正交化过程可以得到其他φm

( x)直至所需要的阶数.

对使得数据点演化的全局向量场 F( x)进行 M阶近似 :

FM ( x) = ∑
M

m =1

c ( m)φm ( x) (4)

系数 c ( m)由下式决定 :

　　　　　c ( m) =∫F( x) φm ( x) p ( x) ddEx

=
1
N ∑

N

k =1

F( y ( k) )φm ( y ( k) )

=
1
N ∑

N

k =1

y ( k + 1)φm ( y ( k) ) (5)

这样 ,我们就得到　　　y ( k + 1) = FM ( y ( k) ) (6)

可见 ,一旦从已知数据中得到φm ( x) ,向量场的计算就变成了

数据各阶幂次之和 (注意到φm ( x)都是多项式) .这里 , FM ( . )

就是系统正交多项式形式的全局模型.

3　正交多项式全局建模方法实例

　　首先我们以 Hénon映射为例 :当 a = 114 , b = 013时 Lya2
punov指数λ1 = 014112 ,λ2 = - 116152

x ( n + 1) = 1 - ax ( n) 2 + y ( n)

y ( n + 1) = bx ( n)
(7)

其中λ1 +λ2 = loge ( b) = - 112040.

在实施正交多项式逼近时 ,需要小心选择多项式的个数

P和多项式阶数 R. 在 (7)式中取初值 ( x , y) = (0 , 0) ,叠代

1000个点 ,然后取后 500个点作为实验点 .在 P = 4 , R = 2时 ,

以吸引子为核的 P个正交多项式分别为 :

p0 ( x , y) = 1

p1 ( x , y) = - 013308 + 113687 x

p2 ( x , y) = - 014176 + 013184 x + 416824 y

p3 ( x , y) = - 110729 - 012665 x - 016035 y + 119945 x2

(8)

相应地 ,对应式 (7)中的两个式子 ,有

x ( n + 1) = 012436 p0 ( x ( n) , y ( n) ) - 011653 p1 ( x ( n) , y ( n) )

　　　+ 011231 p2 ( x ( n) , y ( n) ) - 017019 p3 ( x ( n) , y ( n) )

y ( n + 1) = 010725 p0 ( x ( n) , y ( n) ) + 012192 p1 ( x ( n) , y ( n) )

将式 (8)代入上面两式 ,有

x ( n + 1) = 1 + y ( n) - 114 x ( n) 2

y ( n + 1) = 013 x ( n)
(9)

当取 P = 10时 , R = 4 ,对于没有噪声污染的数据序列 ,产

生的系数仍然与 (9)没有明显的偏离 ,表明这种正交多项式建

模方法可以从数据中得到系统方程式.

下面我们取上述序列的 x 分量作为一维观测序列重构

相空间 ,由最小互信息量准则和最小伪最邻近点准则 [4 ]得到

重构延时为 1 ,嵌入维数为 2.我们得到类似 (9)的结果 :

x ( n + 1) = 1 + y ( n) - 114 x ( n) 2

y ( n + 1) = x ( n)
(10)

可见 ,对于可由低阶多项式表达的系统 ,采用正交多项式

全局建模方法可以从观测数据中引出系统表达式.对于实际

系统 ,由于系统阶次未知 ,只能在不同的阶次试算几次 ,通过

比较预测结果好坏来大致确定系统建模时实际需要的阶数.

现在给出一个实际混沌系统的计算实例.采用的混沌序

列是电离层频率参数 foF2 每小时值序列[6 ] ,选取台北地区

1969年 11月 26日零时起连续 42175天的每小时 foF2数据 ,

共 1025点作为实验数据.为了便于比较各阶多项式系数 ,对

数据序列线性归一化到 [0 1 ]区间 ,见图 1 ,前 1000点为重构

相空间点 ,后 25点为一步预测待预测点 .由数据序列与其延

时序列的互信息量对延时值的关系得到重构延时τs = 3 ;同样

在τs = 3时由伪最小邻近点数对嵌入维数的关系可以得出嵌

入维数 dE = 3[3 ] .选用阶数为 3的多项式作为正交基函数 ,得

到函数为 :

f ( x , y , z) = 012028 + 111549 x - 012789 y - 014567z - 016095 x2

- 116125 xy + 311559 y2 + 210375 xz - 314829 yz +

017996z2 - 015252 x3 + 318629 x2 y - 418396 xy2 +

011346 y3 - 017560 x2 z + 413611 xyz - 113363 y2 z -

312664 xz2 + 215362 yz2 - 011967z3

图 1　电离层 foF2混沌观测数据　　图 2　一步预测结果 ,平均均方误差 mse = 01025　　图 3　多步预测结果 ,平均均方误差 mse = 01081
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　　这儿 ,设 d对应一维观测数据 ,则 x对应 d ( n) , y 对应 d

( n - 1) , z对应 d ( n - 2) , f ( x , y , z)对应 d ( n + 1) ,为一步预

测值.

一步预测的结果见图 2 ,平均均方误差 ( mse)为 215 % ,结

果比较好.当从某一个状态点开始进行长时间演化行为时 ,重

构模型的响应像一个略微衰减的震荡过程 ,如图 3 ,由预测图

可以看到 ,3阶多项式模型已经学习到数据中的周期特性 ;而

且前几个预测值还比较吻合 ,表明仅仅用 3维空间中的 3阶

多项式能够初步拟合此电离层参数系统的动力学行为 .值得

注意的是 ,对于内在机理比低阶非线性多项式复杂得多的系

统 ,我们应当进一步从系统内在机理出发探求其演化方程式 ,

而不能仅仅靠混沌建模.

4　正交多项式全局建模的抗噪声性能

　　抗噪能力体现在在某个噪声门限下模型对噪声的不敏感

性.对正交多项式全局模型系数间的差异 ,有 12范数、22范
数、∞2范数、Lyapunov 指数等几种度量. 本文采用式 (7) 的

Hénon映射的例子 ,从序号为 1的 (0 ,0)点迭代后取序号从 201

到 1000的 800个数据点 ,取 x 分量作为观测到的数据 ,序列

范围[ - 112835 ,112730 ] ,均值 012511 ,标准差 017247 ,方差 (即

功率)为 015251.由数据序列与其延时序列的互信息量对延时

值的关系图得到重构延时τs = 1 ;同样在τs = 1时由伪最小邻

近点数对嵌入维数的关系图可以得出嵌入维数 dE = 2.当 P

= 4时建模的结果如式 (10) .

加入均值为零的均匀分布噪声序列到此数据序列以模拟

实际观测序列中的噪声 ,噪声功率从 10 - 5到 100.对此有噪序

列建模 ,与无噪序列建模系数比较 ,采用范数度量 ,在取 P = 4

和 10时结果分别见图 4 ,图 5 ,其中横轴为噪声功率 ,纵轴为

范数误差 :

　　图 4　P = 4时全局模型系数偏差　　　　图 5　P = 10时全局模型系数偏差　　　　图 6　P = 4和 P = 10时全局模型Lyapunov

对噪声功率的关系 对噪声功率的关系 指数对噪声功率的关系

　　另外 ,还可以计算模型系统的 Lyapunov指数对噪声的关

系 ,见图 6.此时无噪系统的 Lyapunov指数值λ1 = 014112 ,λ2 =

- 116152.对比图 4 ,图 5 ,和图 6可以看出 , P = 4时模型构造

过程的抗噪声能力较强 ,在噪声功率小于 10 - 3时系统能够正

确地反映真实系统的动力学行为 ,在图 6中也可以看出此时

的 Lyapunov指数与无噪时的值非常接近.而 P = 10时由于需

要估计的多项式系数较多 ,多项式的阶次较高 ,比较小的噪声

污染也容易引起建模系数较大的偏离 ,如图 5示 ;相应地 ,模

型系统的 Lyapunov指数随着噪声功率的加大波动也很大 ,表

明模型已逐渐不能得到系统的动力学行为了.同时 ,从图 6中

可以看到 ,当噪声功率约为 01018时即信噪比下降到 1416dB

时模型的正 Lyapunov指数第一次过 0点 ,表明模型已经不具

有产生混沌行为的必要条件 ,更是说明当信噪比低于这个水

平时这种正交多项式建模的方法已经没有能力得到系统的动

力学行为了.不过这并不妨碍模型在短期预测中的应用 ,这一

点已在图 2 ,图 3的比较中得到说明 .

5　结论

　　综上所述 ,若待建模系统本身不很复杂 ,即其内在机理可

用较低阶多项式表达时 ,采用这种全局建模方法有很好的效

果 ,如文中对 Hénon映射数据的计算结果.而且 ,在噪声污染

不很大时 ,模型能够充分精确地重构系统方程式.当噪声污染

较大时 ,建模结果仍可用于一步预测 ,且效果较好.
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