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1 　引言
　　模糊 C2均值算法 ( Fuzzy C2Means Algorithm ,简记为 FCM)

是一种有效的聚类算法 ,已经广泛应用于模式识别、图像处理

和计算机视觉等领域 [1 ] . 但是 , FCM 在大数据量时收敛速度

慢. 为克服 FCM的这一不足 ,本文提出对手抑制式模糊 C2均
值算 法 ( Rival Checked Fuzzy C2Means Algorithm , 简 记 为

RCFCM) . 下面首先提出 FCM 中隶属度的新解释 ,然后 ,基于

隶属度的新解释提出 RCFCM. 并通过实验证明 RCFCM 提高

了 FCM的收敛速度.

2 　隶属度的新解释

211 　FCM 简介[ 1]

设 FCM中数据集 X = { x1 , x2 , ⋯, xj , ⋯, xN} , N 是 X 中元

素总数. X 中的第 j 个元素是一个 p 维矢量 , xj = ( xj1 , xj2 , ⋯,

xjp) . X 中含有 C 个类别 ,第 i 个类的中心 vi = ( vi1 , vi2 , ⋯,

vip) . X 中第 j 个元素对第 i 个类中心的隶属度为 uij . U =

{ uij} 、V = { vi} . U 满足下式 :

uij ∈[0 ,1 ] , Π i , Π j 　　(1) 　　　∑
C

i =1

uij = 1 , Π j (2)

0 < ∑
N

j =1

uij < N , Π i (3)

FCM的目标函数为 :

J ( U , V) = ∑
C

i =1
∑
N

j =1

um
ij ‖xj - vi ‖

2 = ∑
C

i =1
∑
N

j =1

um
ij d2

ij (4)

m 称为模糊系数 ,是常量. FCM就是求在满足式 (1)～ (3) 的情

况下 ,式 (4) 中目标函数 J 的最小值. 由拉格朗日乘数法求得

J 的条件极值 ( U、V) 满足式 (5) ～ (9) .

对 Π xj ∈X ,定义集合 :

Ij = { i| 1 Φ i Φ C , dij = 0} ,�Ij = {1 ,2 , ⋯, C} - Ij (5)

对于给定的元素 xj , Ij 和�Ij 是确定的 ; Ij 和�Ij 随 xj 的变化

而变化. 式 (2) 可以进一步表示为 :

∑
i ∈( I

j
∪�I

j
)

uij = 1 , Π j (6)

对于元素 xj ∈X 和 Π vi ∈V ,若 dij ≠0 ,即对于元素 xj ∈

X ,若 Ij = < ,则 xj 对类中心 vi ∈V 的隶属度为 :

uij = 1/ ∑
C

k = 1
( d2

ij/ d2
kj)

1/ ( m - 1) (7)

对于元素 xj ∈X ,若 ϖ vi ∈V ,使 dij = 0 ,即对于元素 xj ∈

X ,若 Ij ≠< ,则 xj 对类中心 vi ∈V 的隶属度满足下式 :

Π i ∈�Ij , uij = 0 　　且 　　∑
i ∈I

j

uij = 1 (8)

vi = ∑
N

j = 1
um

ij xj ∑
N

j = 1
um

ij (9)

式 (5～9) 表示的 ( U , V) 中一定包含着最小值点. FCM 的任务

就是通过迭代寻找这个最小值点. FCM的迭代方式有两种 :
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　　(1) 给定初始聚类中心 V ,按式 (5) ～ (8) 计算 U ,再由 U

按式 (9) 计算下一次迭代的 V .

(2) 按式 (1) ～ (3) 初始化 U ,由式 (9) 计算 V ,再由 V 按式

(5) ～ (8) 计算下一次迭代的 U.

212 　隶属度的新解释

J . C. Bezdek 曾经从物理学的角度对隶属度作出解释 (见

文献[1 ] pp. 71～73) . 1998 年 ,范九伦和谢维信又从几何学的

角度给出隶属度的解释[2 ] . 现在本文从模糊竞争学习的角度

给出隶属度的新解释.

1996 年 ,钱云涛和谢维信研究了基于 FCM 的神经网络 ,

给出了网络的构造方法和相应的模糊竞争学习算法 [3 ] . 基于

FCM的神经网络实质上是 FCM的并行实现 ,网络在稳态时的

聚类结果与 FCM 的结果等价. 只是在聚类过程中 ,神经网络

采用模糊竞争学习算法调整各个类中心. FCM 对应的模糊竞

争学习算法中各类中心的调整公式如下 [3 ] :

Δvi = um
ij ( xj - vi) (10)

从式 (10) 可以看到 :在 FCM 对应的模糊竞争学习算法

中 ,对任意一个输入数据 xj ,类中心 vi 的学习率就是 um
ij .

从作用力来看 ,类中心 vi 在输入数据 xj 作用下的调整过

程就是 vi 在 xj 吸引力作用下发生正向位移 ,更靠近 xj 的过

程. 位移Δvi 不仅与 xj 和 vi 之间的相对位置 ( xj - vi ) 有关 ,而

且与 xj 对 vi 的隶属度有关. 因此 ,从作用力的角度看 ,数据对

某个类中心的隶属度是数据对该类中心作用力强度的表征.

对上述结论进行引伸 ,可以给出 FCM隶属度的新解释 :

在 FCM中 ,每个数据都对类中心的下一次迭代值产生影

响 (见式 (9) ) ,数据对类中心的这种影响可以理解为数据对类

中心施加的吸引力 ,隶属度是数据对类中心作用力强度的表

征. 隶属度越大 ,数据对类中心的吸引力就越大 ,类中心的下

一次迭代值受它影响也就越大.

3 　新算法

311 　FCM 的分析

对于式 (4) 表示的聚类问题 ,如果找到各类的类中心 ,那

么由式 (5) ～ (8) 计算得到的 U 必然使 J 取得最小值 ,而且 U、

V 同时满足式 (5) ～ (9) ,因此当找到正确的类中心时 ,也就找

到了式 (4) 的最优解. 所以 ,由 V 按式 (5) ～ (8) 计算出 U 后 ,

接下来的任务就是如何确定下一次迭代时的 V ,使 V 更靠近

各类的类中心 ,使 FCM尽快收敛. 从这一点考虑 , FCM中由 U

计算 V 的过程 ,实际上是从优化的角度求得下一次迭代的 V.

既然逐步最优并不能确保全局最优 ,如果可以找到一个新的

方法 ,由它确定的 V 比用式 (9) 确定的 V 更合理 ,更靠近各类

的类中心 ,就没有必要按照式 (9) 计算下一步迭代的 V .

312 　新算法的思想基础

现在分析由式 (9) 确定下一次迭代的 V 并不合理 ,延缓

了 FCM的收敛速度.

从式 (9) 可以看到 , X 中的每个元素都对第 i 个类中心 vi

的下一次迭代值有影响. 根据隶属度的新解释 ,可以将这种影

响理解为每个元素对第 i 个类中心都有吸引力 ,而第 j 个元

素对 vi 的隶属度 uij则是第 j 个元素对 vi 的吸引力强度的表

征 , uij的值大时 ,表示元素 xj 对 vi 的吸引力大 ; uij的值小时 ,

表示元素 xj 对 vi 的吸引力小. uij是与距离有关的 , xj 对近的

类中心的隶属度大 ,对远的类中心隶属度值小. 所以 , xj 对近

的类中心吸引力大 ,对远的类中心吸引力小. 具体地讲 , xj 对

vi 的吸引力是通过 um
ij xj 项施加给 vi 的.

xj 对每个类中心都有吸引力的好处是 :按式 (9) ,即使是

远离数据区的类中心也能在聚类过程中得到调整 , C 个类中

心中不会存在死节点. 这也正是 FCM 优于硬 C2均值算法

(Hard C2Means Algorithm ,简记为 HCM) 的地方. 在 HCM 中 ,数

据只隶属于离它最近的类中心 ,而对其它类中心的隶属度为

0.因此 ,在 HCM中数据只对离它最近的类中心产生吸引力 ,

对其它类中心没有作用力. 这样 ,在 HCM中 ,当某个类中心距

离所有的数据点都比较远时 ,所有的数据点都对它没有吸引

力.该类中心在聚类过程中就得不到调整 ,它的位置就会在聚

类过程中保持不变 ,成为“死节点”. 死节点的存在 ,会使 HCM

算法陷入局部极值 ,得到错误的聚类结果.

FCM中元素对所有的类中心都有吸引力 ,虽然使 FCM 不

存在死节点 ,提高了 FCM 的寻优概率 ,但是 FCM 也因此付出

了代价 :FCM的收敛速度慢于 HCM. FCM 中各类别对应不同

的类中心. 既然每个元素对所有的类中心都有吸引力 ,那么 X

中的每个数据类从宏观上不仅产生一个很强的吸引力 (距离

最近 ,隶属度最大 ,吸引力也最大) ,使离它最近的类中心在下

一次迭代时更靠近它 ,而且同时对其它的类中心也有不同程

度的吸引 (距离远 ,隶属度小 ,吸引力也较小) . 这样 ,一个类中

心在受到离它最近的类的元素的吸引靠近该类时 ,也受到来

自其它类的元素的吸引 ,使它远离该类. 这势必延缓 FCM 的

收敛速度.

如图 1 所示. 类 1 的元素距离类中心 1 最近 ,对类中心 1

的隶属度最大 ,吸引力也最大 ;类 1 的元素距离类中心 2 次最

近 ,对类中心 2 的隶属度次最大 ,吸引力也次最大 ;类 1 的元

素距离类中心 3 最远 ,对类中心 3 的隶属度最小 ,吸引力也最

小. 类 2 则对类中心 2 的吸引力最大 ,对类中心 1 的吸引力次

最大 ,对类中心 3 的吸引力最弱 . 类 3 的情况类似 .

类中心 1 在受到类 1 元素很强的吸引力向类 1 收敛的同

时 ,也受到类 2 和类 3 元素的吸引力 ,使它远离类 1. 因此 ,类

中心 1 向类 1 的收敛因为类 2 和类 3 元素的吸引力而被延缓

了. 类 2 中元素对次最近的类中心 1 的吸引力仅次于它对类

中心 2 的吸引力也很大 ,所以 ,类 2 元素对类中心 1 的吸引力

对类中心 1 收敛的延缓作用大于类 3 元素的延缓作用 . 对于

类中心 2 和类中心 3 的收敛情况有类似的分析 .

　图 1 　FCM作用力示意图

从图 1 中还可以得到 :

当类 2 和类 3 的元素很多

时 ,类 2 和类 3 对类中心 1 的

作用力增强 ,由于类 2 和类 3

造成的类中心 1 的收敛速度

的延缓也就越明显 . 因此 ,在

大数据量和类数较多情况

下 ,FCM 的收敛速度也就越
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慢.

从图 1 中还可以得到 :当类 1 的元素个数远比类 2 和类 3

的元素多时 ,类中心 1 在类 1 元素作用下的收敛速度会大大

加快. 同时 ,类中心 2 在受到来自类 1 大量数据的很强的吸引

力下 ,收敛速度会大大延缓 ,而且类 1 元素对类中心 2 的次最

大的吸引力会使类中心 2 在收敛时偏离类 2 的中心 ,甚至远

离类 2 的中心. 所以 ,FCM 在聚类过程中 ,对数据量很少的类

别难以正确聚类. 如图 2 所示 ,FCM对图 2 中的数据集难以正

确聚类. 图 2 ( b) 中的类 2 的类中心在类 1 数据的吸引力下 ,

偏离类 2 的中心 ,造成 FCM的错误分类.

　图 2 　FCM的错误聚类结果

综上所述 ,

FCM 按式 ( 9) 确

定 V 的下一次迭

代值延缓了 FCM

的收敛速度. 而

且 ,数据对离它

次最近的类中心

的吸引力对 FCM速度的延缓作用最大.

数据对离它次最近的类中心的吸引力也是不应该的. 数

据对距离它最近的类中心隶属度最大 ,吸引力也最大 ,是理所

当然的. 只有这样 ,类中心才能在离它最近的类的吸引力作用

下 ,收敛于该类. 数据对较远类中心的微弱吸引力能避免死节

点的出现 ,提高 FCM 的寻优概率 ,同时对收敛的延缓作用不

大.可是 ,数据对离它次最近的类中心的吸引力是很大的 ,仅

次于对最近类中心的吸引力 ,对 FCM 收敛的延缓作用也最

大.而且 ,一个数据没有任何理由在以最大的力将离它最近的

类中心吸引过来的同时 ,又以较大的力将离它次最近的类中

心也吸引过来. 从宏观上看 ,一个类别更没有任何理由将离它

最近的类中心吸引过来的同时 ,又以较大的力将离它次最近

的类中心吸引过来. 一个类别只能对应一个类中心.

所以本文认为 :数据应该对离它最近的类中心施加最大

的吸引力 ,这个力越大 ,类中心收敛速度也越快 ;数据也可以

对较远的类中心有微弱的吸引力 ,避免聚类过程出现死节点 ;

但不应该对离它次最近的类中心有很强的吸引力 ,这个力对

FCM的收敛速度延缓作用最大. 据此 ,本文提出新算法.

313 　新算法

在竞争学习算法中 ,距离数据最近的类中心被称为赢者 ,

距离数据次最近的类中心被称为赢者的对手. 因此称新算法

为 :对手抑制式模糊 C2均值算法 (RCFCM) .

新算法实现步骤如下 :

第一步 　算法的初始化

初始化类中心为 V (0) . 给定模糊系数 m , m ∈[1 , + ∞].

置吸引力抑制因子α,α∈[0 ,1 ]. 迭代次数为 l = 0.

第二步 　按照式( 5)～( 8)计算 U ( l) .

第三步 　修正隶属度矩阵 U ( l) .

对元素 xj ,设它对第 p 类的隶属度最大 ,值为 upj ;对第 s

类的隶属度次最大 ,值为 usj . 修正后 ,数据 xj 对第 p 类的隶属

度为 : upj = upj + (1 - α) usj (11)

对类 s 类的隶属度为 : 　　usj =αusj (12)

对其余各类的隶属度不变.

新算法对赢者对手吸引力的抑制作用由抑制因子α控

制. 当α= 0 时 ,式 (11) 变为 : upj = upj + usj 、式 (12) 变为 : usj = 0.

RCFCM算法完全抑制了数据点对嬴者对手的吸引力 ,增大了

数据点对赢者的吸引力. 当α= 1 时 ,在隶属度修正前后 , upj

和 usj的值不变. RCFCM算法退化为 FCM算法. 当 0 <α< 1 时 ,

RCFCM算法对赢者对手的抑制作用随α增大而减小 ,对赢者

的吸引力的增强作用随α增大而减弱.

因此 ,式 (11) 和式 (12) 体现了 RCFCM 算法抑制赢者对手

的思想. 并且 ,从式 (11) 和式 (12) 可以看出 :在隶属度修正前

后 , upj + usj的值保持不变. RCFCM算法满足式 (1)～ (3) .

第四步 　用修正后的隶属度矩阵计算下一次的迭代中心

V ( l + 1) . 计算公式为式( 9) .

第五步 　判断是否终止迭代.

如果不满足终止条件 ,更新参数 ,返回第二步 ,继续迭代.

参数更新公式 : l = l + 1.

314 　新算法的收敛性

新算法中 ,隶属度矩阵的修正不会改变 FCM 的收敛性.

容易证明新算法是收敛的 ,收敛性的证明过程与 FCM 的收敛

性证明过程类似.

4 　实验结果

　　给出二维平面上 5 类高斯分布的数据 ,数据总数为 500.

实验中取ε= 0101 ,α= 0 ,采用 ∑
C

i =1
∑
N

j =1

‖uij ( l + 1) - uij ( l) ‖<

ε作为迭代结束条件. 从式 (11) 和式 (12) ,可以得到 :实验中

RCFCM算法完全抑制了数据点对赢者对手的吸引力 ,增大了

数据点对赢者的吸引力. 随机初始化聚类中心 ,对每组聚类中

心 ,记录 FCM 和 RCFCM 这两种算法在模糊系数依次为 m =

2、m = 10 时的实验结果. 对于每组实验 ,得到的结论是一样

的. 现选 10 组实验结果列成表 1.

表 1 　FCM和 RCFCM的性能比较

m = 10 m = 2

FCM RCFCM FCM RCFCM

聚类结果迭代次数聚类结果迭代次数聚类结果迭代次数聚类结果迭代次数
1 极值 82 最优 44 最优 16 最优 12
2 最优 121 最优 42 最优 17 最优 12
3 最优 38 最优 24 最优 14 最优 10
4 最优 83 最优 43 最优 15 最优 10
5 极值 74 最优 89 最优 17 最优 13
6 最优 36 最优 23 最优 12 最优 9
7 最优 76 最优 42 最优 14 最优 10
8 极值 34 最优 39 极值 12 最优 8
9 极值 33 最优 44 最优 15 最优 11
10 最优 85 最优 44 最优 13 最优 10

　　从表 1 可以看出 , FCM在模糊系数取得比较合适时 ( m =

2) ,对各组初始化类中心 , FCM 都收敛于最优解 (组 8 除外) .

随着模糊系数增大 ,FCM 的性能降低 , m = 10 时 , FCM 在一些

实验中陷入局部极值. 而 RCFCM在实验中则表现出优良的性

能 ,无论在模糊系数取值合适时 ,还是在模糊系数取值很大

时 ,都得到最优解.

在同样得到最优解时 ,RCFCM在迭代过程中聚类中心向
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正确的类中心迅速靠近 ,收敛速度大大快于 FCM ,这一点从表

1 中的数字对比中可以一目了然.

图 3 　组 6 中 FCM和 RCFCM在 m = 10 时的

实验结果和类中心收敛轨迹

图 3 中给出了组 m = 10 时 , FCM和 RCFCM聚类结果和类

中心收敛轨迹. 图 3 中 ,不同类别的数据用不同符号表示. 图

中的大圆环的中心是类中心的初始位置. 通过对比图 3 ( a) 和

图 3 ( b) 中的聚类结果和类中心收敛轨迹 , 可以得到结论 :

FCM和 RCFCM都得到正确的分类结果 ,但从五个类中心的收

敛轨迹上看 ,在 RCFCM中类中心很快地向各个数据类的中心

处收敛 ,而 FCM中类中心很缓慢地向各数据类的中心靠近.

图 4 　组 8 中 FCM和 RCFCM聚类结果的比较 ( a) FCM 算法在 m

= 2 时的实验结果和类中心收敛轨迹 ; ( b) RCFCM 算法在

m = 10 时的实验结果和类中心收敛轨迹

图 4 给出了组 8 中 FCM 在 m = 2 时陷入局部极值 ,而

RCFCM在 m = 10 时仍得到最优解的例子 . 在组 8 中 ,类中心 1

和类中心 2 恰巧初始化为同一个点 ,无论模糊系数取值如何 ,

FCM中这两个类中心的迭代轨迹都完全一样 ,无法得到正确

结果 (见图 4 ( a) ) . 而 RCFCM却解决了这个问题 ,因为 RCFCM

中元素不会将两个类中心同时吸引向同一类 (见图 4 ( b) ) .

实验有力证明 , RCFCM在同样初始聚类中心的情况下提

高了收敛速度.

从实验还得到 :在模糊系数增大时 , RCFCM 性能明显优

于 FCM. 按照式 (5～8) 模糊系数的增大 ,使 FCM 中元素对各

类中心的隶属度呈现出等分配的趋势 ,元素对最近类中心和

其它类中心的隶属度差别减小 ,吸引力相差不大. 此时 ,数据

对次赢者的吸引力对 FCM收敛速度的延缓作用将更明显. 因

此 ,FCM在模糊系数增大时 ,收敛速度慢 ,性能降低很大. 虽然

模糊系数的增大使 RCFCM 的性能也降低了 ,但 RCFCM 去掉

了数据对次最近类中心的吸引力 ,使算法的收敛性能相对于

FCM得到很大提高.

大数据量和类数较多同样会使 FCM的收敛速度延缓. 与

模糊系数增大相比 ,起因不同 ,但对 FCM 收敛过程的影响作

用却是一样的. 所以 ,在大数据量和类数较多时 , RCFCM 对

FCM收敛速度的提高将很明显.

5 　结束语

　　本文从模糊竞争学习的角度提出了隶属度的新解释 ,并

基于隶属度的新解释提出对手抑制式 FCM. 理论分析和实验

表明 :新算法提高了 FCM的收敛速度.
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