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分数阶 Fourier域谱估计及其应用
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　　摘　要 :　本文定义了随机信号的分数阶功率谱和分数阶相关函数 ,得到了分数阶功率谱和分数阶相关函数的关

系.在此基础上 ,推导出分数阶 Fourier域滤波器的输入输出分数阶功率谱的关系.仿真结果表明 ,分数阶功率谱估计

可以用于 chirp信号的检测和估计 ,以及分数阶系统辨识.
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Power Spectral Estimation and Its Application in Fractional Fourier Domain
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Abstract :　The definition of the fractional power spectrum and the fractional correlation for random signals are proposed ,and

the expression of the fractional power spectral density in terms of the fractional correlation function is described. Then ,the fractional

power spectral relations for the fractional Fourier filter are derived. Finally ,the theory obtained is verified by simulations , and indi2
cate the potential applications in chirp signals detection and fractional system identification.
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1　引言

　　在基于 Fourier 变换的线性时不变系统分析中 ,已

经得到了随机信号输入与输出的统计关系 ,尤其是系统

输入输出功率谱的关系 ,并广泛应用于滤波 ,信号识别 ,

信号分离 ,系统辨识以及最佳线性系统设计等方

面[1～3] .随着分数阶 Fourier 变换理论的不断发展 ,其在

信号处理领域的潜力也不断得到越来越多地挖

掘[4～12] .分数阶 Fourier 变换是传统 Fourier 变换的广义

形式 ,可以理解为时频平面的旋转 ,传统的时域和频域

只是分数阶 Fourier 域的特例[4 ,5 ,12] .由于分数阶 Fourier

变换是在统一的时频域处理信号 ,相较 Fourier变换 ,其

增加的旋转角度参数 ,使得在分数阶 Fourier 域滤波灵

活性更强 ,可以获得更好的滤波和检测性能[4 ,5 ,7 ,8 ] ;并

且分数阶 Fourier 变换具有成熟的离散快速算法[13] ,避

免了复杂的线性时变操作.在基于分数阶 Fourier 变换

的 chirp信号检测和估计 ,以及分数阶 Fourier域滤波中 ,

可以应用有限长观测数据的分数阶 Fourier变换的模平

方作为统计量进行检测估计和滤波 ,而该统计量本质上

为“分数阶功率谱”的估计[9～12] .那么针对随机信号的

分数阶功率谱的具体定义是什么 ? 是否还有其它的统

计量可以作为分数阶功率谱的有效估计 ? 随机信号通

过分数阶 Fourier域滤波器的输入输出功率谱关系是什

么 ? 本文首先给出了针对随机信号的分数阶功率谱和

分数阶相关函数的定义 ,并且得到了分数阶功率谱和分

数阶相关函数的关系.进而得到了分数阶 Fourier 域滤

波器的输入输出功率谱关系.最后 ,仿真验证了理论的

正确性 ,并表明分数阶功率谱估计可以用于 chirp 信号

的检测和参数估计 ,以及分数阶系统辨识.

2　分数阶 Fourier变换和分数阶域滤波

211　分数阶 Fourier变换

分数阶 Fourier变换作为传统 Fourier变换的一种广

义形式 ,可以看作信号在时频平面上的旋转.信号 x ( t)

的α角度分数阶 Fourier变换定义为[14 ] :

Xα( u) = F
α

[ x ( t) ] =∫
∞

- ∞
Kα( u , t) x ( t) d t (1)

其中积分核为 :
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Kα( u , t) =

Aαe
j u

2
+ t

2

2 cotα- j utcscα,

δ( u - t) ,

δ( u + t) ,

　

α≠kπ

α= 2 kπ

α= (2 k + 1)π

(2)

式中 Aα=
1 - j cotα

2π , k取整数 , F
α表示α角度分数阶

Fourier变换算子.可以看出 ,当α=π/ 2时 ,分数阶 Fouri2
er变换将变成 Fourier 变换.关于分数阶 Fourier 变换详

细的定义和性质可参考文献[12 ] .

212　分数阶 Fourier域滤波

图 1为α角度分数阶 Fourier 域滤波器.输入信号

首先进行α角度的分数阶 Fourier变换到分数阶 Fourier

域 ,然后在分数阶 Fourier 域乘以滤波器函数 H( u) ,然

后再经过 - α角度的分数阶 Fourier变换得到时域的输

出[4 ,5 ,7 ] .

根据分数阶 Fourier域滤波器的概念 ,也就是 :

Yα( u) = H( u) Xα( u) (3)

由分数阶卷积定理[15 ] ,可以得到分数阶 Fourier 域滤波

器的时域表示 :

y ( t) =
| cscα|

2π
e - j t

2

2 cotα, �x ( t) 3 �h ( t) (4)

其中 �x ( t) = x ( t) ej t
2

2 cotα, �h ( t) = F -
π
2 [ H( u) ] ( tcscα) .

3　随机信号的分数阶功率谱估计和分数阶 Fourier

域滤波器输入输出分数阶功率谱的关系

311　分数阶功率谱和分数阶相关函数

设ξT ( t)为随机信号ξ( t)的样本函数在时间[ - T ,

T]的截断函数 ,Ξα, T ( u)为ξT ( t)的α角度分数阶 Fouri2
er变换 ,则随机信号ξ( t)的α角度分数阶功率谱密度

函数定义为 :

P
α
ξξ( u) = lim

T→∞

E|Ξα, T ( u) | 2

2 T
(5)

α角度分数阶相关函数Ⅰ型定义为 :

�Rαξξ,1 (τ) = lim
T→∞

1
2 T∫

T

- T
Rξξ( t2 +τ, t2) ej t2

τcotαd t2 ,

=〈Rξξ( t2 +τ, t2) ej t2
τcotα〉t2

, (6)

Ⅱ型定义为 :

�Rαξξ,2 (τ) = lim
T→∞

1
2 T∫

T

- T
Rξξ( t1 , t1 - τ) ej t1

τcotαd t1 ,

=〈Rξξ( t1 , t1 - τ) ej t1
τcotα〉t1

, (7)

其中 Rξξ( t2 +τ, t2)和 Rξξ( t1 , t1 - τ)为随机信号ξ( t)的

相关函数 ,τ= t1 - t2 ,〈·〉表示时间平均.需要注意的

是 ,由于随机信号ξ( t)的相关函数 Rξξ( t1 , t2)可以表示

为 Rξξ( t2 +τ, t2)和 Rξξ( t1 , t1 - τ) ,所以分数阶相关函

数的定义具有两种等价形式.

下面考察分数阶功率谱和分数阶相关函数的关系.

P
α
ξξ( u) = lim

T→∞

1
2 T

E Aα∫
T

- T
ξ( t1) ej

t
2

1 + u
2

2 cotα- j ut1cscαd t1

　·A -α∫
T

- T
ξ( t2) e - j

t
2

2 + u
2

2 cotα+ j ut2cscαd t2

= lim
T→∞

1
2 T

E AαA -α∫
T

- T
d t1

　∫
T

- T
e - j u( t1 - t2

) cscαej
t
2

1 - t
2

2

2 cotαξ( t1)ξ( t2) d t2 (8)

令 t1 =τ+ t2 ,有

P
α
ξξ( u) = AαA -αlim

T→∞

1
2 T∫

T- t2

- T- t2

dτ∫
T

- T
e - j uτcscαej

(2 t2 +τ)τ
2 cotα

　·Rξξ( t2 +τ, t2) d t2

= AαA -α∫
∞

- ∞
e - j uτcscαdτ

　· lim
T→∞

1
2 T
∫

T

- T
Rξξ( t2 +τ, t2) ej

(2 t2 +τ)τ
2 cotαd t2

= AαA -α∫
∞

- ∞
e - j uτcscαej

τ
2

2 cotα

　· lim
T→∞

1
2 T
∫

T

- T
Rξξ( t2 +τ, t2) ej t2

τcotαd t2 dτ (9)

根据分数阶相关函数和分数阶 Fourier 变换的定义 ,得

到 :

P
α
ξξ( u) = A -α·F

α
[ �Rαξξ,1 (τ) ] ( u) e - j u

2

2 cotα (10)

类似的 ,根据式 (6) ,令 t2 = t1 - τ,可以得到 :

P
α
ξξ( u) = Aα·F -α[ �Rαξξ,2 (τ) ] ( - u) ej u

2

2 cotα (11)

至此 ,我们得到分数阶功率谱和分数阶相关函数的

关系.可以看出 ,当变换角度α=π/ 2 时 ,式 (10)和 (11)

退化为随机信号的功率谱密度同相关函数的关系 :随机

信号的功率谱密度是相关函数时间平均的 Fourier 变

换 ;当输入又是平稳随机信号时 ,进一步退化为传统的

Wiener2Khinchine定理.从分数阶功率谱的定义可以看

出 ,随机信号的分数阶 Fourier 变换的模平方只是分数

阶功率谱的估计.式 (10)和 (11)表明 ,通过分数阶相关

函数也可以估计分数阶功率谱.结合分数阶功率谱的定

义可以看出 ,这里定义的分数阶功率谱是针对随机信号

的 ,本质上反映了随机信号功率谱密度在分数阶 Fourier

域的变化和分布.对于随机信号的分数阶 Fourier 域分

析 ,不再是分数阶 Fourier 频谱 ,而是功率谱.对于随机

信号的每一个具体实现 ,首先计算其在分数阶 Fourier

域的平均功率 ,然后对各次实现求时间平均得到随机信

号的分数阶功率谱密度函数.同时 ,式 (10)和 (11)表明 ,

分数阶功率谱也可以定义为分数阶相关函数的分数阶
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Fourier变换 ,是传统理论在分数阶 Fourier 域的广义形

式.

根据式 (10)和 (11)可以看出 ,分数阶功率谱估计也

可以通过对分数阶相关函数做分数阶 Fourier变换间接

得到.通过不同估计长度的分数阶相关函数 ,可以得到

不同长度的分数阶功率谱估计.在实际应用上 ,一方面

可以计算较少点数的分数阶相关函数 ,然后只需做相同

点数的分数阶 Fourier 变换以降低计算量 ;另一方面对

得到的分数阶相关函数可以先乘以一个窗函数 ,然后再

做分数阶 Fourier 变换 ,这样就对估计的分数阶功率谱

起到了平滑的作用.

类似地 ,分数阶互相关函数 ,分数阶互功率谱定义

为 :

�Rαξη,1 (τ) =〈Rξη( t2 +τ, t2) ej t2
τcotα〉t2

(12)

�Rαξη,2 (τ) =〈Rξη( t1 , t1 - τ) ej t1
τcotα〉t1

(13)

其中 Rξη( t2 +τ, t2)和 Rξη( t1 , t1 - τ)为随机信号ξ( t)和
η( t)的互相关函数 ;

P
α
ξη( u) = lim

T→∞

E[Ξα, T ( u)·I 3
α, T ( u) ]

2 T
(14)

相应地 ,可以得到分数阶互功率谱和分数阶互相关函数

的关系 :

P
α
ξη( u) = A -α·F

α
[ �Rαξη,1 (τ) ] ( u) e - j u

2

2 cotα, (15)

P
α
ξη( u) = Aα·F -α[ �Rαξη,2 (τ) ] ( - u) ej u

2

2 cotα. (16)

同时 ,令τ= 0 ,由式 (6)得到 :

�Rαξξ,1 (0) = lim
T→∞

1
2 T∫

T

- T
E[ |ξ( t2) | 2 ]d t2 (17)

再结合式 (10)得到 :

�Rαξξ,1 (0) =∫
∞

- ∞
P
α
ξξ( u) d u (18)

从上面两式可以看出 ,上面给出了分数阶功率谱的定义

是合适的.

312　分数阶 Fourier 域滤波器输入输出分数阶功率谱

的关系

由于分数阶 Fourier域滤波比传统频域滤波更加灵

活 ,尤其针对非平稳信号可以获得更好的滤波性能.因

此有必要分析分数阶 Fourier 域滤波器 H ( u) 的输入
ξ( t)和输出η( t)谱关系.

根据分数阶 Fourier 域滤波器的时域输入输出关

系 ,得到η( t)和ξ( t)的互相关函数为 :

Rηξ( t1 , t2) = E{η( t1)ξ3 ( t2) } =

E
| cscα|

2π∫
∞

- ∞
ξ( t1 - u) ej

u
2

- 2 t
1

u

2 cotα·�h ( u) d u·ξ3 ( t2)

=
| cscα|

2π∫
∞

- ∞
�h ( u) ej

u
2

- 2 t
1

u

2 cotαRξξ( t1 - u , t2) d u

=
| cscα|

2π∫
∞

- ∞
�h ( u) e - j t

2
ucotα

　· Rξξ( t1 - u , t2) ej
u

2
- 2τu
2 cotα d u (19)

根据分数阶相关函数的定义 ,得到η( t)和ξ( t)的Ⅰ型

分数阶互相关函数为 :

�Rαηξ,1 (τ) = lim
T→∞

1
2 T∫

T

- T

| cscα|
2π∫
∞

- ∞
�h ( u) e - j t

2
ucotα· Rξξ( t2 +τ- u , t2) ej u

2
- 2τu
2 cotα d u

·ej t
2
τcotαd t2

= lim
T→∞

1
2 T∫

T

- T

| cscα|
2π∫
∞

- ∞
�h ( u)

· Rξξ( t2 +τ- u , t2) ej t
2

(τ- u) cotαej u
2

- 2τu
2 cotα d ud t2

=
| cscα|

2π∫
∞

- ∞

�h ( u)·lim
T→∞

1
2 T∫

T

- T

· Rξξ( t2 +τ- u , t2) ej t
2

(τ- u) cotα d t2·e
j u

2
- 2τu
2 cotαd u

=
| cscα|

2π∫
∞

- ∞
�h ( u)·�Rαξξ,1 (τ- u)·ej u

2
- 2τu
2 cotαd u

=
| cscα|

2π
ej -τ2

2 cotα· �h (τ) 3 �Rαξξ,1 (τ)·ej
τ2

2 cotα (20)

对上式应用分数阶卷积定理 ,并结合分数阶 Fourier

域滤波器和分数阶功率谱的定义可以得到 :

P
α
ηξ( u) = H( u)·Pαξξ( u) (21)

同时 ,η( t)的分数阶自相关函数可以写做 :

Rηη( t1 , t2) = E η( t1)·
| cscα|

2π ∫
∞

- ∞
ξ( t2 - v) ej

v
2

- 2 t2 v

2 cotα·�h ( v) d v
3

=
| cscα|

2π∫
∞

- ∞
�h 3 ( v) e - j

v
2

- 2 t2 v

2 cotα·Rηξ( t1 , t2 - v) dv

=
| cscα|

2π∫
∞

- ∞
�h 3 ( v) e - j t1 v·cot ( -α)

　· Rηξ( t1 , t2 - v) ej v
2 + 2τv

2 cot ( -α) d v (22)

把上式带入Ⅱ型分数阶相关函数定义 ,得到 :

�Rαηη,2 (τ) = lim
T→∞

1
2 T∫

T

- T
Rηη( t1 , t1 -τ) ej t

1
τcotαd t1

= lim
T→∞

1
2 T∫

T

- T

| cscα|
2π∫
∞

- ∞
�h 3 ( v) e - j t

1
v·cot ( -α)

　· Rηξ( t1 , t1 -τ- v) ej v
2

+ 2τv
2 cot ( - α) d v ·ej t

1
τcotαd t1

=
| cscα|

2π∫
∞

- ∞
�h 3 ( v)·lim

T→∞

1
2 T∫

T

- T
·[ Rηξ( t1 , t1 -τ- v)

　ej t1
(τ+ v) cotα]d t1·ej

v
2

+ 2τv
2 cot ( - α) dv

=
| cscα|

2π∫
∞

- ∞
�h 3 ( v)·�Rαηξ,2 (τ+ v) ej v

2
+ 2τv
2 cot ( - α) d v

(23)

做变量代换 v→- v ,并利用分数阶卷积定理得到 :

�Rαηη,2 (τ) =
| cscα|

2π∫
∞

- ∞
�h 3 ( v)·�Rαηξ,2 (τ- v)·ej v

2
- 2τv
2 cot ( -α) dv
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=
| cscα|

2π
ej -τ2

2 cot ( -α)· �h 3 ( v) �Rαηξ,2 (τ)·ej
τ2

2 cot ( -α)

(24)

注意到 �h 3 ( v)可以写为 :

　　　　�h 3 ( v) =∫
∞

- ∞
H 3 ( u) ej uvcotαd u

=∫
∞

- ∞
H 3 ( - u) ej uvcot ( -α) d u (25)

再利用分数阶卷积定理 ,可以看出 ,式 (24)是 - α

角度的分数阶卷积 ,因此有 :

F -α[ �Rαηη,2 (τ) ] ( u) = H 3 ( - u)·F -α[ �Rαηξ,2 (τ) ] ( u)

(26)

再根据分数阶功率谱的定义 ,得到 :

P
α
ηη( u) = H 3 ( u)·Pαηξ( u) (27)

再利用式 (21)进一步可以得到 :

P
α
ηη( u) = | H( u) | 2·Pαξξ( u) (28)

式 (21)和式 (28)为分数阶 Fourier 域滤波器的输入

输出分数阶功率谱的关系 ,可以看出 ,当α=π/ 2时 ,式
(21)和式 (28)退化为传统的结论.需要注意的是 ,这里

输入输出不再是平稳信号 ,但是输入输出分数阶功率谱

依然保持着简单的关系.和传统的功率谱输入输出关系

的作用类似 ,式 (21)和 (28)可以用于分数阶功率谱估

计 ,分数阶系统辨识等方面.注意到 ,分数阶 Fourier 域

滤波器实际上是一个线性时变系统 ,而由于在分数阶

Fourier域分析输入输出关系 ,就转化为传统的 Fourier域

分析方法 ,对分数阶 Fourier 域滤波器系统函数的估计

就可以采用传统针对线性时不变系统的估计方法 ,避免

了复杂的线性时变操作.

4　仿真

　　仿真 1 :分数阶功率谱估计

我们考察含有加性高斯白噪声的 chirp 信号估计.

其随机信号模型为 :

ξ( t) = ej 1
2·0116·t

2
+ j u1 t + ej 1

2·0116·t
2

+ j u2 t + n ( t) (29)

其中 n( t)为复高斯白噪声 ,信噪比为 - 6 . 5dB.采样点

数为 N = 512 ,采样周期为 T = 2π/ N ,待估计参数为

u1 = 5 , u2 = 10 .

根据分数阶 Fourier变换的性质 ,待检测 chirp 信号

在α= cot - 1 (0116) = 9π/ 20 呈现能量聚集 ,因此我们估

计α= cot - 1 (0116) = 9π/ 20 的分数阶功率谱.根据前面

的推导 ,采用两种方法进行估计 ,信号的分数阶 Fourier

变换的模平方方法和信号的α角度分数阶相关函数方

法.采用 500次的Monte Carlo 仿真 ,得到的这两种分数

阶功率谱估计的仿真见图 2和图 3 .

从仿真结果可以看出 ,两种分数阶功率谱估计的方

法都可以有效地估计出 chirp 信号的参数.而采用分数

阶功率谱估计的相关函数方法 ,由于可以对相关函数加

窗然后做分数阶 Fourier变换 ,所以应用起来更加灵活.

仿真 2 :分数阶系统辨识

观测信号 �η( t)由分数阶 Fourier域滤波器输出η( t)

和加性高斯白噪声 v ( t)构成 :

�η( t) =η( t) + v ( t) (30)

这里需要辨识的分数阶系统由α= 0128π的分数阶

Fourier域滤波器转移函数表征 ,分数阶 Fourier域滤波器

的激励信号为和观测噪声 v ( t ) 统计独立的白噪声
ξ( t) .转移函数 H( u)的估计利用式 (21) ,有 :

H( u) =
P
α
�ηξ( u)

P
α
ξξ( u)

(31)

图 4为分数阶 Fourier域转移函数辨识结果的信噪比相

对于输出观测噪声信噪比的均值曲线 ,共进行了 500次

仿真.作为一个例子 ,图 5 显示了所采用的真实分数阶

Fourier域系统函数和估计出的分数阶 Fourier 域系统函

数曲线 ,信噪比为 10dB.
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　　从仿真结果可以看出 ,利用分数阶 Fourier 域滤波

器的输入输出关系 ,可以很好地估计出分数阶 Fourier

域滤波器的系统函数.

5　结论

　　本文定义了针对随机信号的分数阶相关函数和分

数阶功率谱 ,并得到了它们之间的关系.接着推导了分

数阶 Fourier域滤波器的输入输出分数阶功率谱关系.

研究表明 ,尽管分数阶 Fourier 域滤波器是线性时不变

操作 ,其输入输出分数阶功率谱关系依然保持着简单

的关系.仿真证明了理论推导 ,并表明分数阶功率谱估

计可以用于 chirp信号的检测和估计 ,以及分数阶系统

辨识.
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