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� � 摘 � 要: � 研究一类时滞 Hopfield 神经网络系统的平衡状态全局指数稳定性. 在放宽对激励函数的可微性与单调

性要求的前提下,利用矩阵理论构造适当的李雅普诺夫泛函,得到系统全局指数稳定的充分条件.
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Abstract: � The existence of the equilibuium and the global exponential stability of delayed Hopfield neural network models are

studied. Without assuming the monotonicity and differentiability of the activation functions, by utilizing matrix theory, Liapunov func�
tionals are constructed and employed to establish sufficient conditions for global exponential stability independen of the delays.
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1 � 引言
� � 随着神经网络在复杂系统控制 ,信号和图像处理及各种

优化计算上的应用前景日益明朗, 神经网络方面的研究越来

越受到重视.Hopfield 神经网络是美国生物物理学家 Hopfield

教授于 1982年提出的一种神经网络模型. 其两个主要应用是

联想记忆和最优化计算[1] .在电子网络中, 由于信号的有限传

递速度,使得网络在消息传递中存在时间滞后, 这一时间滞后

使得系统具有更为复杂的动力学行为, 并且可能影响到系统

的稳定性.由于在许多应用中, 信息的传递等一般都要求处于

一个较为稳定的状态,因而对神经网络系统的稳定性分析具

有较大意义.对神经网络系统稳定性的研究已有许多工作发

表.文献[ 2]通过寻找适当的正定矩阵 P研究了时滞系统的全

局稳定性;文献[ 3- 5]研究了各种神经网络系统平衡点的存

在性和全局稳定性, 一般要求激活函数为单调且有界; 文献

[ 6]研究了具有有界非单调激活函数的 Hopfield 神经网络的

平衡点的存在性和全局稳定性; 文献[ 7]、[ 8]利用 M 矩阵理

论研究了时滞 Hopfield 系统的全局稳定性; 但对于时滞系统

的全局指数稳定性的研究,文献[ 1- 8]都没有涉及. 文献 [ 9]

利用推广的 Halanay 时滞微分不等式和 Liapunov 函数研究了

具有可变时滞的Hopfield型神经网络的平衡状态的全局指数

稳定性;文献[ 10- 11]研究了一类时滞系统的全局指数稳定

性,但给出的稳定性判据较为复杂, 而且不是显式. 本文采用

文献[ 2、7、8]的神经网络时滞系统,并且放宽了对激励函数的

可微性与单调性的要求, 利用矩阵理论构造适当的 Liapunov

泛函, 得到了时滞 Hopfield 神经网络系统全局指数稳定的充

分条件.

2 � 模型描述

� � 考虑以下系统

du i( t )

dt
= - biu i( t )+ �

n

j = 1

aijgj ( uj ( t- �ij ) ) + J i

( i = 1,  , n) � (1)

其中: bi> 0, a ij为权系数, �ij !0( i , j = 1,  , n) . 系数 (1)的初

始值为 u i( s ) = �i( s ) , s ∀ [ - �, 0] , 其中

�= max
1 # i, j # n

�ij , �i ∀ ( [ - �, 0] , R) , i= 1,  , n

文中定义: ∃�- u* ∃= { �
n

i= 1

[ max
t ∀ ( - �,0)

( ui ( t) - u*
i ) ]

2} 1/ 2.

2�1� 模型假设
( % )对于 j ∀ {1,  , n} , g j : R & R 为具有Lipschitz常数 Lj

的全局 Lipschitz函数, 即

| gj ( uj )- gj ( vj ) | # L j | uj - v j |

( ∋ )对于 j ∀ {1,  , n} , | g j( x ) | # Mj , x ∀ R , Mj > 0.

将系统写为矩阵形式

du( t )
dt

= - Bu( t)+ Ag ( u( t- �) ) + J (2)

其中: u= ( u1 ,  , un ) T , B = diag ( b1 ,  , bn ) , 关联矩阵 A =
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( aij ) n ( n, J= ( J 1,  , J n) T , 非线性激活函数 g ( u ( t - �) ) =

( g j( uj) ( t- �ij ) ) ) n ( n,

记: | A | = ( | aij | ) n ( n , L= diag( L1 , L 2,  , Ln ) .

2�2 � 定义及引理
定义 1[ 7] � 一个实矩阵 A = ( aij ) n ( n称为M 矩阵, 若下列

条件成立:

(1) a ii> 0( i = 1, 2,  , n) , aij # 0( i, j= 1, 2,  , n, i) j )

(2)  i= det

a11  a1i

! !

a i1  a ii

> 0� ( i = 1, 2,  , n)

定义 2 � 对于系统(2)的平衡点 u* , 如果存在常数 ∀> 0

及 Q!1,使得系统满足下面不等式[ �
n

i= 1

( u i( t) - u*
i )

2 ] 1/ 2 #

Q ∃�- u* ∃ e- ∀t ,则称平衡点 u* 为全局指数稳定.

引理 1[ 7] � 对于 A 矩阵,以下陈述等价

(1)矩阵 A 是M 矩阵 ;

(2) a ii> 0( i = 1, 2,  , n) , aij # 0( i, j= 1, 2,  n, i ) j ) ,矩
阵- A为稳定矩阵,即- A 的所有特征根具有负实部;

(3) a ii> 0( i= 1, 2,  , n) , a ij # 0( i, j = 1, 2,  , n, i) j ) ,

且存在一组常数 #i> 0(或 ∃i> 0) , 使 �
n

j = 1

#jaij > 0( i= 1, 2,  ,

n) (或 �
n

i= 1

∃iaij> 0( j= 1, 2,  , n) )

引理 2[ 7] .假设条件 ( % )和 ( ∋ )成立, �ij ! 0( i, j = 1, 2,

 , n) .如果 %= BL- 1- | A | 是一个 M 矩阵,则对任意输入 J ,

系统(1)有唯一平衡点 u* , 且该平衡点为全局渐近稳定的.

3 � 两个定理及证明
� � 定理 1 � 假设条件( % )和 ( ∋ )成立, �ij ! 0( i, j = 1,  ,

n) .如果 %= BL - 1- | A | 是一个 M 矩阵, 则对任意输入 J , 系

统(1)有唯一平衡点 u* ,且该平衡点为全局指数稳定的.

证明 � 由引理 2 我们可得到该系统有唯一的平衡点 u* .

下面证明 u* 为全局指数稳定的. 令 x ( t )= u( t ) - u* ,则系

统(1)成立

dx i( t)

dt
= - bixi ( t) + �

n

j = 1

aijf j ( xj ( t- �ij ) )

( i= 1, 2,  , n) � (3)
其中: f j( xj )= gj ( xj+ u*

j )- gj ( u
*
j ) � ( j = 1, 2,  , n) .

这样, 系统(1)的平衡点为全局指数稳定的充要条件为系

统(3)的零解为全局指数稳定.

由于 %= BL - 1- | A |为 M 矩阵, 由引理 1 知存在一组常

数 #i> 0, 使

#i
- bi
L i

+ | aii| + �
n

j = 1
j ) i

#j | aj i| < 0� ( i= 1, 2,  , n)

即

- #ibi+ �
n

j = 1

#j | aj i| L i< 0 � ( i= 1, 2,  , n) (4)

因而我们可以找到一个小的常数 ∀> 0,满足

#i( - bi+ ∀) + �
n

j = 1

#j | aj i| L ie
∀� # 0 � ( i= 1, 2,  , n) (5)

构造以下形式的 Liapunov泛函

V( x ) ( t) = �
n

i= 1

#i | x i| e
∀t+ �

n

j = 1

Lj | a ij |∗
t

t- �
ij

| x j( s ) | e
∀( s+ �

ij
) ds

(6)

沿系统( 3)的轨线对式( 6)求 Dini导数

� � D + ( x ) ( t)= �
n

i= 1

#i sgnx i
dxi

dt
e∀t+ ∀| x i| e

∀t+ �
n

j = 1

Lj | a ij | [ | xj ( t ) | e
∀( t+ �

ij
) - | x j( t - �ij) | e

∀t]

= e∀t �
n

i= 1

#i { sgnxi [ - bix i( t)+ �
n

j = 1

a ijf j( xj ( t- �ij ) ) ] + ∀| x i| + �
n

j = 1

Lj | a ij | [ | xj ( t) | e
�
ij - | x j( t - �ij) | ] }

# e∀t �
n

i= 1

#i {- bi | x i| + �
n

j = 1

| a ij | | f j ( xj ( t- �ij ) ) | + ∀| xi | + �
n

j = 1

L j | aij | | xj ( t ) | e
∀�- �

n

j = 1

L j | aij | | x j( t - �ij) | }

# e∀t �
n

i= 1

#i {- bi | x i| + �
n

j = 1

| a ij | L j | xj ( t- �ij ) | + ∀| x i | + �
n

j = 1

L j | aij | | xj ( t) | e
∀�- �

n

j = 1

L j | aij | | x j( t - �ij) | }

= e∀t �
n

i= 1

#i {- bi | x i| + ∀| xi | + �
n

j = 1

L j | aij | | xj ( t ) | e
∀�} = e∀t �

n

i= 1

{ ( - bi+ ∀)#i+ �
n

j = 1

| aj i| L i#je
∀�} | xi | # 0

所以有

V( x ) ( t) # V(0) , t!0

因为

e
∀t
( min
1  i n

#i ) �
n

i= 1

| x i| # V ( x ) ( t ) # V( 0) (7)

而

V( 0) = �
n

i= 1

#i{ | x i (0) | + �
n

j = 1

Lj | aij |∗
0

- �
ij

| xj ( s ) | e
∀( s+ �

ij
) ds}

# �
n

i= 1

#i{ | ui( 0) - u *
i | + �

n

j = 1

Lj | aij | e
∀�∗

0

- �
ij

| uj ( s) - u *
j | ds }

# �
n

i= 1

#i{ max
t ∀ (- �,0)

| �i( t )- u*
i | + �

n

j = 1

Lj | aij | e
∀��( max

t ∀ (- �,0)
| �j ( t )- u *

j | )}

 ( max
1  i  n

#i) { �
n

i= 1

max
t ∀ ( - �, 0)

| �i( t ) - u *
i |

+ �e∀��
n

i= 1

( max
1# i # n, 1# j # n

(#iLj | aij | ) ) �
n

j = 1

max
t ∀ (- �,0)

| �j ( t ) - u*
j | }

令

Q 1=
max
1  i  n

#i

min
1  i  n

#i
+

�e∀� �
n

i= 1

( max
1 i  n,1# j # n

(#iLj | a ij | ) )

min
1 i  n

#i

由式(7)得
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�
n

i= 1

| ui ( t) - u
*
i | # Q1 �

n

i= 1

( max
t ∀ ( - �, 0)

| �i ( t) - u
*
i | ) e

- ∀t
(8)

式(8)两边平方再开方得

[ �
n

i= 1

( ui ( t)- u*
i )

2] 1/ 2 # [ ( �
n

i= 1

| ui ( t)- u*
i | ) 2]1/ 2

# Q1e
- ∀t{ n �

n

i= 1

[ max
t ∀ (- �,0)

(�i( t)- u*
i ) ]

2} 1/ 2

# Qe- ∀t { �
n

i= 1

[ max
t ∀ (- �,0)

(�i( t)- u*
i ) ]

2} 1/ 2

 Q∃�- u* ∃ e- ∀t (9)

式( 9)中 Q= n1/ 2+Q 1为!1 的常数, 由定义 2知 u* 为全局指

数稳定.得证.

定理 1利用 M 矩阵得到了系统(1)的显式指数稳定性判

据,若将这一定理应用于文献 [ 9]的系统, 可得到全局指数稳

定的显式判据,该判据比文献 [ 9]的非显式判据更易于应用.

若取微小常数 ∀= 0,则得到系统(1)的全局渐近稳定, 该定理

推广了文献[ 7]的结果.

定理 2 � 假设条件( % )和( ∋ ) 成立, �ij = �!0( i, j = 1,

 , n) . 如果存在一个正定对称矩阵 P 及正对角阵D,使得 H

= - (PB+ BP )+ PAD 2ATP + LTD - 2L < 0,则对任意输入 J ,系

统(1)的矩阵表达式(2)的平衡点 u* 为全局指数稳定的 .

证明 � 令 x ( t )= u( t )- u* , 则系统(2)成为

dx ( t)
dt

= - Bx ( t) + Af ( x ( t - �) ) (10)

其中: f ( x ) = g ( x + u* ) - g ( u* ) . 这样, 系统 (2)的平衡点

u* 为全局指数稳定的充要条件为系统( 10)的零解为全局指

数稳定.

因为存在H = - ( PB+ BP ) + PAD 2ATP + LTD- 2L < 0 这

一条件,所以我们总能找到某一小的常数 ∀> 0,使得

H 1= - (PB+ BP )+ ∀+P+ PAD 2ATP + LTD - 2Le∀� # 0.

构造以下形式的 Liapunov泛函

V( x ) ( t )= x
T
( t) Px ( t) e

∀t
+∗

t

t- �
g
T
( x ( s ) )D

- 2
g(x ( s) ) e

∀( s + �)
ds

(11)

沿系统(10)的轨线对式(11)求 Dini导数

D
+
V( x ) ( t) = 2x

T
( t) P[ - Bx ( t )+ Ag( x ( t - �) ) ] e

∀t

� + ∀+xT ( t) Px ( t ) e∀t+ gT( x ( t ) ) D - 2g (x ( t) )

� + e∀( t+ �) - gT ( x ( t- �) ) D - 2g( x ( t- �) ) e∀t

= e∀t [ - xT ( t) ( PB+ BP ) x ( t) + ∀+x T( t) Px ( t )+
� gT ( x ( t) )D - 2g( x ( t) ) e∀�- gT( x ( t - �) )D - 2

� + g( x ( t- �) ) + 2xT( t) PAg (x ( t- �) ) ] (12)

由于

- gT ( x ( t- �) ) D - 2g (x ( t- �) )+ 2xT( t )PAg( x ( t - �) )

= - [ D - 1g (x ( t- �) )- DATPx ( t ) ] T+[ D - 1g( x ( t- �) )

� - DA TPx ( t) ] + xT( t ) PAD 2ATPx ( t )

所以

� - gT ( x ( t- �) ) D - 2g( x ( t - �) )+ 2x T( t) PAg( x ( t - �) )

� � � � � # xT( t) PAD 2ATPx ( t) (13)

将式(13)代入式(12) ,得到

D + V( x ) ( t) # e∀t [ - xT ( t) ( PB+ BP ) x ( t) + ∀+x T( t) Px ( t )

� + xT( t ) LTD - 2Lx ( t) e∀�+ x T( t) PAD2ATPx ( t ) ]

= e∀txT( t)Hx ( t ) # 0

其中 H 1= - ( PB+ BP )+ ∀+P + PAD 2ATP+ LTD - 2Le∀�# 0

所以有

V( x ) ( t) # V (0) , t!0 (14)

令 min( &p )为矩阵 P 的最小特征值,可得到

min(&p) x
T ( t) x ( t) e∀t # xT ( t) Px ( t ) e∀t # V( x ) ( t) # V (0) (15)

因为

V( 0)= xT( 0) Px (0) +∗
0

- �
gT ( x ( s ) ) D - 2g (x ( s) ) e∀( s+ �) ds

# max( &p ) �
n

i= 1

x
2
i (0) + e

∀�∗
0

- ��
n

i= 1

L2
i

d
2
i

x
2
i( s ) ds

# max( &p ) �
n

i= 1

x
2
i (0) + e

∀� �
n

i= 1

( max
1 i  n

L2
i

d2
i

)∗
0

- � �
n

i= 1

x
2
i( s ) ds

# [max( &p ) + �e
∀��

n

i= 1

( max
1  i  n

L 2
i

d2
i

) �
n

i= 1

[ max
t ∀ ( - �,0)

( �i( t )

� - u*
i ) ]

2 (16)

其中 max( &p )表示矩阵 P 的最大特征值.由式(15) , (16)可得

�
n

i= 1

x 2
i ( t) e

∀t # max( &p ) + �e∀��
n

i= 1

( max
1  i  n

L 2
i

d2
i

) /min( &p )

+ �
n

i= 1

[ max
t ∀ (- �,0)

( �i( t )- u*
i ) ]

2

上式两边开方可得

( �
n

i= 1

( u i( t )- u*
i )

2) 1/ 2 # Q∃�- u* ∃ e- ∀t /2 (17)

其中 Q= max( &p ) + �e∀��
n

i= 1

( max
1  i  n

L 2
i

d 2
i

/min(&p)

式(17)中有 Q!1, 由定义 2 知系统平衡为全局指数稳定. 得

证.

当取微小常数 ∀= 0 时,便得到系统( 2)的全局渐近稳定,

定理 2 即为参考文献[ 2]中的定理 1. 从而该定理推广了文献

[ 2]的结果.

4 � 实际算法

� � 下面我们举例说明定理 1 与定理 2 是互不包含的.事实

上, 我们可以证明,当关联矩阵 A 的所有元素为非负时, 定理

1 是系统(1)存在平衡点且为全局指数稳定的充分必要条件.

但是当关联矩阵的元素不全为正时, 定理 1 不一定比定理 2

好. 下面举一例说明.

考虑如下系统:

u+ 1

u+ 2
= -

1 0

0 1

u1

u2

+

1
2

-
1
2

1
2

1
2

sin(
1

3
u1( t - �) ) +

1

3
u1( t - �)

sin(
1

3
u2( t - �) ) +

1

3
u2( t - �)

+
J 1

J 2

(18)

其中激活函数为 gj ( x )= sin(
1

3
x ) +

1

3
x , 满足假设条件( % )
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且有 L j=
2

3
, j = 1, 2, 因而有

%= BL - 1- | A | =
( 3- 1) / 2 - 1/ 2

- 1/ 2 ( 3- 1) / 2

由于这里 %不是M 矩阵, 定理 1 不适用这一系统, 而对

于定理 2,若令对称正定矩阵 P 以及正对角阵D 为如下形式

P =
4 0

0 4
, D=

1 0

0 1

则有

� � � � � H 1 = - ( PB+ BP) + PAD2A TP+ LTD - 2L

=
- 6+ 4/ 3 0

0 - 6+ 4/ 3
(19)

从式(19)中容易看出, H 1 的一阶顺序主子式  1= - 14/ 3

< 0,二阶顺序主子式  2= 196/ 9> 0, 所以 H 1< 0,为负定. 由

定理 2知系统是全局指数稳定的.

5 � 结束语

� � 本文在不要求激励函数的可微性与单调性的前提下, 利

用 M 矩阵理论, 通过构造适当的李雅普诺夫泛函, 得到了时

滞Hopfield神经网络系统全局指数稳定的显示充分条件, 这

一显式条件便于工程应用. 并且构造另一适当的李雅普诺夫

泛函, 也找到了这一时滞系统的全局指数稳定性条件. 另外,

由于放宽了对非线性激励函数的限制, 使得在构造网络时对

激励函数有更多的选择余地.
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