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基于特征分析和二次规划的窄带

信号超分辨率频率估计

葛凤翔
,

万 群
,

刘申建
,

彭应宁
清华大学电子工程系高速信号处理和网络传输研究所

,

北京 以 〕

摘 要 本文研究了窄带信号的超分辨率频率估计 在单次实验数据和信号包络函数形式未知的条件下
,

通过

推广应用于分布源 估计的特征分析方法
,

并利用最优化理论中的二次规划算法
,

提出了一种窄带信号的超分辨

率频率估计方法
,

本文称之为 方法 通过仿真分析
,

将该方法和其它方法进行了比较
,

同时还将估计结果的均方

误差 亚 的数值仿真结果和克拉美 一 罗界 作了比较
,

都表明本文提出的方法有效实现了窄带信号的超分辨率

频率估计
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引言

在雷达
、

声纳
、

通信
、

定位
、

生物医学工程等广泛领域
,

大

家对估计下列数学模型中信号的频率参数 大一直非常感兴

趣

艺几
, ‘ ‘ 护吟 , ‘

其中 表示信号分量 的数 目
, 。‘ 为低通

包络
,

一般由多 卜勒频率扩展造成
,

是一高斯平稳随机过程
是一加性白高斯噪声

,

均值为 。
,

方差为 武
。 等川运用常

规 算法
,

在假定低通包络函数变化非常缓慢的条件下

实现了多 卜勒频率关估计 段 等川指出
,

在低通包络函数
‘ 变化非常缓慢的条件下

,

常规子空间基的特征分析方

法
,

如 和 璐
,

算法性能下降较小 但在变化不是非

常缓慢时
,

上述方法的性能将随包络变化加剧而急剧恶化
,

从

而需要通过模型修正来考虑这种 由于包络起伏所带来的影

响
,

以改善估计性能 之后他们提出了基于非线性最小二乘

巧 的窄带信号频率估计方法川一些基于 模型
、

高

阴普和周期统计 的窄带信号 频 率估计方 法也 相 继 被提
出〔

一“〕然而
,

上述这些方法一般都只适合于单信号分量条件

下 即 的频率估计

实际上
,

式 中的低通包络函数 。
‘

即反映了信号的

频谱扩展 正如空间信号处理中的分布源川
,

这里的频率扩展

可以看成是时间域上的分布式频率 通过推广空间域分布源

的 估计方法
,

有望实现窄带信号的频率估计 在分布源

的 以 估计中川
,

一般都假定包络形式已知
,

并且能够实现

多次快拍 实验数据 但在窄带信号频率估计中
,

由于式 中

的低通包络函数
‘

典型的是由多 卜勒频率扩展造成
,

因此

分布源 估计中的上述两个假设条件一般都不能成立
,

需
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要发展新的有效的方法来实现超分辨率的带信号频率估计

本文通过推广空间信号处理中分布源的 〕 估计方法
,

并进一步利用单次快拍技术和最优化理论中常用的二次规划

算法
,

在第 部分给出了低通包络函数 形式未知条件下

的窄带信号的超分辨率频率估计方法
,

本文称之为

玩 邵班 ‘ 方法 在第 部分将该方法

和 巧 方法
、

常规 方法做了仿真 比较
,

相应估计结果

均方误差 和 的数值仿真结果也一并给出 仿真结

果表明
,

本文提出的方法能够有效实现窄带信号的超分辨率

频率估计

方法

为便于比较
,

本文我们使用由 和 在文献 「〕

中给出的窄带信号数学模型 式 来进行频率估计方法

的讨论
, ,

艺几
,八 。 护喊

, , , ,

⋯
,

、 一

其中 ‘是一个复值随机幅度
,

月, 是一实值
一

低

通包络函数
,

典型的是 由多 卜勒频率扩展造成 为观测信

号长度 为了更清晰而简洁地说明本文提出的窄带信号超分

辨率频率估计方法
,

我们这里假定 召 的理论功率谱有且

只有一个谱峰 当然
,

若 角 存在二个或多个谱峰的话
,

我

们可以将其看作二个或多个窄带信号来进行考虑
,

即总的信

号分量的数 目 增加了 这时可将其中每一个谱峰所对应的

时域函数分别看作一个窄带信号分量的低通包络函数
,

通过

相应方法〔‘ 〕确定出信源数 目后
,

来完成相应的频率估计
,

并

不影响最终的频率估计方法本身 本文我们将假定信源数 目

已知
,

而只考虑窄带信号的频率估计问题 式 相应的矢

量形可以表示为

少 。
,
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⋯
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。
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宁
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⋯
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物 方
,

氨 」
二 〔 关 夕

,

夕
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⋯
,

踢 〕

关
,

氛 二 凤
,

风 产喊
,

⋯
,

风 一 沪喊
一 , 」

,

川
二 产哗

, 二 , ,

⋯
, 一 ,

是一个 阶对角矩

阵
,

找 〔且
,

风
,

⋯
,

凤 肛 一 」
,

, , , , ,

⋯
,

勘 」了
,

, ,

⋯
,

表示频率位置参数
,

誉表示分布参数
,

上标

表示矩阵或向量的转置

式 中表示的数学模型和相干分布源川 的数学模型非

常类似 结合第 部分中对式 中数学模型的假设
,

并假定

低通包络函数的形式已知
,

而只有相应的参数未知
,

则可以通

过特征分解
,

并利用下列定理川〔’
,

经相应 的多维参数搜索

来实现式 中窄带信号频率参数的估计

口才 二

其中 表示对应于观察矢量 的协方差矩阵 , 二 “

的噪声子空间 上标 表示 转置
, ·

表示数学期

望 将式 表示成参数估计的形式
,

即

然而
,

在窄带信号的频率估计中
,

低通包络函数由于其形

成原因
,

如由于 目标 自身的运动
,

或者其所在的随机性散射环

境等
,

我们一般不可能确切知道其函数形式 另外在这种场

合
,

由于相类似的原因
,

实现多次快拍 实验数据一般是不现

实的 因此必须发展新的方法 以实现在低通包络函数形式未

知
,

并且是单次实验数据条件下的窄带信号频率估计 同时方

法的超分辨率特性也是我们为实际应用所必须考虑的 下面

我们将基于特征分析和二次规划
,

给出一种被本文称作
】

的窄带信号超分辨率频率估计方法

首先
,

将观察矢量重新组合
,

生成下列新的矩阵
了 了 ⋯ 了 一 〕

】 了川 了 ⋯ 少 一 】

尸 一 尸 ⋯ 一 」

二 〔夕孤
,

少漏
,

⋯
,

夕么曲
,

⋯
,

焉
”

其中 尸

夕知
,

〔
, ,

⋯
, 尸 一 〕 二 , ,

⋯
,

对 一 尸

是第 个子向量
,

尸 是子向量的长度 则根据对式 和 中

数学模型的合理假设
,

用于后续特征分解的协方差矩阵酝
,

为
洲了 粼

, , , 、 。

标
二丽巧歹石

“ 五厂下石禽 ’淤场 , 一 回
在实际的应用场合

,

风 一般为低通包络函数
,

也即

汉 本身的相干性较强 在假定相干的条件下
,

基于子空间

基类方法的本质 「’‘
一 ’ 〕, 将式 中所示的参数估计方法近

似表示为

关
,

氛 二 哩卿 礁 分 氛 、呱 、 岁、 ‘
其中 声、 二 皇嘿。 月

,

月
,

⋯
,

月 尸 一 是实

值低通包络子向量
,

、 山 沪响 二 , ,

⋯
, 尸 一

是一个 尸 阶对角矩阵
,

是对应于 称
, 的噪声子空间 考

虑到 风 作为低通包络函数的实值特性
,

并由特征分析理论

中特征值和特征向量的性质仁’。
,

有

风 泞 氛 。‘公山 、 声、 右 〕

氛 奋 氯 、 豁 、 口、 芍 」

合 ,氦 , 氛 力 、呱 、 , ,“、 ‘ , 〕

口氛 泞 氛 氛 声、 泞川
氛 宁 仁氛 、‘公山 、 」尹曲 宁 〕

二 口氦 芍 。 声、 泞

且有

岁孤 宁 。 声、 泞 〕 声、 泞 〔

另外
,

将子向量经归一化处理后有艺二护、
‘

,

则式

中的参数估计问题转化为如下的约束最优化问题

关
,

氛 料 口氛 穿 。 口、 “

关
,

认 二 明 肥 尹
,

冬

乙 护、
二 ‘ 骨 峥

‘

声 〕 骨 尹汕 〕

其中
·

】表示 范数 其中 。 二 〔氛 瓮 」是一个非负定的
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矩阵
, ·

表示取一个复数 复向量或复矩阵 的实

部
, 二【

, ,

⋯
,

〕刃 式 中所表示的问题是一个典型的带
约束条件的二次规划问题 基于最优化理论和算法叫

,

我们首

先找到对应于每一个频率 处 声氛 泞 。 乡 勃 的最小

值
,

然后通过 比较不同频率 处相应的 , 值
,

就

可以估计出相应的频率位置参数关 上述过程用数学形式可

简单表示为

”一 黔 声氛 泞 。 、 ‘

犬 哪 倾 。
一

一
由于式 中对低通包络函数本身的约束不够

,

通过

仿真
,

我们发现 阴 二 关十石
, , , ,

⋯
,

拼 也

满足式 和
,

因此
,

在频率 。 。处出现了伪峰
·

其相应

的低通包络子向量为

几附 。,

,
。声

‘

加
。药

。

几。 卯 二 。 。拜

其中乡
‘

和拼分别是窄带信号频率参数关和石所对应的低通

包络子向量
,

加
。二 关一芳

,

芳 关 上述这种伪峰现象

在文献【 」中同样出现
,

这儿我们提供一种简单的解决方法

假如观察矢量满足

加
。
‘

尸 劝 芳一关
·

尸

虽然式 中的低通包络子向量仍可以通过归一化处理来近

似满足式 中的约束条件 争、 但它们将不可能满足

约束条件 口 〕
,

从而可 以有效去除在频率 处的伪

峰
,

仿真结果也证明了这一点 图 式 所提出的对观察

矢量的要求在实际问题中一般较易满足
,

即使该条件不满足
,

在许多情况下
,

式 和约束条件 夕 之间的矛盾也能保

证大大减少伪峰的数 目

性能应该是等效的 在多信号分量
、

单次实验数据条件下
,

为

了能够有效实现多信号分量的频率估计
,

一般会采用单次快

拍技术 以保证子空间基类方法的有效性
,

而由于式 中采

用相干假设的原因
,

将导致 方法的性能随低通包络函数

相干性减弱 即表现为低通包络起伏加大或功率谱展宽
,

对应

于本文下面仿真分析中的分布参数增大 而下降
,

但这种性能

的下降会由于 方法中采用了匹配于窄带信号的数学模

型而大大减弱 相应的数值仿真结果示于图 和图

在高信噪比和单信号分量的条件下
,

式 和 数学模

型中频率参数估计的 尺召「‘ 〕为

。。 。

七找廿 二 二 万不二万只
汉 、找

其中 八 表示观察矢量的信噪比
,

定义为 二 。‘

嵘
由式 可 以看出

,

方法可 以借助 下 算法来快速实现

频率估计 而本文提出的方法由于涉及特征分解和优化迭代

及搜索
,

和常规的基于特征分析的方法 如 常规 方

法 一样
,

运算量较大
,

因此快速算法是我们今后有效工程实

现该方法的努力方向 但是我们注意到本文提出的叨 方法
式 用噪声子空间 替代了从 频率估计方法中的直接

观察矢量
,

由于有效利用 了噪声子空间和信号子空间之间

的正交性
,

从而使窄带信号频率估计方法的分辨率得到了明

显的改善 图
,

实现了超分辨率频率估计

性能分析

和 提出的 频率估计方法是利用下式

去估计频率
,

岛 二 ,

翼
, ’八

“

,
,’

二

翼 尹
了 ·〔‘“ 伙 〕 “ ·

经化简后
,

有

仿真结果

为验证本文提出的 方法的性能
,

在单次实验数据
、

单信号分量的条件下
,

我们进行了 次 , 仿真试

验
,

估计器采用了单次快拍技术 针对不同的样本数 目
、

和分布参数
,

相应频率估计结果的均方误差 的数值仿

真结果分别示于图
、 、 ,

其它参数也已一并示于图中 同时

作为比较
,

据式 及其相应参数计算的 也已在图中一

并给出

钾 方法的分辨率优势以及和 璐 频率估计方法
、

常规

方法的仿真比较结果示于图 由图 可 以看出
,

方法有效避免了伪峰
,

且将两个分量的窄带信号的频率位置

关有效地分辨开
,

实现了窄带信号的超分辨率频率估计 而

入贷方法和常规 方法分别由于方法本身和模型失配的

赞 ⋯艺公少
一产协

常规的 方法是利用下面的表达式来进行频率估

计

关二 臀 了
’

其中 二 仁
,

沪衫
,

⋯
,

护识
一 ’ 由于当低通包络函数起

伏加大时
,

阵列流形 和噪声子空间 之间会因为模型

失配而基本不再正交
,

所以用式 去进行窄带信号的频率

估计
,

必然导致估计性能的恶化

通过分析式 和
,

并根据子空间基类统一框架的思

想 ’‘
一 ’ ,

我们可以确定 方法和 比 频率估计方法在单

信号分量
、

单次实验数据条件下
,

它们的渐近均方误差

石

丁护亡亡亡亡亡亡亡亡
———
一一一今 —— 日日

叫叫卜

图 不同样本数目条件

下的 五召 和 几么

,
二 ,

勃 二
,

丫尺
,

尸

图 不同 刀尺条件下

的 况召和 月乞

二 ,

右。 二

,

麟
, 二



第 期 葛凤翔 基于特征分析和二次规划的窄带信号超分辨率频率估计

,,︸、一‘
厂

原因
,

没能实现窄带信号的超分辨率的频率估计
,

且由此导致

了性能的恶化 在仿真中
,

我们采用如下功率谱为高斯型 钟

形 谱川 , 的低通包络函数
, 八 二 、
即 、 万千东 龟一 , 改

丫 汀影
‘

“
、 ,

其中 务表示分布参数
,

即对应于低通包络功率谱的标准方

差

习罗罗
———
川川川卜

刀 」

,﹃
,山内、一,

曰人‘‘盆‘丽 【

图 不同分布参数条件

下的 况召和 拐巧

二 ,

四 二 加
二 二

图 不同的窄带信号

频率估计方法
二 ,

伽 二
,

五 二
·

,

条
二 住 ,

八 二 , 二 ,

尸 二

〕

结论

本文研究了存在于广泛应用领域的窄带信号的超分辨率

频率估计 通过推广空间信号处理中分布源的 估计方

法
,

并将其应用于窄带信号的频率估计
,

在单次实验数据和信

号低通包络函数形式未知的条件下
,

进一步利用单次快拍技

术及最优化理论中带约束条件的二次规划理论和算法
,

提出

了一种基于特征分析和二次规划的窄带信号超分辨率频率估

计方法 有关性能的数值仿真结果以及和 的比较
,

方法和其他窄带信号频率估计器在超分辨率特性方面的比较

也已在文中给出
,

都表明本文提出的 方法有效实现了窄

带信号的超分辨率频率估计
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