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摘 要： 几乎所有多目标进化算法（ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＭＯＥＡ）都是针对 Ｐａｒｅｔｏ最优面
为均匀分布问题而言．然而现实中很多问题Ｐａｒｅｔｏ最优面是非均匀分布的，决策者希望得到一个与 Ｐａｒｅｔｏ最优面分布
类似的解集．现存算法并不能有效解决该问题．对此，提出一种针对于非均匀分布多目标优化问题的维护方法（ｎｏｎｕ
ｎｉｆｏｒｍｌｙｄｉｖｅｒｓｉｔｙｍａｉｎｔｅｎａｎｃｅｍｅｔｈｏｄ，ＮＵＤＭＭ）．该方法定义一个反映个体分布“规则”程度的指标———杂乱度，并设计一
种降低种群杂乱度的方法，在未知 Ｐａｒｅｔｏ最优面分布规律情况下有效剔除造成种群混乱的个体．通过与 ＮＳＧＡＩＩ和
ＳＰＥＡ２在不同维数下８个非均匀函数上对比实验，表明ＮＵＤＭＭ在有效保持问题真实分布的同时，具有良好的收敛性．
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１ 引言

现实世界的很多问题通常由多个目标组成，解决多

目标优化问题（ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍ，ＭＯＰ）
是很困难的．这些目标往往是互相冲突，它不同于单目
标优化问题（ｓｉｎｇｌｅｏｂｊｅｃｔｉｖｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍ，ＳＯＰ）那
样只有一个最优解，而是只能在相互冲突的目标间做出

折衷，得到一组非劣解集［１，２］．
近几十年来，越来越多的研究者将进化算法应用到

ＭＯＰ中．自８０年代中期，ＤａｖｉｄＳｃｈａｆｆｅｒ在他的博士论文
中第一次将进化算法应用于解多目标优化问题，提出了

向量评估遗传算法 ＶＥＧＡ［３］以来，ＭＯＥＡ的发展经历了

三个阶段，出现了大量有效的算法［４，２］．
在ＭＯＰ中，许多问题真实 Ｐａｒｅｔｏ最优边界（Ｔｒｕｅ

Ｐａｒｅｔｏｏｐｔｉｍａｌｆｒｏｎｔ，ＴｒｕｅＰＯＦ）可能很大，也可能包含无穷
多个解，列出所有这些解是不现实的，通常选择一组能

理想代表ＴｒｕｅＰＯＦ的子集（Ｐａｒｅｔｏｏｐｔｉｍａｌｆｒｏｎｔ，ＰＯＦ）作为
研究对象．在ＭＯＥＡ中，特别是进化后期非支配解集通
常要大于种群规模．这时，我们需要得到一组能代表整
个目标空间的有限非支配子集，供决策者选择．为此，研
究者们提出了很多有效策略．其中，Ｇｏｌｄｂｅｒｇ等［５］的适应
度共享技术是最早提出的分布性维护策略，Ｄｅｂ等［６］的
聚集距离，Ｃｏｒｎｅ等［７］的网格方法和 Ｚｉｔｚｌｅｒ等［８］的密度
估计为四种经典维护策略．
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然而，以上这些方法都是针对 ＰＯＦ为均匀分布问
题而言的，都是把得到一组均匀分布的解集作为基本

目标．事实上，现实中很多应用问题的 ＰＯＦ是非均匀分
布的，决策者对在目标空间中不同的区域的解有不同

的偏好，这就要求算法能得到一个与 ＰＯＦ分布类似的
解集．对此学者们也进行了一些相关研究：Ｆｏｎｓｅｃａ等［９］

于１９９５年首先提到了非均匀分布的概念；Ｄｅｂ等［１０］提
出了构造非均匀测试函数的方法，并构造了两个著名

的非均匀测试函数［１０，１１］；Ｐｅｄｅｒｓｅｎ等［１２］根据决策者的需
要把解集分布分为均匀和非均匀两种情况，但只讨论

了前者；Ｆｉｅｌｄｓｅｎｄ等［１３］较详细的分析了非均匀分布情
况，强调了决策者偏好的重要性．然而，这些研究未曾
涉及解决非均匀问题ＭＯＥＡ的设计．

之所以至今不存在解决非均匀分布问题的有效算

法，我们认为主要存在两方面困难：（Ｉ）非均匀问题 ＰＯＦ
分布的规律性难以确定；（ＩＩ）非均匀分布解集对搜索存
在一定的“阻碍”作用．另外，值得一提的是文献［１４］采
用一种带网格的小生境技术来保持问题真实分布，然

而，这种技术需要根据问题 ＰＯＦ分布人为设置疏密区
间．事实上问题ＰＯＦ通常是不可知的，设计非均匀问题
维护方法最主要的困难就是 ＰＯＦ分布的规律性难以掌
握，不同问题解集非均匀分布情况是不同的．

在本文中，我们首先分析经典 ＭＯＥＡｓ的分布性保
持策略不适用非均匀分布 ＭＯＰ的原因，然后定义一个
反映种群分布规则程度的指标———杂乱度，并提出一

种在未知Ｐａｒｅｔｏ最优面分布规律情况下用杂乱度进行
分布性维护的方法．最后选取并构造一些具有非均匀
分布的测试函数进行实验．

２ 分布性保持策略分析

分布性保持是 ＭＯＥＡ设计中一个非常重要的方
面．下面，我们简要地介绍几个典型的分布性保持策略
（适应度共享，网格，聚集距离，密度估计），并说明它们

不适应非均匀分布问题的原因．
适应度共享技术［５］是一种基于小生境的分布性保

持策略．它根据小生境内个体数目连续地更新适应度
共享函数，以获得非支配边界上良好的分布结果．网格
方法［７］通过等分每一个坐标轴将解空间均匀划分为若

干超立方体网格，进而剔除拥有个体最多的网格中的

个体，达到保持分布度的目的．聚集距离方法是由 Ｄｅｂ
等于２００２年提出的［６］．个体的聚集距离定义为与其在
每个子目标上相邻的两个个体的距离差之和，通过计

算种群中每个个体的聚集距离，构造一个偏序集，选择

聚集距离大的 Ｎ个个体进入下一代种群．基于密度的
维护方法是由Ｚｉｔｚｌｅｒ等提出的［８］，该方法采用剪切技术
对种群进行维护，依次选择距离最近的个体进行删除．

事实上，以上方法都是以维护非支配边界分布均

匀性为目的，都是针对 ＰＯＦ为均匀分布的测试问题而
言的．现在我们用 Ｄｅｂ的方法［１０］构造一个简单的最小
化问题，图１为规模８时其 ＰＯＦ分布情况．

ｆ１（Ｘ）＝ｘ１８１
ｆ２（Ｘ）＝ｇ（Ｘ２）（１－ｆ１（Ｘ）／ｇ（Ｘ２））
ｇ（Ｘ２）＝１＋ｘ

{
２

（１）

容易发现，该 ＭＯＰ真实 Ｐａｒｅｔｏ最优边界分布是不
均匀的，个体在 ｆ１上的值越接近１越稀疏．设图２为种
群进化到一定时期的非支配个体的分布情况，下面我

们分别用小生境，网格，聚集距离，基于密度的方法对

其进行维护．
图２中待维护个体

数目为 １０，设种群规模
为８．图 ３（ａ）～（ｄ）为 ４
种算法的种群维护结果．

图 ３（ａ），（ｂ）中的
维护方法需要参数的设

置，参数的不同，会导致

不同的分布结果．图 ３
（ａ），（ｃ）子图的维护方
法剔除了个体Ｂ，Ｅ；（ｂ），（ｄ）子
图的维护方法剔除了个体 Ｂ，
Ｈ．容易发现，虽然 ４种维护方
法得到的结果有所不同，但都

是试图剔除密集程度大的个

体，“努力”使种群分布均匀．然
而正是这种“均匀”破坏了问题

的真实分布．其实通过观察，我
们发现通常非均匀问题最优边界的分布并非杂乱无

章，而是隐含一定的“规则”．譬如，个体密集程度在目
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标空间慢慢变化（如式（１）的测试问题），或者在一部分
区域内密集，在另一部分区域内稀疏等等．下面，我们
就按这种隐含的“规则”对非均匀分布种群进行维护．

３ 解决非均匀问题的分布性维护方法

对于有一定分布规律的非均匀问题，在没有种群

维护方法的情况下，其解集分布通常会或多或少的表

现其偏好，如解集可能更多的分布在 Ｐａｒｅｔｏ面中密集的
区域．我们的方法就是利用问题的这种性质，选择群体
中与周围个体差异最大的个体进行维护．下面，我们定
义一个反映个体与其周围个体分布状况的指标———杂

乱度．
３１ 杂乱度

定义１ 杂乱度．对种群 Ｐ生成一棵欧氏最小生成
树（Ｅｕｃｌｉｄｅａｎｍｉｎｉｍｕｍｓｐａｎｎｉｎｇｔｒｅｅ，ＥＭＳＴ），对于 Ｐ的任
一个体ｉ，定义 ｉ杂乱度ｍｅｓｓｙｉ为：

ｍｅｓｓｙｉ＝ｌｉ－ｍａｘ／ｌｉ－ｍｉｎ－１／ｄｉ （２）

ＥＭＳＴ为权重为点之间的欧氏距离的最小生成树．
式（２）中 ｄｉ为个体ｉ在 ＥＭＳＴ中的度数；ｌｉ－ｍａｘ，ｌｉ－ｍｉｎ分别
为ＥＭＳＴ中连接 ｉ的最长边和最短边．个体杂乱度由边
长之比和个体度数两部分组成，边长之比越大，度数越

高，杂乱度越大．
由ＥＭＳＴ的贪婪性和连通性可知，ＥＭＳＴ中的边实

质是连接不同聚类之间的最短距离（单个个体也可以

看作为一个聚类），即种群由 ＥＭＳＴ中任意一边划分的
两个个体集（聚类）之间，不存在比该边更短的距离．这
样，ＥＭＳＴ中具有两个以上边的个体（即度数大于等于２
的个体）可以看作连接不同聚类的中间个体，边的长度

可以看作个体与聚类之间的距离．自然地，个体最大边
与最小边的比反映了个体与不同聚类之间距离的最大

差异，大的值表明了个体与周围不同聚类的“联系”参

差不齐，相对混乱．另外，对于 ＥＭＳＴ中度数为 １的个
体，它们的最大边与最小边相同．这些个体只与一个聚
类连接，没有反映个体与不同聚类之间联系的差异，我

们赋予它较小的杂乱度．此外，个体在 ＥＭＳＴ中的度数
也一定程度上反映了个体位置关系，通常边界个体具

有较低的度数，这样在边长之比相近但分布位置不同

的个体之间，边界个体具有更低的杂乱度．下面我们用
个体杂乱度对种群进行维护．
３．２ 种群维护

杂乱度是一个反映个体规则程度的相对概念．容
易发现，对杂乱度大的个体的淘汰不一定会使种群分

布更有规律，相反很大程度上会使周边个体杂乱度有

所增加．这里采用淘汰与最大杂乱度个体距离最近个
体的方法降低种群杂乱度．算法伪码如下：

算法１
参数设置．Ｑ：待维护非支配集；Ｎ：种群规模；ａ

［ｉ］：标示 ｉ是否已进入 ＥＭＳＴ，ａ［ｉ］＝１标示已进入，ａ
［ｉ］＝－１标示未进入；ｅｄｇｅ－ｍａｘ［ｉ］：连接个体 ｉ最大边
的边长；ｅｄｇｅ－ｍｉｎ［ｉ］：连接个体 ｉ最小边的边长；
ｍｉｎｉｎｄ－ｅｄｇｅ［ｉ］：与 ｉ组成连接个体 ｉ最小边的个体；
ｍｅｓｓｙ［ｉ］：个体 ｉ杂乱度；ｓｅｌ－ｉｎｄ：种群中拥有最大杂乱
度的个体．
ｗｈｉｌｅ｜Ｑ｜＞Ｎｄｏ
／／计算个体之间欧氏距离
ｆｏｒｅａｃｈｊｆｒｏｍ１ｔｏＮ
ｆｏｒｅａｃｈｋｆｒｏｍ１ｔｏＮ
ｉｆｊ！＝ｋ
Ｃ［ｊ］［ｋ］＝Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ（ｊ，ｋ）

ｅｎｄｉｆ
ｅｎｄｆｏｒ

ｅｎｄｆｏｒ
／／初始化赋值
ｆｏｒｅａｃｈｉｆｒｏｍ１ｔｏＮ
ａ［ｉ］＝－１
ｅｄｇｅ－ｍａｘ［ｉ］＝０
ｅｄｇｅ－ｍｉｎ［ｉ］＝ＩＮＦ
ｄｅｇｒｅｅ［ｉ］＝０
ｍｉｎｉｎｄ－ｅｄｇｅ［ｉ］＝ＮＵＬＬ

ｅｎｄｆｏｒ
／／记录最大边、最小边以及个体度数
ａ［１］＝１
ｆｉｎｄｍｉｎ（） ／ ｆｉｎｄｈ，ｗｈｅｒｅＣ［１］［ｈ］ｉｓｍｉｎｉｍｕｍ

＆＆ａ［ｈ］＝－１／
ａ［ｈ］＝１
ｒｅｎｅｗ（１） ／ ｒｅｎｅｗｅｄｇｅ－ｍａｘ［１］，ｅｄｇｅ－ｍｉｎ［１］，

ｄｅｇｒｅｅ［１］ａｎｄｍｉｎｉｎｄ－ｅｄｇｅ［１］／
ｒｅｎｅｗ（ｈ）
ｆｏｒｅａｃｈｉｆｒｏｍ３ｔｏＮ
ｆｉｎｄｍｉｎ（） ／ ｆｉｎｄｊａｎｄｋ，ｗｈｅｒｅＣ［ｊ］［ｋ］ｉｓｔｈｅ

ｍｉｎｉｍｕｍ＆＆ａ［ｊ］＝１，ａ［ｋ］＝－１
／

ａ［ｋ］＝１
ｒｅｎｅｗ（ｊ）
ｒｅｎｅｗ（ｋ）

ｅｎｄｆｏｒ
／／计算并找出杂乱度最大个体
ｍａｘ－ｍｅｓｓｙ＝０
ｆｏｒｅａｃｈｉｆｒｏｍ１ｔｏＮ
ｉｆｅｄｇｅ－ｍｉｎ［ｉ］！＝０
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表１ 实验测试函数

测试

问题
目标函数 约束条件及特征

ＮＵＦ１

ｆ１（Ｘ）＝１－ｅｘｐ（－４ｘｉ）ｓｉｎ６（６πｘ１）

ｆ２（Ｘ）＝ｇ（１－（ｆ１／ｇ）２）

ｇ（Ｘ）＝１＋９（（∑
ｍ

ｉ＝２
ｘｉ／（ｍ－１））０２５）

ｍ＝１０，０≤ｘｉ≤１

ＰＯＦ凹 连续 较难收敛

ＮＵＦ２

ｆ１（Ｘ）＝∑
ｎ－１

ｉ＝１
（－１０ｅ（－０２） ｘ２ｉ＋ｘ

２
ｉ槡 ＋１），

ｆ２（Ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
（ ｘｉ ０８＋５ｓｉｎ（ｘｉ）３）

－５≤ｘｉ≤５；

ｉ＝１，２，３
ＰＯＦ非连续 较易收敛

ＮＵＦ３
ｆ１（Ｘ）＝１－ｅｘｐ（－４ｘ１）ｓｉｎ６（４πｘ１）

ｆ２（Ｘ）＝ｇ（Ｘ）（１－（ｆ１／ｇ（Ｘ））４）

ｇ（Ｘ）＝１＋１０ｘ２

ｍ＝２，０≤ｘｉ≤１

ＰＯＦ凹 连续 较易收敛

ＮＵＦ４
ｆ１（Ｘ）＝ｘ２１＋ｘ２２
ｆ２（Ｘ）＝ｇ（Ｘ）（１－（ｆ１／ｇ（Ｘ））０５）

ｇ（Ｘ）＝１＋１０ｘ２

ｍ＝３，０≤ｘｉ≤１

ＰＯＦ凸 连续 易收敛

ＮＵＦ５

ｆ１（Ｘ）＝１－ｅｘｐ（－２ｘｉ）ｓｉｎ４（２πｘ１）

ｆ２（Ｘ）＝ｇ（１－（ｆ１／ｇ）０５－（ｆ１／ｇ）ｓｉｎ（１０πｆ１））

ｇ（Ｘ）＝１＋９（∑
ｍ

ｉ＝２
ｘｉ／（ｍ－１））

ｍ＝３０，０≤ｘｉ≤１

ＰＯＦ非连续 较难收敛

ＮＵＦ６

ｆ１（Ｘ）＝１－ｘ２１
ｆ２（Ｘ）＝１－ｘ４１
ｆ３（Ｘ）＝ｇ（Ｘ）（１－（ｆ１／ｇ（Ｘ））４－（ｆ２／ｇ（Ｘ））２）

ｇ（Ｘ）＝１＋１０ｘ２

ｍ＝２，０≤ｘｉ≤１

ＰＯＦ凹 连续 较易收敛

ＮＵＦ７

ｆ１（Ｘ）＝１－ｘ３１
ｆ２（Ｘ）＝１－ｘ３２
ｆ３（Ｘ）＝ｇ（１－（ｆ１／ｇ）０５－（ｆ２／ｇ）２）

ｇ（Ｘ）＝１＋９（∑
ｍ

ｉ＝３
ｘｉ／（ｍ－１））

ｍ＝３０，０≤ｘｉ≤１

ＰＯＦ连续 难收敛

ＮＵＦ８

ｆ１（Ｘ）＝（１＋ｇ（Ｘ））ｃｏｓｘα１π／( )２…

ｃｏｓｘαＭ－２π／( )２ ｃｏｓｘαＭ－１π／( )２

ｆ２（Ｘ）＝（１＋ｇ（Ｘ））ｃｏｓｘα１π／( )２…

ｃｏｓｘαＭ－２π／( )２ ｓｉｎ（ｘαＭ－１π／２）

……

ｆＭ（Ｘ）＝（１＋ｇ（Ｘ））ｓｉｎ ｘα１π／( )２

ｇ（Ｘ）＝∑ｘｉ∈ＸＭ
ｘｉ( )－０５ ２

ｎ＝１０，Ｍ＝３，α＝１００≤ｘｉ≤１

ＰＯＦ凹 较易收敛

ｍｅｓｓｙ［ｉ］＝ｅｄｇｅ－ｍａｘ［ｉ］／ｅｄｇｅ－ｍｉｎ
［ｉ］－１／ｄｅｇｒｅｅ［ｉ］

ｅｌｓｅ
ｍｅｓｓｙ［ｉ］＝ＩＮＦ

ｅｎｄｉｆ
ｉｆｍａｘ－ｍｅｓｓｙ＜ｍｅｓｓｙ［ｉ］
ｍａｘ－ｍｅｓｓｙ＝ｍｅｓｓｙ［ｉ］
ｓｅｌ－ｉｎｄ＝ｉ

ｅｎｄｉｆ
ｅｎｄｆｏｒ
／／删除与最大杂乱度距离最近个体
ｄｅｌｅｔｅ（ｍｉｎｉｎｄ－ｅｄｇｅ［ｓｅｌ－ｉｎｄ］）
｜Ｑ｜＝｜Ｑ｜－１

ｅｎｄｗｈｉｌｅ
算法１中算子 ｒｅｎｅｗ（）是根据新进入

ＥＭＳＴ的边调整个体在 ＥＭＳＴ中属性的函
数．另外，由 ＥＭＳＴ贪心性可知，最近个体
组成的边都在 ＥＭＳＴ中，因此在找出与 ｉ
最近个体（即调整 ｍｉｎｉｎｄ－ｅｄｇｅ［ｉ］）时，只
需比较 ｅｄｇｅ－ｍｉｎ［ｉ］与新加入边的边长．
在计算个体杂乱度时，ｅｄｇｅ－ｍｉｎ［ｉ］＝０表
明个体 ｉ为重复个体，赋予最大杂乱度，
算法１将首先淘汰与其重复的个体．下面
我们用算法１对上节中的例子进行维护．

图４（ａ）～（ｃ）为种群维护实例．图 ４
（ａ）中，对种群生成 ＥＭＳＴ并找出最大杂
乱度个体Ｇ（ｍｅｓｓｙ［Ｇ］＝｜ＦＧ｜／｜ＧＨ｜－１／
２）．因此，与个体Ｇ最近的个体 Ｈ被淘汰．
重复以上过程，继续找出最大杂乱度个体

Ｆ，则个体 Ｅ被淘汰．图４（ｃ）为最终维护
结果，可以发现由左上至右下密度逐渐变

小，个体分布具有很好的规则性．此外，我
们发现在三维或更高维数问题中，位于非

支配集内部度数较高的个体常拥有较大

的杂乱度，这可能是由于这些个体和周围

联系比较紧密，对周围不同密度个体集的

连接起着中间桥梁的作用，这样的个体是

非常重要的．而距离他们最近的个体通常
度数较低，与周围其它个体联系并不紧

密，一定程度上造成了种群分布的不规

则，算法１将首先剔除这类个体．

４ 实验设计与结果

４．１ 实验参数设置

为检验ＮＵＤＭＭ对非均匀问题的有效
性，我们与两个著名ＭＯＥＡｓ（ＳＰＥＡ２，ＮＳＧＡ
ＩＩ）进行比较实验．我们选取８个非均匀分

４ 电 子 学 报 ２０１１年



布测试函数．如表１所示，ＮＵＦ１至 ＮＵＦ５为二目标测试
函数．ＮＵＦ１为 Ｄｅｂ提出的 ＺＤＴ６［１０］，ＮＵＦ２为 ＶａｎＶｅｌｄ
ｈｕｉｚｅｎ的ＭＯＰ４［１］，ＮＵＦ３至 ＮＵＦ５为我们根据文献［１０］
设计的非均匀测试函数，其中 ｆ１用于控制 ＰＯＦ中解向
量均匀性．ＮＵＦ６至 ＮＵＦ８为三目标测试函数，其中
ＮＵＦ６，ＮＵＦ７为我们设计的非均匀测试函数，其中 ｆ１，ｆ２
用于控制 ＰＯＦ中解向量均匀性．ＮＵＦ８为 Ｄｅｂ提出的
ＤＴＬＺ４［１１］．

解集性能评价是 ＭＯＥＡ中重要的一部分，分布性
和收敛性是性能评价中两个基本指标［１５］．然而，目前大
多数分布性评价方法都是把解集分布均匀性作为测试

标准［１６］，它们并不适合非均匀问题．在此，我们选择两
种借助于问题真实 Ｐａｒｅｔｏ面的分布性评价方法：暴露程
度（ＥｘｐｏｓｕｒｅＤｅｇｒｅｅ，ＥＤ）［１７］和改进的最大分散度（Ｉｍ
ｐｒｏｖｅｄＭａｘｉｍｕｍＳｐｒｅａｄ，ＭＳ’）［１８］．在收敛性方面，我们采
用ＧｅｎｅｒａｔｉｏｎａｌＤｉｓｔａｎｃｅ（ＧＤ）［４］来估计算法的最终边界

与 ＰＯＦ的趋近程度．此外，我们采用当前流行的 Ｈｙｐｅｒ
ｖｏｌｕｍｅ（ＨＶ）方法［１］评价算法综合性能［１９］，ＨＶ把解集和
空间参考点围成的超体积作为评价标准，超体积越大

越好．在实验中，需要选择空间参考点，ＮＵＦ１、ＮＵＦ３参
考点设置为（２０，２０），ＮＵＦ２参考点为（－１４０，１０），
ＮＵＦ４参考点为（３０，２０），ＮＵＦ５参考点为（１０，１０）以
及ＮＵＦ６至ＮＵＦ８参考点设置为（２０，２０，２０）．

在实验中，三种算法都采用实数编码，交叉概率

０８５，变异概率１／ｎｒｅａｌ，ｎｒｅａｌ为决策变量维数，２、３维测
试函数种群规模分别为１００、２００．ＳＰＥＡ２内部种群与归
档集规模相同．每个算法对各个测试函数独立运行 ３０
次．
４．２ 分布性评价

表２，３分别给出了三种算法对所有测试问题在分
布性评价指标ＥＤ，ＭＳ′上的评价结果．在每个单元格中，
第１行为均值，第２行为标准差．

表２ 分布性指标ＥＤ计算结果

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ＮＵＦ１ ＮＵＦ２ ＮＵＦ３ ＮＵＦ４ ＮＵＦ５ ＮＵＦ６ ＮＵＦ７ ＮＵＦ８

ＮＵＤＭＭ
０．００５８９４
０．００３００２

０．００８４０５
０．００６９５４

０．００２４０５
０．００１５７４

０．００９３２１
０．００７４５１

０．０３９２６５
０．０１２４２３

０．００１８６１
０．００１２４１

０．０２８２７９
０．０１５４１７

０．０４７９４１
０．０３２１４７

ＮＳＧＡＩＩ
０．００８８１７
０．００８６５１

０．０１２４７１
０．００９８７４

０．００７４１２
０．００１５４２

０．０１６２４２
０．００５４１２

０．０４５６４４
０．０１６５７１

０．００５４１２
０．００２１４７

０．１０６５４７
０．１１６４７１

０．１２３６５４
０．１３２５４６

ＳＰＥＡ２
０．００６４７１
０．００１９６４

０．００８７４１
０．００６８７８

０．００４１１５
０．００１６４２

０．００９４５１
０．００６３２７

０．０４０２１２
０．０１０４５７

０．００２９４１
０．００１３６５

０．０２９６５４
０．０２３５４１

０．０６６０４０
０．０２５３２４

可以发现在评价解集与真实 Ｐａｒｅｔｏ面相似程度的
指标 ＥＤ上，ＮＵＤＭＭ始终具有最优结果，特别是在
ＮＵＦ３，ＮＵＦ６和ＮＵＦ８上体现得较为明显．对于广泛性评
价指标 ＭＳ′，三种算法结果相近，ＮＵＤＭＭ在 ＮＵＦ３、
ＮＵＦ６、ＮＵＦ７上达到最优，而 ＮＳＧＡＩＩ和 ＳＰＥＡ２分别在
ＮＵＦ２、ＮＵＦ４和 ＮＵＦ１、ＮＵＦ５、ＮＵＦ８上得到最优值．注意

到在３目标问题ＮＵＦ７和ＮＵＦ８上，ＮＳＧＡＩＩ解集的分布
范围要明显差于其它两种算法．这是由于 ＮＳＧＡＩＩ解集
收敛到局部Ｐａｒｅｔｏ面造成的．图５、６分别给出了三种算
法在ＮＵＦ３和ＮＵＦ７上最终解集的分布情况．容易发现，
相对于其它两种算法，ＮＵＤＭＭ的最终解集更接近于问
题真实的分布．
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表３ 广泛性指标ＭＳ（计算结果

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ＮＵＦ１ ＮＵＦ２ ＮＵＦ３ ＮＵＦ４ ＮＵＦ５ ＮＵＦ６ ＮＵＦ７ ＮＵＦ８

ＮＵＤＭＭ
０．９９１５８
０．０００８３

０．９９９４２
０．０００１７

０．９９９４６
０．０００１１

０．９９９０１
０．０００３４

０．９８５５７
０．００２６４

０．９９９２６
０．０００１６

０．９７２２６
０．０１０３４

０．９９３２６
０．００８１４

ＮＳＧＡＩＩ
０．９９３３４
０．０００８６

０．９９９４４
０．００００９

０．９９８７２
０．０００３２

０．９９９０６
０．０００４２

０．９８７６４
０．００１８６

０．９９８６２
０．０００４６

０．８４３５４
０．３８５９２

０．９７４８６
０．０２６４７

ＳＰＥＡ２
０．９９３８７
０．０００６７

０．９９８６７
０．０００１６

０．９９２４１
０．０００８４

０．９９８７１
０．０００３１

０．９９１０１
０．００１２９

０．９９７５９
０．０００３３

０．９５６４１
０．０５２４９

０．９９３４７
０．００９４７

４．３ 收敛性、综合性评价

表４为三种算法在８个非均匀测试函数上收敛性
评价结果．可以发现，除了在 ＮＵＦ１上，ＳＰＥＡ２要优于
ＮＵＤＭＭ外．对其余非均匀测试函数，ＮＵＤＭＭ都拥有最
优收敛度，特别是对较难收敛的 ＮＵＦ７，ＮＵＤＭＭ要明显
优于其它两种算法．表５为三种算法在８个非均匀测试
函数 ＨＶ评价结果．ＮＵＦ８括号内的数值表示算法在３０
次运行中成功的次数．可以发现，ＮＵＤＭＭ在 ＨＶ上的优

势没有在 ＧＤ上明显．ＮＵＤＭＭ在 ＮＵＦ２，ＮＵＦ３，ＮＵＦ６，
ＮＵＦ７，ＮＵＦ８上拥有最优值，ＳＰＥＡ２在 ＮＵＦ１、ＮＵＦ４，ＮＳ
ＧＡＩＩ在ＮＵＦ５上达到最优的结果．这可能是由于 ＨＶ是
一种综合性能指标，它是由算法的收敛性、分布均匀

性、分布广泛性决定的［１９］．ＳＰＥＡ２，ＮＳＧＡＩＩ在这些函数
上通常能得到均匀分布的解集，因而能达到较大的 ＨＶ
值，虽然这并不能正确地反映非均匀问题的分布情

况［１３］．
表４ 收敛性指标ＧＤ计算结果

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ＮＵＦ１ ＮＵＦ２ ＮＵＦ３ ＮＵＦ４ ＮＵＦ５ ＮＵＦ６ ＮＵＦ７ ＮＵＦ８

ＮＵＤＭＭ
０．０１５９１７６
０．００７００９７

０．００２４１９２
３．９５３Ｅ－００５

０．０００６７２７
６．５７１Ｅ－００５

０．００１８２９８
０．０００１６１４

０．０００８２６９
０．０００１１５９

０．０００１３２８
２．０２７Ｅ－００５

０．００４９８６９
０．０００９２７２

０．０００２３５４
０．０００１５３２

ＮＳＧＡＩＩ
０．０６１７１４５
０．０１３５９７６

０．００２８１６１
９．８４７Ｅ－００５

０．００２５３２１
０．００２５３８３

０．００３６４６３
０．０００３５１６

０．００１１８９１
９．６７４Ｅ－００５

０．０００２０５１
８．０９７Ｅ－００６

０．０１２０７７４
０．００１２３６３

０．０００２４１２
０．０００１０５１

ＳＰＥＡ２
０．０００５６０４
１．０８５Ｅ－００５

０．００２８８７６
６．９５４Ｅ－００５

０．００１３９０３
０．００１５３０６

０．００３１５３１
０．００１０１２２

０．００１６４８５
０．０００１１３５

０．０００４２０８
８．３４６Ｅ－００５

０．０１９５６１８
０．００１０５３１

０．０００２８６１
０．０００１９３１

表５ 综合性能评价指标ＨＶ计算结果

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ＮＵＦ１ ＮＵＦ２ ＮＵＦ３ ＮＵＦ４ ＮＵＦ５ ＮＵＦ６ ＮＵＦ７ ＮＵＦ８

ＮＵＤＭＭ
３．０２３１０
０．００１５４６

３７．０７９４
０．００５４７１

２．８０７５４
４．６３Ｅ－００５

６．２８４１７
０．０００５７４

０．８４５６４
０．０００２１９

７．３３７４９
０．０００６４７

９．８５３３８
０．０３３２１４

７．１０６５４（２３）
０．４７１２５３

ＮＳＧＡＩＩ
３．０２１６７
０．００２２１９

３７．０７７５
０．００８１２６

２．８０６５２
８．８５Ｅ－００５

６．２８２９１
０．００１０２７

０．８４５７１
０．０００３３１

７．３２７６２
０．００１３５１

９．５６１７９
０．０４５６８８

６．６３７９６（１１）
１．５２３４７６

ＳＰＥＡ２
３．０２３１７
０．００１７７１

３７．０７５１
０．０３１５４９

２．８０７１２
２．２５Ｅ－００５

６．２８６１７
０．０００１４７

０．８４５２７
０．０００３９９

７．３３２５３
０．００１７３６

９．７７５６８
０．０３４０４３

６．８４０３１（１５）
０．６４１２５７

另外，对于 ＮＵＦ８，三种 ＭＯＥＡｓ并不是每次都能逼
近问题的整个Ｐａｒｅｔｏ最优面．在３０次独立运行中，ＮＵＤ
ＭＭ成功 ２３次，而 ＮＳＧＡＩＩ，ＳＰＥＡ２分别为 １１，１５次．可
见，在求解容易收敛到部分 Ｐａｒｅｔｏ最优面的 ＭＯＰ上，
ＮＵＤＭＭ也具有一定的优势．

通过以上８个实验的分布性和收敛性、综合性能评
价可以发现，ＮＵＤＭＭ是一种能有效解决非均匀问题的
算法，它在很好的趋近ＰＯＦ最优边界的同时，较好的保
持了问题真实分布情况．

５ 结论

本文提出一种解决非均匀分布问题的多目标进化

算法．利用ＥＭＳＴ中邻近个体之间的联系，定义一个反
映种群分布规则程度的指标，并设计一种降低种群杂

乱度的维护方法，有效的剔除了那些造成种群混乱的

个体，实验结果表明该算法能有效的解决非均匀问题，

在未知 ＰＯＦ最优面分布规律的情况下得到与其分布类
似的解集，为决策者提供了更有实用价值的方案．

最后，需要指出的是，我们的方法是利用非均匀问

题解集分布规律一定程度上反映其偏好这一特性进行

维护，由于事先并不知道问题 Ｐａｒｅｔｏ面的真实分布，得
出的结果可能与真实的分布存在差异．如对于 Ｐａｒｅｔｏ面
分布为密集到稀疏再到密集的问题，我们得出的解集

可能只是由稀疏到密集，我们的实验也证明了这点（如

对测试问题 １的结果）．因此，如何更准确估计真实
Ｐａｒｅｔｏ面的分布规律，甚至对真实 Ｐａｒｅｔｏ面杂乱无章的
非均匀问题进行有效地维护，是需要进一步研究的问

题，这是我们将来的研究重点．
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