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摘 要： 将基本概率赋值转换为概率在不确定性决策中有重要作用，本文提出了一种基于证据关联系数的最优

化转换方法．主要思想是：转换后所得到的概率分布可以视为一个特殊的基本概率赋值函数，从命题的上下概率之间
寻优使得被转换的基本概率赋值与转换所得概率之间的证据关联系数最大．将提出的最优化转换方法与常用的 Ｐｉｇ
ｎｉｓｔｉｃ概率转换方法通过算例进行比较，表明了所提出方法的有效性．
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１ 引言
由于基本概率赋值（ＢａｓｉｃＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙＡｓｓｉｇｎｍｅｎｔ，

ＢＰＡ）在命题的幂集上分配，这个特点使得 ＢＰＡ能够比
只在单子集命题上分配的概率更好地表示不确定信息，

进而在诸如信息融合、智能信息处理等涉及不确定信息

处理的领域得到广泛应用［１～５］．一个实际应用存在的问
题是：如何基于 ＢＰＡ函数进行决策？以某机载多传感
器数据融合目标识别系统为例，雷达、ＥＳＭ和 ＩＦＦ传感
器的报告用ＢＰＡ表示和建模，通过Ｄｅｍｐｓｔｅｒ组合规则进
行融合，其融合结果仍然是一个关于目标身份的 ＢＰＡ
函数，这就使得系统必须根据 ＢＰＡ做出最终的决策以
识别目标身份．受限于相关数学理论研究，目前直接基
于ＢＰＡ进行决策的方法还比较少，某些系统是根据专
家经验设定阈值作为决策依据，难以推广到其他应用领

域，同时这种方法主观性较强．
工程上迫切需要研究人员提供一个具有较好数学

基础的决策模型，针对这个问题，常用的方法是将 ＢＰＡ
转换为概率后再基于概率决策的方法给出最终决策．这
一思路是简单且有效的：概率论的研究较为充分，相关

决策方法和模型都比较多，可供工程设计人员参考．这
一思路最为典型的方法是 Ｓｍｅｔｓ提出的 Ｐｉｇｎｉｓｔｉｃ概率转
换［６］（ＰｉｇｎｉｓｉｔｃＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙＴｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ，ＰＰＴ）．ＰＰＴ是将多
子集命题上的 ＢＰＡ根据多子集命题的势均分到单子集
命题上，这是一种类似熵最大化的转换方法，造成的信

息损失较大，本文提出一种最优化的概率转换方法（Ｏｐ
ｔｉｍａｌＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙＴｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ，ＯＰＴ），在引入本文提出的
证据关联系数的基础上，新方法的基本思想是使得转换

后的概率与转换前的 ＢＰＡ之间的证据关联系数最大．
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２ 理论基础

本节将简要回顾 ＤＳ证据理论［７］和可传递信度模
型（ＴｒａｎｓｆｅｒａｂｌｅＢｅｌｉｅｆＭｏｄｅｌ，ＴＢＭ）的一些基本概念［６］．
２．１ ＤＳ证据理论

定义１ Θ＝｛Ｈ１，Ｈ２，…，ＨＮ｝是一个 Ｎ个元素的
有限集合，用 Ｐ（Θ）表示Θ中２Ｎ个元素的幂集．

Ｐ（Θ）＝｛Φ，｛Ｈ１｝，｛Ｈ２｝，…，｛ＨＮ｝，｛Ｈ１∪Ｈ２｝，
｛Ｈ１∪Ｈ３｝，…，Θ｝ （１）

定义２ ＢＰＡ函数是幂集 Ｐ（Θ）的映射，它的大小
在０到１之间．

ｍ：Ｐ（Θ）→［０，１］ （２）
它满足以下条件：

ｍ（Φ）＝０，∑
ＡΘ
ｍ（Ａ）＝１ （３）

其中 Ａ表示幂集Ｐ（Θ）中的一个命题，可以是单子集命
题，也可以为多子集命题，ｍ（Ａ）表示证据（ＢＰＡ）支持命
题 Ａ的程度，又称为 ｍａｓｓ函数．对一个命题，若其 ｍａｓｓ
函数非０，则将这个命题称为焦元．

定义３ 信度函数 Ｂｅｌ定义如下：
Ｂｅｌ：Ｐ（Θ）→［０，１］

Ｂｅｌ（Ａ）＝∑
ＢＡ
ｍ（Ｂ）

（４）

定义４ 似真函数 Ｐｌ定义如下：
Ｐｌ：Ｐ（Θ）→［０，１］

Ｐｌ（Ａ）＝１－Ｂｅｌ（珔Ａ）＝∑
Ｂ∩Ａ≠Φ

ｍ（Ｂ）
（５）

Ｂｅｌ（Ａ）和 Ｐｌ（Ａ）分别是命题 Ａ的概率下限和上
限．

定义５ 经典证据理论的 Ｄｅｍｐｓｔｅｒ组合规则可以
将两个ＢＰＡ进行融合，该规则定义为：

ｍ（Ａ）＝
∑
Ｂ∩Ｃ＝Ａ

ｍ１（Ｂ）ｍ２（Ｃ）

１－ｋ （６）

其中

ｋ＝∑
Ｂ∩Ｃ＝Φ

ｍ１（Ｂ）ｍ２（Ｃ） （７）

ｋ表征ＢＰＡ之间的冲突程度．
２．２ 可传递信度模型

可传递信度模型［６］（ＴｒａｎｓｆｅｒａｂｌｅＢｅｌｉｅｆＭｏｄｅｌ，ＴＢＭ）
是一个双层结构，分别是 Ｃｒｅｄａｌ层和 Ｐｉｇｎｉｓｔｉｃ层．信度
在 Ｃｒｅｄａｌ层进行传递，当要做出决策时使用 Ｐｉｇｎｉｓｔｉｃ
ＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙＴｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ得到 Ｐｉｇｎｉｓｔｉｃ概率，将其概率分
布记为 ＢｅｔＰ，在 ＴＢＭ中，Ｐｉｇｎｉｓｔｉｃ层首先由 Ｃｒｅｄａｌ层的
信度函数构造出一个合理的概率分布，然后以此概率

分布为依据做出最终决策．
Ｐｉｇｎｉｓｔｉｃ概率转换（ＰＰＴ）根据下式进行：

ＢｅｔＰ（ｘ）＝ ∑
ｘＡ∈Ｐ（θ）

ｍ（Ａ）
Ａ （８）

其中，ｘ为Θ中的单个元素，又称为原子，仅由一个原子
构成的命题称为单子集命题．｜Ａ｜表示 Ａ中所含的原子
个数，如：若 Ａ＝｛Ｈ１∪Ｈ２｝，则｜Ａ｜＝２．通过上式可将
ＢＰＡ转换到单子集命题的概率分布上．ＢｅｔＰ是一个概
率分布函数，称它为Ｐｉｇｎｉｓｔｉｃ概率分布函数．通过Ｐｉｇｎｉｓ
ｔｉｃ变换，可方便地对不确定情形做出决策．从 ＢｅｔＰ的计
算公式可知，ＰＰＴ是将多子集命题对应的信度依据均分
的思想平均分配到各单子集命题上．

３ 证据关联系数

熵作为事物不确定性的一种度量，文献［８］将其推
广后引入随机变量的偏熵和关联熵，进而定义了关联

系数．
定义６ 设随机变量 Ｘ与Ｙ的分布为

Ｘ：
ａ１ … ａＫ
ｐ１ … ｐ{ }

Ｋ
Ｙ：
ｂ１ … ｂＫ
ｑ１ … ｑ{ }

Ｋ

随机变量 Ｘ关于随机变量Ｙ的偏熵定义如下：

ＨＹ（Ｘ）＝－∑
Ｋ

ｋ＝１
ｑｋｌｏｇｐｋ＝－ｌｏｇ∏

Ｋ

ｋ＝１
ｐｑｋｋ （９）

将 ＨＹ（Ｙ）简记为 Ｈ（Ｙ），偏熵满足性质：ＨＹ（Ｘ）≥
Ｈ（Ｙ）．
定义７ 随机变量 Ｘ与Ｙ之间的关联熵定义为它

们的偏熵之和，即：

Ｈ（Ｘ；Ｙ）＝ＨＹ（Ｘ）＋ＨＸ（Ｙ）＝－ｌｏｇ∏
Ｋ

ｋ＝１
ｐｑｋｋ．ｑｐｋｋ（１０）

定义８ 随机变量的偏关联系数与关联系数分别

定义为：

ｒＹ（Ｘ）＝
Ｈ（Ｙ）
ＨＹ（Ｘ）

（１１）

ｒＸ（Ｙ）＝
Ｈ（Ｘ）
ＨＸ（Ｙ）

（１２）

ｒ（Ｘ；Ｙ）＝Ｈ（ＸＹ）Ｈ（Ｘ；Ｙ）＝
Ｈ（Ｘ）＋Ｈ（Ｙ）
ＨＸ（Ｙ）＋ＨＹ（Ｘ）

（１３）

关联系数具有以下性质：

０≤ｒＸ（Ｙ），ｒＹ（Ｘ），ｒ（Ｘ；Ｙ）≤１，
当且仅当 Ｘ，Ｙ为同分布时，

ｒＸ（Ｙ）＝ｒＹ（Ｘ）＝ｒ（Ｘ，Ｙ）＝１．
此性质表明关联系数 ｒ（Ｘ；Ｙ）是随机变量 Ｘ与Ｙ

的分布之同一性，一致性的特征度量．式（１３）综合考虑
了随机变量 Ｘ与Ｙ各自的偏关联系数对总的关联系数
的影响．

以上述定义为基础，我们将关联系数应用到信息

融合中，并根据 ＢＰＡ的特点，引入一种新的关联系数
———证据关联系数．
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用 ａ１，…，ａＫ表示证据中的命题，用 ｐ１，…，ｐＫ表示
命题所对应的基本概率赋值，可以将ＢＰＡ表示为：

Ｘ：
ａ１ … ａＫ
ｐ１ … ｐ{ }

Ｋ

式（９）中定义的偏熵在 ｐＫ＝０时会出现结果无穷大
的问题，文献［９］提出使用无穷小正数替代０的方法来
解决，但我们发现：经过如此修改，在实际应用中仍然

会出现问题．为此我们提出一种类偏熵：
定义９ 随机变量 Ｘ关于随机变量Ｙ的类偏熵定

义为

ＨＹ（Ｘ）＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ｑｋ．ｅ－５ｐｋ （１４）

我们使用指数形式来拟合原偏熵中的对数变化，

并通过实验确定了 ｅ－５ｐｋ的形式．类偏熵可有效克服无
穷小正数参数设置的缺陷，改进后关联系数计算更符

合直观性．在类偏熵基础上，利用式（１１）～（１３），我们定
义其得到的新关联系数为指数型关联系数．

ＢＰＡ中各命题并非相互独立，多子集命题表现出对
各单子集命题的支持，为了体现这种内联关系，使得计

算结果更加合理，我们先引入文献［１０］提出的矩阵 Ｄ，
然后再对原ＢＰＡ进行预处理．

将两证据中出现的所有命题集构成命题集合 Ｗ，
记其包含的命题个数为 ｎ．

Ｄ为ｎ阶方阵，由 Ｗ中命题两两之间的Ｄ（·，·）构
成．Ｄ（·，·）按下式计算：

Ｄ（Ａ，Ｂ）＝ Ａ∩Ｂ
Ａ∪Ｂ

，Ａ，Ｂ∈Ｗ （１５）

其中 Ａ、Ｂ表示命题，Ａ∩Ｂ表示Ａ与Ｂ交集的势，也
就是交集中原子的个数，同理 Ａ∪Ｂ 表示Ａ与Ｂ并集
的势．矩阵 Ｄ用以体现Ｗ中各命题的相互关系．Ｄ为
对称阵，对角元均为１．

预处理过程为：将两证据 ＢＰＡ按照 Ｗ的格式构成
向量ｖ１和 ｖ２，然后用矩阵 Ｄ分别左乘向量ｖ１和 ｖ２，可
得到新的向量如下：

ｖ′１＝Ｄ×ｖ１， ｖ′２＝Ｄ×ｖ２ （１６）
接下来使用前面的方法就计算预处理之后向量的

指数型关联系数，我们将此时得到的指数型关联系数

定义为证据关联系数．证据关联系数不仅计算稳定，且
其对高度冲突证据能够准确表征．

４ 最优化转换方法

现在对于从ＢＰＡ到概率的转换方法还没有统一的
评价标准，目前的研究中有采用信息熵来作为评价方

法的，文献［１１］对几种转换方法通过算例对其转换结果
进行了信息熵的比较，我们认为：信息熵表征的是证据

的不确定程度，是证据携带信息并予以表现的一种形

式，对于决策者来说，如果仅用于排序决策，那么转换

结果的信息熵自然越低越好，因为这样的信息确定性

越强，但在其他非排序决策的情况下，比如要根据转换

结果来对资源进行分配，达到系统的预定目标，此时就

并非如此．本文旨在通过转换使得原 ＢＰＡ与转换后的
概率之间关联性最强，使结果能较好地重现证据的原

始信息．
在此我们提出一种应用最优化思想的概率转换方

法．通过定义２可以看出，证据理论中的 ＢＰＡ是在辨识
框架命题的幂集上进行分配，如果分配到单子集，则

ＢＰＡ就退化为一个概率分布．从这个角度来看，概率可
以看作是一种特殊的ＢＰＡ．因此本文所提出的最优转换
是基于这样一个思想：转换后的概率与转换前的 ＢＰＡ
之间的冲突应该最小，也即两者之间的关联系数应该

最大，以求更完整地保存 ＢＰＡ本身信息．设转换前的
ＢＰＡ为 ｍｉｎｐｕｔ，转换后的 ＢＰＡ为 ｍｏｕｔｐｕｔ，则最优转换的目
标函数为：

ｍａｘｒ（ｍｏｕｔｐｕｔ，ｍｉｎｐｕｔ） （１７）
约束条件为：转换后的ＢＰＡ（也即概率结果，在此视

其为一种特殊的ＢＰＡ）中单子集命题得到的概率应该在
该命题的上下概率区间［Ｂｅｌ（·），Ｐｌ（·）］之中．其中，下
概率为定义３中的信度函数，上概率为定义４中的似真
函数．另外，转换后的 ＢＰＡ各命题 ｍａｓｓ值之和应为１．

实现寻优的过程为：先初始化，即设定初始目标

ＢＰＡ（即转换后的概率结果，在此将其视为一种特殊的
ＢＰＡ），然后将其输入到证据关联系数子函数中处理，求
得证据关联系数，判断证据关联系数是否达到最大，若

不是最大，则根据约束条件产生新的目标 ＢＰＡ，再将其
输入到证据关联系数子函数中处理，直到得到的证据

关联系数最大，此时的目标 ＢＰＡ即为最优解．以上过程
可以通过相关非线性最优化的方法来实现，我们通过

ＭＡＴＬＡＢ软件中的 ｆｍｉｎｃｏｎ函数来实现这一寻优．
具体实现过程如下：

（１）初始化
由于目标ＢＰＡ（ｍｏｕｔｐｕｔ）仅在单子集命题上有概率赋

值，根据单子集命题的上下概率区间约束，我们可以求

出各单子集命题的信度函数（即概率下限），并由它们

构成初始目标ＢＰＡ，其余多子集命题在寻优过程中均赋
值为０．同时目标 ＢＰＡ各命题ｍａｓｓ值之和应为１．

（２）证据关联系数子函数
该子函数输入为目标 ＢＰＡ，输出为目标 ＢＰＡ和原

ＢＰＡ的证据关联系数 ｒ（ｍｏｕｔｐｕｔ，ｍｉｎｐｕｔ），具体过程如下：
（ａ）将目标 ＢＰＡ和原 ＢＰＡ中出现的所有命题构成

命题集合 Ｗ，然后将原 ＢＰＡ和目标ＢＰＡ分别按照 Ｗ的
格式写成向量ｖｉｎｐｕｔ和 ｖｏｕｔｐｕｔ；
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（ｂ）根据式（１５）生成相应的 Ｄ矩阵；
（ｃ）根据式（１６）对 ｖｉｎｐｕｔ和 ｖｏｕｔｐｕｔ进行预处理，得到

ｖ′ｉｎｐｕｔ和 ｖ′ｏｕｔｐｕｔ；
（ｄ）根据式（１１）～（１４）求出 ｖ′ｉｎｐｕｔ和 ｖ′ｏｕｔｐｕｔ的关联系

数ｒ（ｍｏｕｔｐｕｔ，ｍｉｎｐｕｔ），具体步骤在第三节已举例介绍；
利用上述的证据关联系数子函数和初始化过程产

生的初始目标 ＢＰＡ，再加上前面介绍的两个约束条件，
就可以构成寻优问题的所有输入，再结合相应寻优算

法或软件（如 Ｍａｔｌａｂ或 １ｓｔｏｐｔ）即可得到最终的最优
ＢＰＡ，也就是我们需要的概率转换结果．

５ 实验算例

本节通过两个例子来分析本文提出的概率转换方

法．
例１ 假设有一 ＢＰＡ如下：
ｍ（ａ）＝ｍ（ｂ）＝ｍ（ｃ）＝ｍ（ｄ）＝０．１
ｍ（｛ａ，ｂ｝）＝ｍ（｛ｂ，ｃ｝）＝０．３
使用 ＰＰＴ的转换结果为：
ｐ（ａ）＝ｐ（ｃ）＝０．２５００
ｐ（ｂ）＝０．４０００；ｐ（ｄ）＝０．１０００
使用本文ＯＰＴ方法的转换结果为：
ｐ（ａ）＝ｐ（ｃ）＝０．２２７７
ｐ（ｂ）＝０．４４４５；ｐ（ｄ）＝０．１０００
本例中，使用 ＰＰＴ转换后的概率与原 ＢＰＡ之间的

证据关联系数是０９４７５５７，使用ＯＰＴ转换后的概率与原
ＢＰＡ之间的证据关联系数是０９５１３１９．从原 ＢＰＡ来看，
命题｛ｂ｝转换后应该有最大的概率，由于命题｛ｄ｝只有
ｍ（ｄ）＝０１支持，其概率上下限均为０１，故转换结果
仍保留为０１，ＯＰＴ结果较之 ＰＰＴ来说，对｛ｂ｝的支持更
高，对于决策者来说，确定性更强，更有利于决策．

例２ 假设有三套导弹防御系统，但是有四个地方

ａ、ｂ、ｃ、ｄ需要保卫．根据专家的评估，各个地方受攻击
的可能性如下：

ｍ（ａ）＝ｍ（ｄ）＝０．２
ｍ（ｂ）＝０．１
ｍ（｛ａ，ｃ｝）＝０．２
ｍ（｛ａ，ｂ，ｃ｝）＝０．３
使用 ＰＰＴ的转换结果为：
ｐ（ａ）＝０．４０００
ｐ（ｂ）＝ｐ（ｃ）＝ｐ（ｄ）＝０．２０００
使用本文ＯＰＴ方法的转换结果为：
ｐ（ａ）＝０．４１７７
ｐ（ｂ）＝０．１７２５
ｐ（ｃ）＝０．２０９７
ｐ（ｄ）＝０．２０００
本例中，使用 ＰＰＴ转换后的概率与原 ＢＰＡ之间的

证据关联系数是０９０５３６１，使用ＯＰＴ转换后的概率与原
ＢＰＡ之间的关联系数是０９０７８８０．从这个例子来看，ＰＰＴ
无法给出决策排序，而 ＯＰＴ给出的优先保卫顺序依次
为：ａ＞ｃ＞ｄ＞ｂ，因此从受攻击的可能性角度来看，应
该保卫的三个目标是：ａ、ｃ、ｄ，这同时也符合我们的直
观推测．

通过上述例子我们可以看到，本文方法较之 ＰＰＴ，
转换效果较好，是可行的．

６ 结论

模糊数学中在决策阶段通常有去模糊化的过程．
类似地，在基于证据理论的应用中，也需要将 ＢＰＡ转化
为概率．本文基于证据之间的关联系数提出了一种基
于最优化思想的转换方法，具有算法实现简单、物理意

义清晰的优点，在多传感器数据融合的目标识别决策

中应用良好．
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