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摘 要： 属性约简是粗糙集理论重要研究内容之一，求取决策表所有属性约简已被证明为 ＮＰ难问题．本文基
于吴方法，从代数方程组角度给出了一种求解所有属性约简的新思路．ＵＣＩ数据集和人工数据集实验表明了该新方法
的有效性．
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１ 引言

属性约简是粗糙集理论［１］重要研究内容之一，求取

决策表所有属性约简或最小属性约简已被证明为 ＮＰ
难问题［２］．针对最小属性约简，研究者从不同角度构造
了启发式约简算法求取最优或近似最优解［３～５］，然这些

算法都存在不完备问题［６］．虽然启发式属性约简算法具
有较优的时间和空间复杂度，但都只能获取给定决策表

的一个属性约简．不同属性约简下导出的规则集不同，
由一个属性约简导出的规则集仅能反应该决策表部分

知识．为挖掘决策表中所有隐含知识，需要获取该决策
表所有属性约简，导出各规则集并进行融合．在启发式
属性约简算法基础上，对条件属性集的所有子集进行枚

举，可得到求取所有属性约简的直接算法，但该算法具

有指数时间复杂度，若属性规模较大，直接算法不可行．
Ｓｋｏｗｒｏｎ已证明决策表属性约简与分辨函数质蕴涵

项一一对应［７］，将求解属性约简问题转化为逻辑函数合

取范式化析取范式问题，为求取属性约简给出了一种新

的表示．求解所有属性约简的指数复杂度是制约粗糙集
理论发展的关键问题之一，高效完备的属性约简算法将

进一步推动粗糙集理论的广泛应用．
吴文俊院士［８］基于中国古代数学独立研究发现多

项式方程组的特征列，并将其成功应用于几何定理机器

证明，开拓了数学机械化的新局面．文献［９］在前人研究
基础上，引入输入变换、算法变换思想，采用吴方法求解

ＳＡＴ问题．这些研究均将逻辑问题转化为多项式方程组
零点问题，借助成熟代数理论进行求解．

基于分辨函数求解决策表所有属性约简，本质为一

类逻辑推理问题．本文在前人工作启发下，探讨了从代
数方程组观点求解属性约简的新思路，从输入变换、特

征列求解、零点分解、变元定序、迭代策略和算法复杂度

分析等各方面详细介绍了基于吴消元法的属性约简思

想及其特点．ＵＣＩ数据集和人工数据集实验结果表明了
该新方法的有效性．

２ 基本概念

粗糙集理论和吴方法相关基本概念及其详细介绍

请分别参考文献［１，８］．
定义 １［１］ 给定决策表 ＤＴ＝（Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ），

ＢＣ，若：
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（１）γ（Ｂ，Ｄ）＝γ（Ｃ，Ｄ）．
（２）ａ∈Ｂ，γ（Ｂ－｛ａ｝，Ｄ）≠γ（Ｃ，Ｄ）．

则称属性集 Ｂ为决策表 ＤＴ的一个属性约简．其中γ（Ｃ，
Ｄ）表示决策属性集 Ｄ相对条件属性集 Ｃ的分类质量．
定义２［７］ 给定决策表 ＤＴ＝（Ｕ，Ｃ∪ Ｄ，Ｖ，ρ），

论域 Ｕ＝｛ｏ１，ｏ２，…，ｏｎ｝，其分辨矩阵定义为：ＤＭ
（ＤＴ）ｎ×ｎ＝（ｃｉｊ）ｎ×ｎ，其中 ｃｉｊ满足：

ｃｉｊ＝
ａ｜ａ∈Ｃ∧ρ（ｏｉ，ａ）≠ρ（ｏｊ，ａ{ }）， Ψ{
， 其它

条件Ψ 满足１≤ｊ＜ｉ≤ｎ∧ρ（ｏｉ，Ｄ）≠ρ（ｏｊ，Ｄ）．
不同类型决策表，相容或不相容，其分辨矩阵构造

方式不同，在此不作详细探讨．若无特殊说明，本文研
究对象均为相容决策表．

定义３［７］ 给定决策表 ＤＴ＝（Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ），论
域 Ｕ＝｛ｏ１，ｏ２，…，ｏｎ｝，分辨矩阵为 ＤＭ（ＤＴ）ｎ×ｎ，则 ＤＴ
的分辨函数定义为：

ＤＦ（ＤＴ）＝∧｛∨ｃｉｊ：１≤ｊ＜ｉ≤ｎ，ｃｉｊ≠ ｝

其中，∨ｃｉｊ＝∨ａ（ａ∈ｃｉｊ）为 ｃｉｊ中所有属性的析取．
命题１［７］ 给定决策表 ＤＴ＝（Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ），论

域 Ｕ＝｛ｏ１，ｏ２，…，ｏｎ｝，分辨矩阵为 ＤＭ（ＤＴ）ｎ×ｎ，ＢＣ
为决策表 ＤＴ的一个属性约简，当且仅当 Ｂ满足如下
两个条件：

（１）ｉ，ｊ（１≤ｊ＜ｉ≤ｎ），若 ｃｉｊ≠ ，有 Ｂ∩ｃｉｊ≠ ；

（２）ａ∈Ｂ，ｉ，ｊ，ｃｉｊ≠ ，使得（Ｂ－｛ａ｝）∩ｃｉｊ＝
．
命题２［７］ 给定决策表 ＤＴ＝（Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ），其

属性约简与分辨函数 ＤＦ（ＤＴ）质蕴涵项一一对应．
由于属性约简只与分辨函数 ＤＦ质蕴涵项有关，常

采用吸收律对 ＤＦ进行简化，后续讨论均采用简化后的
分辨函数．

３ 基于吴方法的属性约简算法

本节将从输入变换、特征列求解、零点分解、变元

定序、迭代策略和时间复杂度等各方面详细介绍基于

吴消元法的属性约简算法思想及其特点．
３１ 输入变换

给定决策表 ＤＴ＝（Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ），｜Ｕ｜＝ｎ，｜Ｃ｜
＝ｍ，其分辨函数 ＤＦ＝ξ１∧ξ２∧…∧ξｓ，其中，ξｉξｊ
（ｉ≠ｊ），ξｊ＝ｘｊ１∨ｘｊ２∨…∨ｘｊｍｊ，ｘｊｋ∈Ｃ（ｊ＝１，２，…，ｓ； ｋ

＝１，２，…，ｍｊ）为一条件属性，这里称为子句ξｊ的变元．
为不至混淆，可将ξｊ（ｊ＝１，２，…，ｓ）理解为子句ξｊ中所
含变元构成的集合，即ξｊ＝｛ｘｊ１，ｘｊ２，…，ｘｊｍｊ｝；将 ＤＦ理解

为子句集合，即 ＤＦ＝｛ξ１，ξ２，…，ξｓ｝．
引理１ 给定决策表 ＤＴ＝（Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ），设

ＢＣ为一属性约简，Ｂ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｔ｝，分辨函数

ＤＦ＝ξ１∧ξ２∧…∧ξｓ，则有：ｘｉ∈Ｂ（ｉ＝１，２，…，ｔ），

ξｊ∈ＤＦ，使得 Ｂ∩ξｊ＝｛ｘｉ｝．
引理１表明对于属性约简 Ｂ中的每个属性，都存

在分辨函数中的某个子句，使得该子句与属性约简 Ｂ
的交集只含有这一个属性．

文献［９］比较了输入变换与算法变换在问题求解
中的优劣．虽然算法变换相比输入变换具有明显优势，
但是许多问题求解仍然对输入变换依赖较重．输入变
换实质是对问题的不同知识表示，不同知识表示下问

题求解难度差异较大．实际求解过程中往往将两者结
合，首先通过输入变换完成问题转换，然后再利用算法

变换进行问题求解．
给定分辨函数合取范式 ＤＦ＝ξ１∧ξ２∧…∧ξｓ，完

成如下输入变换：

（１）ｆ（ｘｊ）＝１－ｘｊ，ｘｊ为子句中出现的变元．
（２）ｆ（ξｊ）＝ｆ（ｘｊ１∨ｘｊ２∨…∨ｘｊｍｊ）

＝ｆ（ｘｊ１）·ｆ（ｘｊ２）·…·ｆ（ｘｊｍｊ）．

（３）分辨函数子句集对应的多项式组为：∑ ＝
｛ｆ（ξｊ），ｊ＝１，２，…，ｓ｝，其相应多项式方程组为∑＝０，即
｛ｆ（ξｊ）＝０，ｊ＝１，２，…，ｓ｝．

考虑到布尔变元的特殊取值，各多项式定义在整

数模２的有限域 Ｚ２上．其中，ｘｊ＝１表示属性约简包含
该变元，ｘｊ＝０表示属性约简不包含该变元．

定理１ 属性约简集与多项式方程组∑ ＝０解中
含有的变元集一一对应．

定理１表明，分辨函数合取范式通过输入变换转化
为多项式组，进而将求解属性约简转换为多项式组零

点问题，从代数方程组角度给出求解新思路．
定理２ 决策表 ＤＴ＝（Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ），若 ｘ∈Ｃ

为一核属性，则经过输入变换构造的多项式组∑中有
且仅有一个多项式 ｆ∈∑，使得 ｆ中只含有变元ｘ．

至此，完成输入变换，将分辨函数合取范式化析取

范式问题转换为多项式方程组∑＝０的求解问题．特征
列求解是吴消元法解多项式方程组的核心，结合分辨

函数本身特性，特征列求解只需对变元定性判定，无需

复杂多项式计算．
３２ 特征列求解

由分辨函数各子句构造的多项式组∑ ＝｛ｆ（ξｊ），ｊ
＝１，２，…，ｓ｝是一类特殊的多项式组：每个多项式中不
同变元仅出现一次，且变元的最高次幂均为１．该特点
大大简化了吴消元法中多项式求余操作．

定理 ３ 给定分辨函数子句多项式 ｆ（ξ１）与 ｆ
（ξ２），ｆ（ξ１），ｆ（ξ２）∈∑，若 ｆ（ξ２）主变元为 ｘ，则多项式
ｆ（ξ１）除 ｆ（ξ２）的余式 ｒｅｍ（ｆ（ξ１）／ｆ（ξ２））有：
（１）若 ｆ（ξ１）中不含有 ｘ，则 ｒｅｍ（ｆ（ξ１）／ｆ（ξ２））＝
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ｆ（ξ１）．
（２）若 ｆ（ξ１）中含有 ｘ，则 ｒｅｍ（ｆ（ξ１）／ｆ（ξ２））＝０．
定理３表明子句多项式间的求余操作非常简单，无

需任何多项式运算，只需子句多项式所含变元间简单

比较．这样将定量的计算转变为定性的比较判定，可大
大提高求余运算效率．

定理４ 分辨函数子句多项式组∑的基列即为其
特征列．

定理４说明，吴消元法求解过程，无需在基列基础
上迭代求解特征列．选出多项式组∑的基列，即找到其
特征列．

定理 ５ 设分辨函数子句多项式组∑ ＝｛ｆ１，ｆ２，
…，ｆｓ｝的特征列为 Ｇ＝｛ｇ１，ｇ２，…，ｇｒ｝，Ｃｏｒｅ＝｛ｃｘ１，ｃｘ２，
…，ｃｘｔ｝为核属性集，ｃｘｉ∈Ｃｏｒｅ（ｉ＝１，２，…，ｔ），若 ｆｊ
∈∑（ｊ＝１，２，…，ｓ）含有 ｃｘｉ，则 ｆｊ∈Ｇ．

根据定理２与定理５，给定分辨函数子句多项式组

∑＝｛ｆ１，ｆ２，…，ｆｓ｝，可将其分成两部分：∑ ＝∑１∪∑２，
其中∑１中每个多项式含有一个核属性变元，∑２中每
个多项式均不含核属性变元．显然∑１∩∑２＝ ，∑的
零点集结构满足：ｚｅｒｏ（∑）＝ｚｅｒｏ（∑１）∧ｚｅｒｏ（∑２）．

由定理 ５，多项式组∑１零点集易求，ｚｅｒｏ（∑１）＝
｛（ｃｘ１＝１）∧（ｃｘ２＝１）∧…∧（ｃｘｔ＝１）｝．从而可将多项
式组∑的零点集问题转化为其子集∑２的零点集问题，
降低多项式数目．

定理 ６ 设分辨函数子句多项式组∑ ＝｛ｆ１，ｆ２，
…，ｆｓ｝的特征列为 Ｇ＝｛ｇ１，ｇ２，…，ｇｒ｝，多项式 ｇｉ初式
为Ｉ（ｇｉ）（ｉ＝１，２，…，ｒ），Ｉ＝Ｉ（ｇ１）·Ｉ（ｇ２）·…·Ｉ（ｇｒ）为特
征列各多项式初式乘积，则特征列使其初式乘积不为

零的零点集 ｚｅｒｏ（Ｇ／Ｉ）有且仅有一个零点．ｚｅｒｏ（Ｇ／Ｉ）中
的零点可以这样确定：Ｇ中各多项式的主变元取值等
于１即可．

由定理６知，求特征列使其初式乘积不为零的零点集
过程中，只需求得特征列中各多项式的主变元，而在给定

变元序后，主变元的判定只需变元间基本比较操作．
３３ 零点分解

命题３（零点分解定理）［８］ 设多项式组∑＝｛ｆ１，
ｆ２，…，ｆｓ｝的特征列为 Ｇ＝｛ｇ１，ｇ２，…，ｇｒ｝，多项式 ｇｊ初
式为Ｉ（ｇｊ）（ｊ＝１，２，…，ｒ），Ｉ＝Ｉ（ｇ１）·Ｉ（ｇ２）·…·Ｉ（ｇｒ）为
特征列各初式乘积，则多项式组∑的零点集具有结构：

ｚｅｒｏ（∑）＝ｚｅｒｏ（Ｇ／Ｉ）∪∪
ｒ

ｉ＝１
ｚｅｒｏ（∑，Ｉ（ｇｉ））．

对于多项式组｛∑，Ｉ（ｇｉ）｝零点集，可利用命题３反
复迭代求解，直至某次迭代过程特征列初式乘积为常

数．称特征列各多项式初式中含有的变元为迭代变元．
由定理１，多项式方程组∑＝０的解中取值为“１”的

变元一定包含于属性约简中，又由于单元多项式的加入

可加快迭代求解效率，所以对于分解过程特征列初式乘

积中出现的迭代变元 ｘｉ，只需考虑｛∑，（１－ｘｉ）｝用吴方
法继续求解．若｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ｝为特征列 Ｇ各多项式初
式中出现的变元集，则分辨函数子句多项式组∑零点集

的结构为：ｚｅｒｏ（∑）＝ｚｅｒｏ（Ｇ／Ｉ）∪∪
ｋ

ｉ＝１
ｚｅｒｏ（∑，（１－ｘｉ））．

由零点分解定理，分辨函数子句多项式组∑零点
分解过程形成一颗树结构，称为分解树．每个节点都将
产生多项式组∑的一个候选零点（该零点可能是其他
零点的子集，称产生子集零点的节点为冗余节点），最

终需将所有零点合并去除成为子集的零点．冗余节点
对求解效率具有重要影响，分解过程产生冗余节点和

最终合并过程删除冗余节点均需消耗时间，故分解过

程需要有效避免冗余节点的产生．叶节点对应的特征
列，其初式乘积为常数（１或者１），叶节点不再进一步
迭代分解，分解过程会在有限步终止．
３４ 变元定序

同一多项式组在不同变元序下求得的特征列差异

较大，从而影响后续零点分解效率．粗糙集理论中可依
据属性重要度进行变元定序．基于吴方法求取属性约
简的过程只依赖分辨函数子句多项式组，在分辨函数

基础上定义两种属性重要度：

（１）ＳＩＧ（ａ）＝ＰＤＦ（ａ），ＰＤＦ（ａ）表示属性 ａ在分辨
函数ＤＦ中出现的频度．

（２）ＳＩＧ（ａ）／Ｌｋ＝ＰＤＦ（ａ）／Ｌｋ，ＰＤＦ（ａ）／Ｌｋ表示属性
ａ在长度为ｋ的子句集中出现的频度．若多个属性在长
度为 ｋ的子句集中出现频度相同，则考虑这些属性在
长度为 ｋ＋１的子句中出现的频度，依次下去．

依据属性重要度有两种变元序：

（１）属性重要度越高，其在变元序中次序越低．
（２）属性重要度越高，其在变元序中次序越高．
直观上，属性重要度越高的属性需要优先分解出

来．根据吴方法中基列构造算法，秩最低的多项式先被
选取，故属性重要度越高的属性在变元序中其次序应

越低．不同属性重要度定义下，对两种变元序都进行了
实验，实验结果参见第四节．
３５ 迭代策略

分析发现零点分解过程若增加迭代控制策略可极

大减少分解过程产生的冗余节点，提高求解效率．引入
如下两种迭代控制策略．

深度迭代策略：某次分解迭代过程若同时出现多

个迭代变元，则依属性重要度选择迭代变元，属性重要

度高的变元优先进行迭代．若多项式组∑＝｛ｆ１，ｆ２，…，
ｆｓ｝分解下一步加入迭代变元 ｘ，则由定理５，只需考虑
｛∑－｛ｆｉ｜ｘ∈ｆｉ，ｆｉ∈∑｝，（１－ｘ）｝求解即可，即 ｚｅｒｏ（∑，
（１－ｘ））＝ｚｅｒｏ（∑－｛ｆｉ｜ｘ∈ｆｉ，ｆｉ∈∑｝，（１－ｘ））．
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宽度迭代策略：若多项式组∑＝｛ｆ１，ｆ２，…，ｆｓ｝在首
次分解过程产生迭代变元｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ｝，按属性重要
度排序为 ｘ１＞ｘ２＞…＞ｘｋ，依据深度迭代策略，ｘｉ优先
ｘｉ＋１进行迭代．在变元 ｘｉ进行深度迭代分解过程后，包
含变元 ｘｉ的候选零点均已求取．故多项式组｛∑，（１－
ｘｉ）｝深度迭代分解完成后，对于多项式组｛∑，（１－
ｘｉ＋１）｝则不需再次考虑变元 ｘｉ，即在 ｘｉ进行迭代后，对
于 ｘｉ＋１，只需考虑｛∑ ＼｛ｘｉ｝，（１－ｘｉ＋１）｝．其中∑ ＼｛ｘｉ｝
表示，若多项式组∑中多项式 ｆｊ（ｊ＝１，２，…，ｓ）含有变
元 ｘｉ，则从 ｆｊ中删除变元ｘｉ．若从多项式组∑中删除某
变元后，存在某一多项式变为空，则迭代终止．

吴零点分解过程，采用深度优先原则．当根节点确
定变元序后，后续分解过程若不再改变该变元序，则称

此变元序为静态序．由深度和宽度迭代策略可知，节点
多项式组∑ｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ，Ｎ为分解产生的节点数）
动态改变，初始确定的变元序已不能正确反应后续节

点多项式组中变元重要性，故需要针对具体节点多项

式组∑ｉ动态调整变元序，称此动态改变的变元序为动

态序．实验对静态序和动态序进行了对比分析，实验结
果参见第四节．
３６ 复杂度分析

给定决策表 ＤＴ＝（Ｕ，Ｃ∪Ｄ，Ｖ，ρ），｜Ｕ｜＝ｎ，｜Ｃ｜
＝ｍ．基于吴方法的属性约简主要分为两步：（１）生成分
辨函数 ＤＦ；（２）吴零点分解．

（１）生成分辨函数 ＤＦ
算法实现过程，用一链表存储当前分辨函数 ＤＦ．

若生成一非空 ＤＭ元素，则采用一次吸收律，始终保持
当前 ＤＦ长度最短，使得后续非空矩阵元素采用吸收律
过程中具有最少比较次数．

Ｋｏｍｏｒｏｗｓｋｉ等人［１０］说明 ｍ个属性，其两两互不包
含的子集数目最多为 Ｃ?ｍ／２」ｍ ，又由于对于 ｎ个对象，最
多产生 ｎ·（ｎ－１）／２个非空矩阵元素．故最坏情况，采
用吸收律过程中分辨函数 ＤＦ长度最多为 ｍｉｎ（Ｃ?ｍ／２」ｍ ，

ｎ·（ｎ－１）／２），故一非空矩阵元素采用吸收律最多需比
较ｍｉｎ（ｍ·Ｃ?ｍ／２」ｍ ，ｍ·ｎ·（ｎ－１）／２）次．所以最坏情况生
成分辨函数时间复杂度为 ｍｉｎ（Ｏ（ｎ２·Ｃ?ｍ／２」ｍ ·ｍ），Ｏ（ｎ２

·ｎ２·ｍ））．
（２）吴零点分解
设分辨函数子句多项式组为∑＝｛ｆ１，ｆ２，…，ｆｓ｝，吴

零点分解产生的节点数为 Ｎ．每个节点特征列计算中，
首先需要确定每个子句对应多项式在给定序下的秩，

由定理４，只需变元间简单比较，时间复杂度为 Ｏ（ｍ），
对于 ｓ个子句时间复杂度为Ｏ（ｓ·ｍ）；其次判定每个子
句是否为基列中元素，根据吴方法基列构造算法，时间

复杂度为 Ｏ（ｓ２·ｍ），若采用快速排序按秩的大小先对
子句进行排序，时间复杂度可降为 Ｏ（ｓ·ｌｏｇ（ｓ）·ｍ）．

零点分解过程每个节点都将对应一次特征列计

算，分解总时间复杂度为 Ｏ（Ｎ·ｓ·ｌｏｇ（ｓ）·ｍ）．由于分辨
函数各子句互不包含，故 ｓ≤Ｃ?ｍ／２」ｍ ，最坏情况，分解总

时间复杂度为 Ｏ（Ｎ·Ｃ?ｍ／２」ｍ ·ｌｏｇ（Ｃ?ｍ／２」ｍ ）·ｍ）．
候选零点合并需删除成为子集的零点集，其合并

过程可类似 ＤＦ生成过程．由于分解过程共产生 Ｎ个
候选零点，每个候选零点最多含有 ｍ个属性，合并时间
复杂度为ｍｉｎ（Ｏ（Ｎ·Ｃ?ｍ／２」ｍ ·ｍ），Ｏ（Ｎ·Ｎ·ｍ））．

综上所述，基于吴方法的属性约简算法总时间复杂

度最坏情况下为：ｍｉｎ（Ｏ（ｎ２·Ｃ?ｍ／２」ｍ ·ｍ），Ｏ（ｎ４·ｍ））＋Ｏ
（Ｎ·Ｃ?ｍ／２」ｍ ·ｌｏｇ（Ｃ?ｍ／２」ｍ ）·ｍ）＋ｍｉｎ（Ｏ（Ｎ·Ｃ?ｍ／２」ｍ ·ｍ），
Ｏ（Ｎ２·ｍ））．生成分辨函数 ＤＦ时间复杂度跟决策表本
身有关，而吴零点分解与分解过程产生的节点数 Ｎ有
关，减少分解过程产生的冗余节点将有益于算法效率的

提高．

４ 实验分析

实验硬件环境为：ＣＰＵ：ＩｎｔｅｌＰｅｎｔｉｕｍＤｕａｌＣｏｒｅＥ２１４０
１．６ＧＨｚ；内存：１Ｇ；操作系统：ＷｉｎｄｏｗｓＸＰ，程序在ＶＣ６．０
环境实现．实验数据集分为两部分：ＵＣＩ数据集和人工
数据集．
４１ ＵＣＩ数据集

本文选择了８个ＵＣＩ数据集，其分辨函数和属性约
简结果如表１所示．两种属性重要度定义下分别对“属
性重要度高变元序高”和“属性重要度高变元序低”两

种变元序进行了实验，同时与随机序进行了比较．实验
结果如表２所示．

由表２实验结果分析，两种属性重要度定义下，“属
性重要度高变元序低”零点分解过程产生的节点数都

要优于“属性重要度高变元序高”和随机序．绝大多数
数据集（除 ｚｏｏ数据集外），ＤＦＬ“属性重要度高变元序
低”零点分解过程产生的节点数优于ＤＦＦ．

表３给出了增加迭代策略以及采用动态序后吴方
法求解时间对比．在静态序下，加入迭代策略后分解产
生的节点数远小于无迭代策略下产生的节点数．分解
过程采用动态序则进一步减少了分解过程产生的冗余

节点，使得产生的节点数更接近实际属性约简数．由表
３分析，零点分解过程中加入迭代策略并且采用动态变
元序，吴方法求解所有属性约简具有最佳效率．

对ＵＣＩ数据集，由表 ３进一步可知，求解时间主要
集中于分辨函数构造过程．一旦求得分辨函数，基于吴
方法即可快速求取所有属性约简．
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表１ ＵＧＩ数据集基本情况

数据集 对象数 属性数
子句 属性约简

Ｎｕｍ Ｍａｘ Ｍｉｎ Ａｖｇ Ｃｏｒｅ 总约简数 最小约简数 最大长度 最小长度

ｚｏｏ １０１ １７ １４ ６ １ ３ ２ ３３ ７ ７ ５
ｗｉｎｅ １７８ １４ ２９ ６ ２ ３ ０ ４２ ６ ８ ５
ｂｒｅａｓｔ ６９９ １０ １９ ５ １ ３ １ ２０ ８ ５ ４
ｔｉｃｔａｃｔｏｅ ９５８ １０ ３６ ２ ２ ２ ０ ９ ９ ８ ８
ｃｈｅｓｓ ３１９６ ３７ ２９ ２ １ １ ２７ ４ ４ ２９ ２９
ｍｕｓｈｒｏｏｍ ８１２４ ２２ ２６ １１ ２ ５ ０ ２０３ ３ ８ ４
ｍｏｎｋ１ １２４ ７ ３ １ １ １ ３ １ １ ３ ３

ｓｏｙｂｅａｎｓｍａｌｌ ４７ ３６ ９９ １４ ６ ９ ０ ７６５ ４ ８ ２

注：１．Ｎｕｍ、Ｍａｘ、Ｍｉｎ和Ａｖｇ分别表示分辨函数子句数目、子句最大长度、子句最小长度和子句平均长度．
２Ｃｏｒｅ表示数据集的核属性数目；最小约简指约简集中含有属性数最少的约简．
３ｍｕｓｈｒｏｏｍ数据集去除了含有大量缺省值的属性列，条件属性数减少１．

表２ 属性序对吴方法求解效率的影响

数据集
随机序 度高序高（ＤＦＦ） 度高序低（ＤＦＦ） 度高序高（ＤＦＬ） 度高序低（ＤＦＬ）

节点数 时间 节点数 时间 节点数 时间 节点数 时间 节点数 时间

ｚｏｏ １１０３ ０．１２５ １９８３ ０．２０３ ２４６ ０．０３１ ４１１４ ０．４２１ ３２９ ０．０４６
ｗｉｎｅ １３８６２ ４．３１２ ３３８１３ ３１．５７８ ６４１７ １．６５６ １２３１０１ ６１．８２８ １８４９ ０．３４３
ｂｒｅａｓｔ ３２６ ０．２６５ ２６８ ０．２６５ １３４ ０．２５ ３３１ ０．２６５ １２９ ０．２５
ｔｉｃｔａｃｔｏｅ ９ ０．５４６ ９ ０．５４６ ９ ０．５４６ ９ ０．５４６ ９ ０．５４６
ｃｈｅｓｓ ５ ７．５９３ ５ ７．５９３ ５ ７．５９３ ５ ７．５９３ ５ ７．５９３
ｍｕｓｈｒｏｏｍ ＞３０００００ ＞３００ ＞３０００００ ＞３００ ３７７８５ １３５．６８７ ＞３０００００ ＞３００ ３６９５０ １３４．３４７
ｍｏｎｋ１ １ ０．０１５ １ ０．０１５ １ ０．０１５ １ ０．０１５ １ ０．０１５

ｓｏｙｂｅａｎｓｍａｌｌ ＞３０００００ ＞３００ ＞３０００００ ＞３００ ＞３０００００ ＞３００ ＞３０００００ ＞３００ ＞３０００００ ＞３００

注：１时间单位均采用ｓ，时间＞３００表示在３００ｓ内没有求出所有属性约简结果．
２ＤＦＦ、ＤＦＬ分别表示依据属性重要度（１）和（２）．

表３ 迭代策略对吴方法求解效率的影响

数据集
无迭代策略（静态序） 有迭代策略（静态序） 有迭代策略（动态序）

节点数 ＤＦ时间 吴时间 总时间 节点数 ＤＦ时间 吴时间 总时间 节点数 ＤＦ时间 吴时间 总时间

ｚｏｏ ３２９ ０．０１５ ０．０３１ ０．０４６ ４３ ０．０１５ ０ ０．０１５ ３６ ０．０１５ ０ ０．０１５
ｗｉｎｅ １８４９ ０．０４６ ０．２９７ ０．３４３ ６８ ０．０４６ ０ ０．０４６ ５０ ０．０４６ ０ ０．０４６
ｂｒｅａｓｔ １２９ ０．２３４ ０．０１６ ０．２５ ３２ ０．２３４ ０ ０．２３４ ２８ ０．２３４ ０ ０．２３４
ｔｉｃｔａｃｔｏｅ ９ ０．５３１ ０．０１５ ０．５４６ ９ ０．５３１ ０ ０．５３１ ９ ０．５３１ ０ ０．５３１
ｃｈｅｓｓ ５ ７．５９３ ０ ７．５９３ ４ ７．５９３ ０ ７．５９３ ４ ７．５９３ ０ ７．５９３
ｍｕｓｈｒｏｏｍ ３６９５０ １０５．６２８ ２８．７１９ １３４．３４７ ４２３ １０５．６２８ ０．０６２ １０５．６９ ２３２ １０５．６２８ ０．０１６ １０５．６４４
ｍｏｎｋ１ １ ０．０１５ ０ ０．０１５ １ ０．０１５ ０ ０．０１５ １ ０．０１５ ０ ０．０１５

ｓｏｙｂｅａｎｓｍａｌｌ ＞３０００００ ０．０１５ ＞３００ ＞３００ ２８８７ ０．０１５ １．７１９ １．７３４ １０１２ ０．０１５ ０．２１９ ０．２３４

注：时间单位采用ｓ，时间为０表示小于０００１ｓ；变元序均采用“ＤＦＬ属性重要度高变元序低”的原则．

４２ 人工数据集

人工数据集为随机生成，对象数依次从１０增加到
５０，步长为１０；属性数依次从１０增加到５０，步长为５，每
个属性在０～９中随机取值．共生成４５个数据集，每个
数据集最后一列作为决策属性．

由于人工数据集对象间没有必然联系，随对象数

和属性数增加，分辨函数含有的子句数和子句中所含

有的属性数大大增加．属性组合数的增加导致候选属
性约简数上升，吴零点分解过程若无良好迭代控制策

略将产生较多冗余节点，导致求解效率下降．以对象数
为１０的数据集为例，加入迭代策略前后求解时间对比
如图１所示．在有迭代策略下，动态序和静态序下产生
的节点情况如图２所示．

从图１可知，迭代策略对求解效率产生巨大影响，
吴零点分解过程加入迭代策略后，求解效率远优于无

迭代策略情况，随属性数目增加，这种优势越明显．在
无迭代策略情况下，对象数大于３０的数据集将很难求
出所有属性约简结果．由图２知，相比静态序，动态序下
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产生的节点数更接近实际属性约简数．随属性数目增
加，静态序产生的节点数偏离属性约简数越大，求解效

率下降越快．虽然动态序下产生的节点数随属性数目
增加偏离属性约简数也增加，但偏离的程度远小于静

态序，从而动态序的求解效率要远好于静态序．
Ｓｋｏｗｒｏｎ提出的分辨函数法是迄今常采用的一种非

穷举型计算决策表全部属性约简的方法．图３以对象数
为４０的数据集为例，给出了采用吴方法和直接采用吸
收律和乘法律转化的方法求解所有属性约简的时间对

比．随属性数目增加，基于吴方法的求解时间要优于
Ｓｋｏｗｒｏｎ直接转化方法，并且属性数目越多，优势越明

显．对于对象数和属性数均为 ５０的数据集，采用
Ｓｋｏｗｒｏｎ直接转化方法需要耗费较长时间才能求取所有
属性约简．

５ 结论

本文基于吴方法，从代数方程组角度给出了求解

所有属性约简的一种新思路，该新思路不局限于相容

决策表，对于信息系统（不含决策属性）和不相容决策

表，在合理构建分辨矩阵、求得分辨函数后，均可采用

该思路求解所有属性约简．基于代数方程组观点的属
性约简新思路，为发掘决策表中的各种信息提供了有

力支持，并对数据挖掘的发展具有重要价值．

参考文献：

［１］ＰａｗｌａｋＺ，ＳｋｏｗｒｏｎＡ．Ｒｕｄｉｍｅｎｔｓｏｆｒｏｕｇｈｓｅｔｓ［Ｊ］．Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ
Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，２００７，１７７（１）：３－２７．

［２］ＷｏｎｇＳＫＭ，ＺｉａｒｋｏＷ．Ｏｎｏｐｔｉｍａｌｄｅｃｉｓｉｏｎｒｕｌｅｓｉｎｄｅｃｉｓｉｏｎ
ｔａｂｌｅｓ［Ｊ］．ＢｕｌｌｅｔｉｎｏｆＰｏｌｉｓｈＡｃａｄｅｍｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅｓ，１９８５，３３（１１
－１２）：６９３－６９６．

［３］杨明．决策表中基于条件信息熵的近似约简［Ｊ］．电子学
报，２００７，３５（１１）：２１５６－２１６０．
ＹａｎｇＭｉｎｇ．Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｒｅｄｕｃｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌｉｎｆｏｒ
ｍａｔｉｏｎｅｎｔｒｏｐｙｉｎｄｅｃｉｓｉｏｎｔａｂｌｅｓ［Ｊ］．ＡｃｔａＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃａＳｉｎｉｃａ，
２００７，３５（１１）：２１５６－２１６０．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［４］苗夺谦，胡桂荣．知识约简的一种启发式算法［Ｊ］．计算机
研究与发展，１９９９，３６（６）：６８１－６８４．
ＭｉａｏＤｕｏｑｉａｎ，ＨｕＧｕｉｒｏｎｇ．Ａｈｅｕｒｉｓｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｒｅｄｕｃｔｉｏｎ
ｏｆｋｎｏｗｌｅｄｇｅ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＲｅｓｅａｒｃｈ＆Ｄｅｖｅｌｏｐ
ｍｅｎｔ，１９９９，３６（６）：６８１－６８４．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［５］胡峰，王国胤．属性序下的快速约简算法［Ｊ］．计算机学
报，２００７，３０（８）：１４２９－１４３５．
ＨｕＦｅｎｇ，ＷａｎｇＧｕａｎｇｙｉｎ．Ｑｕｉｃｋｒｅｄｕｃｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｂａｓｅｄｏｎ
ａｔｔｒｉｂｕｔｅｏｒｄｅｒ［Ｊ］．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒｓ，２００７，３０（８）：
１４２９－１４３５．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［６］ＷａｎｇＪ，ＭｉａｏＤＱ．Ａｎａｌｙｓｉｓｏｎａｔｔｒｉｂｕｔｅｒｅｄｕｃｔｉｏｎｓｔｒａｔｅｇｉｅｓｏｆ
ｒｏｕｇｈｓｅｔ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，
１９９８，１３（２）：１８９－１９３．

［７］ＳｋｏｗｒｏｎＡ，ＲａｕｓｚｅｒＣ．Ｔｈｅｄｉｓｃｅｒｎｉｂｉｌｉｔｙｍａｔｒｉｃｅｓａｎｄｆｕｎｃ
ｔｉｏｎｓｉｎｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍｓ［Ａ］．ＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔＤｅｃｉｓｉｏｎＳｕｐｐｏｒｔ
ＨａｎｄｂｏｏｋｏｆＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓａｎｄＡｄｖａｎｃｅｓｏｆｔｈｅＲｏｕｇｈＳｅｔｓ
Ｔｈｅｏｒｙ［Ｃ］．Ｄｏｒｄｒｅｃｈｔ：ＫｌｕｗｅｒＡｃａｄｅｍｉｃＰｕｂｌｉｓｈｅｒｓ，１９９１．３３１
－３６２．

［８］吴文俊．几何定理机器证明的基本原理［Ｍ］．北京：科学
出版社，１９８４．
ＷｕＷｅｎｊｕｎ．ＢａｓｉｃＰｒｉｎｃｉｐｌｅｓｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＴｈｅｏｒｅｍＰｒｏｖｉｎｇ
ｉｎＧｅｏｍｅｔｒｉｅｓ［Ｍ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＳｃｉｅｎｃｅＰｒｅｓｓ，１９８４．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［９］贺思敏，张钹．用吴方法求解可满足性问题（Ｉ）—算法变
换［Ｊ］．计算机学报，１９９８，２１（８）：７９－８５．

６２０１ 电 子 学 报 ２０１０年



ＨｅＳｉｍｉｎ，ＺｈａｎｇＢｏ．ＳｏｌｖｉｎｇｓａｔｉｓｆｉａｂｉｌｉｔｙｐｒｏｂｌｅｍｂｙＷｕ’ｓ
ｍｅｔｈｏｄ（Ｉ）Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｔｒａｎｓｆｏｒｍ［Ｊ］．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍ
ｐｕｔｅｒｓ，１９９８，２１（８）：７９－８５．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１０］ＫｏｍｏｒｏｗｓｋｉＪ，ｅｔａｌ．Ｒｏｕｇｈｓｅｔｓ：Ａｔｕｔｏｒｉａｌ［Ａ］．ＲｏｕｇｈＦｕｚｚｙ
Ｈｙｂｒｉｄｉｚａｔｉｏｎ：ＡＮｅｗＴｒｅｎｄｉｎＤｅｃｉｓｉｏｎＭａｋｉｎｇ［Ｃ］．Ｓｉｎｇａ
ｐｏｒｅ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，１９９９．３－９８．

作者简介：

苗夺谦 男，１９６４年生，教授，博士生导师．
中国科学院自动化研究所模式识别与智能系统

专业博士毕业．研究方向为粗糙集理论、粒计算、
Ｗｅｂ智能、模式识别等．
Ｅｍａｉｌ：ｍｉａｏｄｕｏｑｉａｎ＠１６３．ｃｏｍ

周 杰 男，１９８２年生，同济大学电子与信
息工程学院博士研究生．研究方向为粗糙集理论
与应用、数据挖掘等．
Ｅｍａｉｌ：ｊｉｅ－ｊｐｕ＠１６３．ｃｏｍ

张 楠 男，１９７９年生，同济大学电子与信息工程学院博士研究
生．研究方向为机器学习、粗糙集理论与应用等．

冯琴荣 女，１９７２年生，同济大学电子与信息工程学院博士研究
生．研究方向为多维数据模型、数据挖掘等．

王睿智 女，１９６８年生，同济大学电子与信息工程学院博士、讲
师．研究方向为生物信息学、模式识别等．

７２０１第 ５ 期 苗夺谦：基于代数方程组的属性约简研究




