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摘 要： 本文提出一种适用于非线性系统状态的粒子估计算法———基于 Ｓｈ相关系数的粒子估计（ＰＥ）算法．该
算法主要由预测、更新和平滑组成，利用被估计状态观测值路径和粒子观测值路径之间的 Ｓｈ相关系数来修正粒子权
值．仿真实验结果表明，该算法在状态估计精度上优于序列重要性重采样（ＳＩＲ）算法、辅助粒子滤波（ＡＰＦ）算法、正则化
粒子滤波（ＲＰＦ）算法、高斯粒子滤波（ＧＰＦ）算法和高斯混合粒子滤波（ＧＳＰＦ）算法．
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１ 引言

非线性系统状态估计一直受到国内外学者的广泛

重视，成为一个具有重要理论和使用价值的热点研究课

题．粒子滤波是近年来逐步兴起的一种适用于非线性系
统状态估计的滤波方法，其在统计信号处理、经济学、生

物统计学、通信、目标跟踪、故障诊断、卫星导航和声纳

定位等领域均有广泛的应用前景．
状态空间模型是一种描述系统特性的时域模型，其

中时间作为隐含的自变量，它包括：（１）系统模型，用于
描述系统状态随时间演变的过程；（２）观测模型，用于将
系统输出和系统状态联系起来．

ｘｋ＝ｆ（ｘｋ－１，ｕｋ－１） （系统模型） （１）
ｙｋ＝ｈ（ｘｋ，ｖｋ） （观测模型） （２）

其中，ｆ（·）和 ｈ（·）为已知函数，系统噪声 ｕｋ－１和观测噪
声 ｖｋ的概率密度已知，ｘｋ代表系统在ｋ时刻的状态变
量，ｙｋ代表ｘｋ的观测值，ｕｋ－１和 ｖｋ相互独立且独立于系
统状态．

上述状态空间模型的统计描述方式如下：对应于系

统模型有系统状态转移概率密度 ｐ（ｘｋ｜ｘｋ－１）；对应于
观测模型有系统状态的观测似然概率密度 ｐ（ｙｋ｜ｘｋ）．

递归贝叶斯状态估计方法通过预测和更新来得到

状态的后验概率密度 ｐ（ｘｋ｜ｙ１：ｋ）（这里 ｙ１∶ｋ＝｛ｙｉ∶ｉ＝１，
…，ｋ｝）．若 ｋ－１时刻状态的后验概率密度 ｐ（ｘｋ－１｜
ｙ１∶ｋ－１）已经得到，则 ｋ时刻状态的先验概率密度ｐ（ｘｋ｜
ｙ１∶ｋ－１）可由下式得到

ｐ（ｘｋ｜ｙ１∶ｋ－１）＝∫ｐ（ｘｋ｜ｘｋ－１）ｐ（ｘｋ－１｜ｙ１∶ｋ－１）ｄｘｋ－１
（３）

当 ｋ时刻状态观测值ｙｋ获得后，ｋ时刻状态的后
验概率密度ｐ（ｘｋ｜ｙ１∶ｋ）可由式（４）得到

ｐ（ｘｋ｜ｙ１∶ｋ）＝
ｐ（ｙｋ｜ｘｋ）ｐ（ｘｋ｜ｙ１∶ｋ－１）

ｐ（ｙｋ｜ｙ１∶ｋ－１）
（４）

其中，ｐ（ｙｋ｜ｙ１∶ｋ－１）＝∫ｐ（ｙｋ｜ｘｋ）ｐ（ｘｋ｜ｙ１∶ｋ－１）ｄｘｋ （５）

ｐ（ｙｋ｜ｘｋ）＝∫δ（ｙｋ－ｈ（ｘｋ，ｖｋ））ｐ（ｖｋ）ｄｖｋ （６）

这里，δ（·）是 Ｄｉｒａｃｄｅｌｔａ函数，ｐ（ｖｋ）是 ｖｋ的概率密度
函数．
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粒子滤波是上述递归贝叶斯状态估计的一种蒙特

卡洛实现方法．它定义了一些粒子（每个粒子指一个带
有权值的状态样本），让它们通过系统模型按时间顺序

向前传播，从而得到各时刻系统的状态样本，并利用这

些粒子来代表所求状态的后验概率密度．Ｇｏｒｄｏｎ等在
１９９３年提出第一个粒子滤波算法———序列重要性重采
样算法（ＳＩＲ），其执行过程如下［１］：

（１）预测：从系统状态转移概率密度中抽取新粒
子，即 ｘｋ（ｉ）～ｐ（ｘｋ｜ｘｋ－１（ｉ））（ｉ＝１，２，…，Ｎ）；

（２）更新：计算各新粒子的归一化权值 ｑｋ（ｉ），

ｑｋ（ｉ）＝
ｐ（ｙｋ｜ｘｋ（ｉ））

∑
Ｎ

ｊ＝１
ｐ（ｙｋ｜ｘｋ（ｊ））

（７）

从而得到一组粒子｛（ｘｋ（ｉ），ｑｋ（ｉ）），ｉ＝１，２，…，
Ｎ｝，使 ｋ时刻状态变量ｘｋ的概率密度ｐ（ｘｋ｜ｙ１∶ｋ）可近
似表示为

ｐ（ｘｋ｜ｙ１∶ｋ）≈∑
Ｎ

ｉ＝１
ｑｋ（ｉ）δ（ｘｋ－ｘｋ（ｉ）） （８）

可估计 ｘｋ如下：

ｘ^ｋ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｑｋ（ｉ）ｘｋ（ｉ） （９）

（３）粒子重采样
上述算法中的粒子重采样是为了缓解粒子退化现

象．粒子退化指算法经过若干次迭代后，少数粒子的权
值很大，而大多数粒子的权值很小甚至于可以忽略不

计．这意味着大量计算工作将浪费在那些对状态估计
几乎不起作用的粒子的更新上．

１９９９年 Ｐｉｔｔ和Ｓｈｅｐｈａｒｄ［２］提出辅助粒子滤波（ＡＰＦ）
算法．同ＳＩＲ相比，ＡＰＦ的重采样考虑了系统状态的最
新观测值，使下一时刻的预测粒子接近真实状态的可

能性更高．实际应用中当系统状态转移噪声较小时该
算法好于 ＳＩＲ算法［３］．２００１年 Ｍｕｓｓｏ［４］提出正则化粒子
滤波（ＲＰＦ）算法．ＲＰＦ在一个连续分布上进行重采样，
克服 ＳＩＲ算法中存在的粒子多样性匮乏问题．实际应用
中该算法在粒子多样性匮乏问题较严重的情况下（例

如，当系统状态转移噪声较小时）好于 ＳＩＲ算法［３］．２００３
年Ｋｏｔｅｃｈａ［５］提出高斯粒子滤波（ＧＰＦ）算法．该算法用一
个高斯分布近似系统状态概率密度．当高斯假设成立
时该算法是渐进最优算法［３］．随后，Ｋｏｔｅｃｈａ［６］等为了解
决服从非高斯分布的状态估计问题，提出了高斯混合

粒子滤波（ＧＳＰＦ）算法．该算法使用一批高斯分布的加
权求和作为服从非高斯分布的系统状态的近似分布．
该算法在估计一个服从重尾非高斯分布的系统状态时

取得了好于高斯混合滤波和 ＳＩＲ的效果．２００８年我们［７］

提出基于观测路径相似性的粒子估计算法．算法由对
当前时刻状态的滤波操作和对过去时刻状态的平滑操

作组成．该算法利用皮尔逊相关系数或肯德尔相关系
数来度量系统状态实际观测值路径和粒子观测值路径

的相似度，再利用该相似度修正粒子权值，使状态估计

精度远优于ＳＩＲ、ＡＰＦ、ＲＰＦ和ＧＰＦ［７］．虽然该算法中的平
滑操作改善了状态估计精度，但同时也降低了状态估

计的实时性．同年，我们［８］提出基于观测路径相似性重
采样的粒子滤波算法（ＰＡＰ算法和 ＰＡＡ算法）．该算法
仍利用系统状态实际观测值路径和粒子观测值路径的

相似度修正粒子权值，算法中不存在平滑操作，状态估

计精度也优于ＳＩＲ、ＡＰＦ、ＲＰＦ和ＧＰＦ［８］．

２ 基于Ｓｈ相关系数的粒子估计算法

当观测噪声较小时如果一个粒子的观测值路径靠

近系统状态的观测值路径，则该粒子的路径靠近系统

状态的路径的可能性更高．我们可以计算这两种观测
值路径之间的相似程度，当相似程度较高时表示该粒

子接近系统状态的程度较高，反之，则表示该粒子接近

系统状态的程度较低．我们利用该相似程度值去修正
粒子的权值，以期望获得更高的非线性系统状态估计

精度．本文中我们利用 Ｓｈ相关系数来度量上述两种观
测值路径的相似程度．Ｓｈ相关系数是一种基于形状的
时间序列相似性度量参数，其定义如下［９］：

Ｓｈ（ｘ，ｙ）＝１－ Ｘ′Ｙ 

Ｘ ２

 

Ｙ ２
（１０）

其中，ｘ＝｛ｘｉ｝ｎｉ＝１和 ｙ＝｛ｙｉ｝ｎｉ＝１是两个 ｎ维矢量，Ｘ＝
｛ｘｉ－Ｅ（ｘ）｝ｎｉ＝１，Ｙ＝｛ｙｉ－Ｅ（ｙ）｝ｎｉ＝１．

令 Ｘｋ＝｛｛ｘｊ（ｉ）｝ｋｊ＝ｋ－Ｌ＋１｝Ｎｉ＝１代表 ｋ－Ｌ＋１时刻到
ｋ时刻的全部Ｎ个粒子的路径，其中，Ｌ≤ｋ是一个应被
预先指定的常量．令 Ｙｋ＝｛｛ｙｊ（ｉ）｝ｋｊ＝ｋ－Ｌ＋１｝Ｎｉ＝１是这些粒
子路径的观测值路径，其中的 ｙｊ（ｉ）可以利用观测模型
计算如下：

ｙｊ（ｉ）＝ｈ（ｘｊ（ｉ），０） （１１）
令 Ｙｋ＝｛ｙｊ｝ｋｊ＝ｋ－Ｌ＋１代表 ｋ－Ｌ＋１时刻到 ｋ时刻实

际观测得到的系统状态观测值路径．这样，我们计算这
两种路径之间Ｓｈ相关系数如下：

ｓｈｋ（ｉ）＝Ｓｈ ｙｊ（ｉ{ }） ｋ
ｊ＝ｋ－Ｌ＋１，ｙ{ }ｊ ｋｊ＝ｋ－Ｌ( )＋１ （１２）

其中，ｓｈｋ（ｉ）代表从 ｋ－Ｌ＋１时刻到 ｋ时刻第ｉ个粒子
的观测值路径和系统状态观测值路径之间的相似程

度．考虑到 Ｓｈ相关系数取值大于等于零和相似程度越
高时其数值越小的特点，我们利用下式来处理 ｓｈｋ（ｉ），
从而得到一个粒子权值修正因子 ｓｋ（ｉ）如下：

ｓｋ（ｉ）＝ｅα／（ｓｈｋ（ｉ）＋β） （１３）
其中，α和β在算法运行前需要预先设定，ｓｋ（ｉ）＞０．这
里，α＞０是一个缩放比例因子；β的取值范围一般为０＜

β＜１，其作用仅是避免当 ｓｈｋ（ｉ）＝０时α／ｓｈｋ（ｉ）→∞．
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分别计算各粒子在 ｋ时刻和ｋ－Ｌ＋ｌ时刻的权值
ｑｋ（ｉ）和 ｑｋ－Ｌ＋ｌ（ｉ）如下：

ｑｋ（ｉ）＝ｓｋ（ｉ）×ｐ（ｙｋ｜ｘｋ（ｉ）） （１４）
ｑｋ－Ｌ＋ｌ（ｉ）＝ｓｋ（ｉ）×ｐ（ｙｋ－Ｌ＋ｌ｜ｘｋ－Ｌ＋ｌ（ｉ）） （１５）

其中，ｉ＝１，２，…，Ｎ，ｌ是一个应被预先指定的常量，１≤
ｌ＜Ｌ．归一化权值 ｑｋ（ｉ）和 ｑｋ－Ｌ＋ｌ（ｉ）如下：

ｑｋ（ｉ）＝
ｑｋ（ｉ）

∑
Ｎ

ｊ＝１
ｑｋ（ｊ）

，ｑｋ－Ｌ＋ｌ（ｉ）＝
ｑｋ－Ｌ＋ｌ（ｉ）

∑
Ｎ

ｊ＝１
ｑｋ－Ｌ＋ｌ（ｊ）

（１６）
这样，使用｛ｘｋ（ｉ），ｑｋ（ｉ）｝Ｎｉ＝１去近似 ｋ时刻的系统

状态概率密度 ｐ（ｘｋ｜ｙ１∶ｋ），使用｛ｘｋ－Ｌ＋ｌ（ｉ），ｑｋ－Ｌ＋ｌ
（ｉ）｝Ｎｉ＝１去近似 ｋ－Ｌ＋ｌ时刻的系统状态概率密度 ｐ
（ｘｋ－Ｌ＋ｌ｜ｙ１∶ｋ），即

ｐ（ｘｋ｜ｙ１∶ｋ）≈∑
Ｎ

ｉ＝１
ｑｋ（ｉ）δ（ｘｋ－ｘｋ（ｉ）） （１７）

ｐ（ｘｋ－Ｌ＋ｌ｜ｙ１∶ｋ）≈∑
Ｎ

ｉ＝１
ｑｋ－Ｌ＋ｌ（ｉ）δ（ｘｋ－Ｌ＋ｌ－ｘｋ－Ｌ＋ｌ（ｉ））

（１８）
在 ｋ时刻系统状态ｘｋ和ｘｋ－Ｌ＋ｌ被同时估计，对 ｘｋ

的估计属于滤波操作，对 ｘｋ－Ｌ＋ｌ的估计属于平滑操作．
基于Ｓｈ相关系数粒子估计算法的执行步骤如下：

（１）预测：该步骤同ＳＩＲ粒子滤波一样；
（２）更新：计算上述权值 ｑｋ（ｉ）和 ｑｋ－Ｌ＋ｌ（ｉ），估计

系统状态 ｘｋ和ｘｋ－Ｌ＋ｌ如下：

ｘｋ≈珋ｘｋ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｑｋ（ｉ）ｘｋ（ｉ） （滤波） （１９）

ｘｋ－Ｌ＋ｌ≈珋ｘｋ－Ｌ＋ｌ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｑｋ－Ｌ＋ｌ（ｉ）ｘｋ－Ｌ＋ｌ（ｉ） （平滑）

（２０）
上述步骤组成该算法的一次迭代过程．与通常的

粒子滤波算法不同，该算法由预测、更新和平滑组成．
同高斯粒子滤波算法一样，该算法无重采样步骤．

文献［１０］中Ｓｍｉｔｈ和Ｇｅｌｆａｎｄ的研究结果表明，贝叶
斯状态估计可以采用如下加权自助法实现：假设样本

｛ｘｋ（ｉ）｝Ｎｉ＝１是从一个连续概率密度函数 Ｇ（ｘ）中抽样得
到的，而欲求的概率密度与 Ｌ（ｘ）Ｇ（ｘ）（其中函数 Ｌ（ｘ）
已知）为常数比例关系，则当样本数 Ｎ→∞时由｛ｘｋ
（ｉ）｝Ｎｉ＝１及其权值｛Ｌ（ｘｋ（ｉ））／∑ Ｌ（ｘｋ（ｉ））｝Ｎｉ＝１组成的
离散分布趋近于这个欲求的概率密度．由式（４）可见，
欲求概率密度 ｐ（ｘｋ｜ｙ１∶ｋ）和状态观测似然函数与先验
概率密度 ｐ（ｘｋ｜ｙ１∶ｋ－１）之间的乘积呈常数比例关系．考
虑到式（１４）和式（１５）等号右边所示的乘积实质上表示
的就是状态观测似然函数值，如果将上述 Ｌ（ｘ）看作该
状态观测似然函数，将上述 Ｇ（ｘ）看作先验概率密度 ｐ
（ｘｋ｜ｙ１∶ｋ－１），显然本文算法是合理的．

３ 仿真结果

我们采用如下一维单变量的例子来进行仿真实

验：

ｘｋ＝
ｘｋ－１
２ ＋

２５ｘｋ－１
１＋ｘ２ｋ－１

＋８ｃｏｓ（１．２ｋ）＋ｕｋ－１

ｙｋ＝
ｘ２ｋ
２０＋ｖｋ

其中，ｘｋ为系统在ｋ时刻的状态，ｙｋ为系统状态ｘｋ的状
态观测值，ｕｋ－１、ｖｋ分别为状态转换过程噪声和状态观
测噪声．我们选择该例是因为它已在很多文献中被多
次使用［１～８］，并且具有高度的非线性，其观测似然函数

具有的双峰特性使其状态估计问题更加困难［５］．我们
采用 Ｃ语言分别编制了 ＳＩＲ、ＡＰＦ、ＲＰＦ、ＧＰＦ、ＧＳＰＦ、基于
ｓｈ相关系数的粒子估计算法程序．所有程序同时运行
在一台处理器为速度是１．７ＧＨｚ的 ＩｎｔｅｌＰｅｎｔｉｕｍ、内存容
量为１Ｇ的计算机上以进行仿真对比实验．为了叙述简
便，以下我们将基于 ｓｈ相关系数的粒子估计算法简写
为ＰＥ算法．

首先，我们采用同文献［５］一样的实验参数，比较
ＳＩＲ、ＡＰＦ、ＲＰＦ、ＧＰＦ和ＰＥ算法的估计精度．同文献［５］一
样，我们采用粒子总数 Ｎ＝１００，系统噪声服从正态分布
为 ｕｋ－１～Ｎ（０，１），观测噪声服从正态分布为 ｖｋ～Ｎ（０，
１），系统初始状态 ｘ０＝０１，进行 １００次仿真运行，采用
如下误差均方根值（ＲｏｏｔＭｅａｎＳｑｕａｒｅｄＥｒｒｏｒ，ＲＭＳＥ）反映
估计精度：

ＲＭＳＥ＝ １
５０００∑

４９９９

ｋ＝０
（ｘｋ－ｘ^ｋ）槡 ２ （２１）

其中，ｘｋ代表系统真实状态值，^ｘｋ代表系统状态估计
值．文献［５］中一次仿真运行的仿真时间为５００个时间
点，本文采用一次仿真时间为５０００个时间点以增强实
验的充分性．

我们在 ＰＥ算法中取 Ｌ＝５、ｌ＝２、α＝１８和β＝
００００００１．ＲＭＳＥ的实验结果显示在图１中，其对应的平
均值和方差值显示在表１中．
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由图１可见，ＰＥ算法在估计精度上明显优于ＳＩＲ
算法、ＡＰＦ算法、ＲＰＦ算法和 ＧＰＦ算法．由表 １可见，
ＰＥ算法的 ＲＭＳＥ平均值和 ＲＭＳＥ方差均下降为这四种
算法的５０％左右．

表１ 各算法 ＲＭＳＥ的平均值及其方法

ＳＩＲ ＡＰＦ ＲＰＦ ＧＰＦ ＰＥ

ＲＭＳＥ平均值 ３．４８５ ３．４６１ ４．１７０ ３．５６６ １．８２５

ＲＭＳＥ方差 ０．０１９ ０．０１４ ０．０２５ ０．０２３ ０．００７

文献［６］将其提出的高斯混合粒子滤波算法
（ＧＳＰＦ）用于服从重尾非高斯分布的系统状态估计问题
中，并以上述例子为例进行了实验仿真．仿真结果显示
该算法的有效性．这里，我们也采用同文献［６］一样的
实验参数进行仿真实验，即实验中系统噪声 ｕｋ服从如
文献［６］所述的重尾非高斯分布，观测噪声服从正态分
布为 ｖｋ～Ｎ（０，１），系统初始状态 ｘ０＝０１．为增强实验
的充分性，一次仿真时间为５０００个时间点，共进行１００
次仿真运行，仍采用误差均方根值（ＲＭＳＥ）反映估计精
度．在 ＰＥ算法中仍取 Ｌ＝５、ｌ＝２、α＝１８和β＝
００００００１．同文献［６］一样，在 ＧＳＰＦ算法中采用高斯分
布个数 Ｇ＝１６，每个高斯分布使用的粒子个数 Ｎｊ＝１００
（ｊ＝１，２，…，Ｇ），即在 ＧＳＰＦ算法中使用粒子总数为
１６００；而在 ＰＥ算法中我们仅使用粒子总数 Ｎ＝１００．
ＲＭＳＥ的实验结果显示在图２中，其对应的平均值和方
差值显示在表２中．

表２ ＧＳＰＦ算法和ＰＥ算法 ＲＭＳＥ的平均值及其方差

ＧＳＰＦ ＰＥ３

ＲＳＭＥ平均值 ３．１６３ ２．０２８

ＲＭＳＥ方差 ０．０５７ ０．０４０

由图２可见，ＰＥ算法在估计精度上明显优于 ＧＳＰＦ
算法．由表２可见，ＰＥ算法的 ＲＭＳＥ平均值下降为ＧＳＰＦ
算法的６４％，ＲＭＳＥ方差略小于 ＧＳＰＦ．值得一提的是，
上述实验中 ＧＳＰＦ算法使用的粒子总数为 １６００，而 ＰＥ
算法使用的粒子总数仅为 １００，是 ＧＳＰＦ算法的十六分
之一．

４ 结论

本文利用被估计状态观测值路和粒子观测值路径

之间的Ｓｈ相关系数来修正粒子权值，进而提出了基于
Ｓｈ相关系数的粒子估计算法．该算法适用于非线性系
统的状态估计问题，在估计精度上明显优于 ＳＩＲ、ＡＰＦ、
ＲＰＦ、ＧＰＦ和ＧＳＰＦ算法．
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