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通信网全端可靠性界的一种计算方法
冯海林 ,刘三阳 ,宋　月

(西安电子科技大学应用数学系 ,陕西西安 710071)

　　摘　要 :　用可靠性多项式计算网络全端可靠性的关键是多项式中系数的计算 ,精确计算各系数是一个 NP难问

题[1 ] .本文分析了网络的连通子网数与网络割集以及断集数的关系后 ,给出一种网络断集数的计算方法以及网络全端

可靠性多项式系数上下界的公式 ,适用于任何网络.最后在网络链路寿命服从指数分布时分析了某 SDH传输网络的

全端可靠性以及界的计算 ,以说明本文的方法.
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A Method for Calculating the Bound of All2Terminal
Reliability of Communication Network
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Abstract :　Computing the coefficients is the key to obtain the all2terminal reliability of communication by using reliability poly2
nomial ,and computing some coefficients exactly is NP2hard. After studying the relation between connected subnet numbers and the

cutest of the network ,this paper presents a method for computing the cutest numbers and a formula of the coefficient bounds of reliabil2
ity polynomial. Finally ,when the edge life is exponentially distributed ,the paper computes the bounds of all2terminal reliability of a

SDH network to demonstrate the method.
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1　引言
　　网络可靠性问题一直以来是网络设计和管理中的重要问

题[3～6 ] ,可靠性是保障网络正常运行的必要条件.网络的全端

可靠性指网络各个端点之间能够保持连通的能力 ,该能力可

以表述为网络部件在以一定概率发生故障的情况下 ,在规定

的时间和条件下 ,全网保持连通的概率.尽管对特殊的网络拓

扑[2 ,3 ]也能获得其精确的值.但对任意网络全端可靠性的精

确计算是 NP难问题[1～3 ] .由于精确计算的困难 ,对网络全端

可靠性的估计成为网络可靠性问题很重要的研究内容.文献

中主要有两大类网络可靠性的估计法 ,一类是基于随机模拟

的蒙特卡罗法 ,它利用随机抽样获得网络的部分状态信息 ,然

后对网络可靠性作出点估计并给出相应的置信区间.另一类

是通过分析网络可靠性问题的组合结构等给出网络可靠性的

绝对上下界[2 ] .如用代数系统计算两端可靠性的界 [3 ] .当网络

部件发生故障的概率相同时 ,全端可靠性是一个关于部件可

靠性的多项式 ,称为全端可靠性多项式.利用该多项式计算网

络全端可靠性的关键是多项式中系数的计算 ,由于大部分系

数的精确计算比较困难 [1 ,2 ] ,因此 ,许多研究集中于对系数的

近似计算[1～3 ] .本文分析了网络的连通子网数与网络断集的

关系后 ,给出一种计算全端可靠性多项式系数上下界的公式 ,

以获得全端可靠性的上下界.

2　网络模型与预备
　　(1)将通信网络抽象为无向连通图 G ( V , E) ,其中 V , E

分别是网络的节点 (顶点)集和边 (链路)集 ,网络有 n 个节

点 , m条边 ,即| V | = n , | E| = m ,并将图 G( V , E)简记为 G,

以下也称图 G为网络 G.

(2)网络 G中的节点是可靠的 ,网络的拓扑结构是固定

不变的.

(3)网络 G中的每条边 (链路)具有相同的寿命分布 ,并

设其可靠度函数为 R ( t) , t Ε 0 ,且边 (链路)的故障是相互独

立的.

(4)网络的全端可靠性记为 Re l ( p) ,它表示网络中所有

节点保持连通的概率.其中 p为网络 G的每条边 (链路)在某

一时刻 t0的可靠度 ,即 p = R ( t0) .

定义[ 7] 1　一个无向连通图 G的割集 S 是 G的最少边的

集合 ,除去它将使 G分割为两个连通子图.

定义[ 7] 2　称 E ( V1 ×�V1)为图 G = ( V , E)的断集 ,其中

V1 < V , �V1 < V - V1 . E ( V1 ×�V1)表示端点分别属于 V1 和 �V1

的所有边的集合.

由图论知识知 ,断集或者是割集 ,或者是割集的边不重

并 ,割集是最小的断集 ,以下不加区分用 S 表示图 G的断集

或割集.
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　　定义[ 7] 3　设 G是连通图 ,称数λ( G) = min{ | S | ; S 是 G

的断集}为 G的边连通度.

定义[ 7] 4　设 v是图 G的一个顶点 ,与 v关联的所有边的

集合 ,称为顶点 v的关联集 ,记作 g ( v) .

由图论知识 ,网络 G的 n - 1个关联集的所有可能的环

和构成网络的全部断集 .

引理[ 7] 　对一个图 G,有λ( G) Φδ( G) ,其中δ( G)是 G

的顶点的最小度数.

3　全端可靠性多项式系数界的计算

　　在第二节的模型假设下 ,网络在某时刻 t0 的全端可靠性

可以表示为[1 ,2 ]

Re l ( p) = ∑
m

i =0

Nip
i (1 - p) m - i (1)

其中 Ni是网络 G的具有 i条边的连通生成子网络的个数 ,式

(1)是关于边可靠度 p的多项式 ,称之为全端可靠性多项式.

显然 ,网络 G的具有最少边数的连通子网数就是网络的

最小生成树数目 ,所以当 i = n - 1时 , Nn - 1为 G网络的最小

生成树数目 ,可用 Binet2Cauchy定理或 Kirchoff 的度矩阵法[1 ]

精确计算 ,当 i < n - 1时 ,式 (1)中 Ni = 0.如果网络 G的边连

通度为λ,则当 i Ε m - λ+ 1时 , Ni =
m

i
=

m

m - i
,因此式

(1)可以表示为

Re l ( p) = Nn - 1 pn - 1 (1 - p) m - n + 1 + ∑
m-λ

i = n

Nip
i (1 - p) m - i

+ ∑
m

i = m-λ+1

Nip
i (1 - p) m - i (2)

式 (2)中当 n Φ i < m - λ时 ,系数 Ni 通常难以精确计算. A. K

界[1 ,2 ]和 R. M界[1 ,2 ]是分别用 0和
m

i
代替 (2)式中不能精

确计算的系数后获得的 ,它们虽然简单但却很粗略.为此 ,本

文给出 Ni ( n Φ i Φ m - λ)比较好的计算公式 ,从而获得比较

好的全端可靠性界计算方法.

因为 Ni 表示网络 G的具有 i条边的连通子网络的数目 ,

R. M界是以
m

i
代替系数 Ni ( n Φ i Φ m - λ)后所得到的界.

事实上 ,
m

i
是从网络 G的 m条边中任取 i 条边导出的子网

络数目 ,而每一个这样的子网络 ,或者是连通的子网络 (即包

含了最小生成树) ,或者是不连通的子网络 ,因此 Ni ( n Φ i Φ

m -λ)的精确值应该是
m

i
减去不连通的子网络数.若 G的

i ( n Φ i Φ m -λ)条边导出的子网络是不连通的子网络 ,则剩

余的 m - i条边中一定包含网络 G的至少一个割集.若令 Sj

表示边数为 j的断集 (割集)数目 ,则当 n Φ i Φ m - λ时 ,系数

Ni可计算如下

当 m - i =λ时 , i = m -λ,则 Ni =
m

i
- Sλ (3)

事实上 ,当 m - i =λ时 ,在网络剩余的 m - i 条边中所

包含的割集的边数只能为λ,
m

i
减去边数为λ的割集数就

是 Ni的值 ,而且是精确值.

当 m - i =λ+ k时 , i = m - λ- k ,这里 k 为整数且满足

1 Φ k Φ m - n -λ.

①如果 k Φλ- 1 ,则 m - i =λ+ k Φ2λ- 1 ,则

Ni =
m

i
- Sλ+ k - Sλ+ k - 1

i + 1

1
- ⋯- Sλ

i + k

k
(4)

事实上 ,这时在网络剩余的 m - i =λ+ k 条边中只可能

含有网络的割集而不是断集 ,所以 ,
m

i
减去由边数分别为λ

+ k ,λ+ k - 1 , ⋯,λ的割集与其他边的组合数目的乘积 ,就

是 Ni 的值 ,也为精确值.

②如果 k >λ- 1时 ,则 m - i =λ+ k > 2λ- 1 ,则在网络

剩余的 m - i =λ+ k 条边中可能包含割集也可能包含断集 ,

且断集 (割集)的边数可能有λ+ k ,λ+ k - 1 , ⋯,λ.此时 Ni

的精确值难以计算 ,所以
m

i
减去边数分别为λ+ k ,λ+ k -

1 , ⋯,λ的断集数与其他边的组合数的积得到的值是系数 Ni

的下界 NLi ,即

N i Ε NLi =
m

i
- Sλ+ k - Sλ+ k - 1

m - λ- k + 1

1
- ⋯- Sλ

m -λ

k

=
m

i
- Sλ+ k - Sλ+ k - 1

i + 1

1
- ⋯= Sλ

i + k

k
(5)

如果用
m

i
减去边数分别为 2λ- 1 ,2λ- 2 , ⋯,λ的割集数与

其他边的组合数的积 ,而对形如 Sλ+ x

m -λ- x

k - x
与 Sk - x

m - k + x

λ+ x
的被减数只取其中一个 ( x = 1 ,2 , ⋯,λ- 1) ,则避

免了重复情况 ,因此可获得 Ni 的上界 NUi ,一般写为下式

Ni Φ NUi =
m

i
- Sλ

m -λ

k
- Sλ+ 1

m -λ- 1

k - 1
- ⋯

- Sλ+ (λ- 1)
m - 2λ+ 1

k -λ+ 1
(6)

4　网络断集数的计算

　　在网络规模较大的时候 ,由引理 ,可取λ( G) =δ( G)作为

边的连通度.在 (3)～ (6)中 ,需要计算边数为 j的断集 (割集)

数 Sj ( j =λ,λ+ 1 , ⋯,max(2λ- 1 ,λ+ k) ) ,所以将网络 G的关

联集表示为元素为 0和 1的行向量形式 ,即

g ( v) = ( g1 , g2 , ⋯, gm) ,若边 ei 与顶点 v关联 , gi = 1 ,否则 gi

= (0) ( i = 1 ,2 , ⋯, m) .

由于网络 G的关联集就是网络的割集 ,因此用上述形式表示

关联集后 ,对每一个联集中的元素相加所得和就是该关联集

的边数 ,也就是该关联集所表示的割集的边数.

令 Q = ( g ( v1) , g ( v2) , ⋯, g ( vn - 1) )′它是一个 ( n - 1) ×

m矩阵.在数 0和数 1之间定义运算 © ,即 0与 1的环和运

算 :0 ©0 = 0 ,0 ©1 = 1 ,1 ©0 = 1 ,1 ©1 = 0

则关联集的环和运算就可以用其行向量之间的运算 ©表示 ,

即对两个行向量作运算 ©后 ,所得行向量为某断集或割集的

行向量形式 ,且其元素和即为该断集或割集的边数.因此对矩

阵 Q作如下运算便可得 Sj , ( j =λ, ⋯,max(2λ- 1 ,λ+ k) ) .
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(1)选 Q的每一行 ,将每一行元素相加 ,若和值小于λ+

k ,则用 Sj记录和为 j的次数 ( j =λ,λ+ 1 , ⋯,max (2λ- 1 ,λ+

k) ) .

(2)选 Q的每两行 ,将对应元素作运算 © ,再将所得行的

元素相加 ,更新 Sj .

(3)选 Q的每三行 ,将对应元素作运算 © ,再将所得行的

元素相加 ,更新 Sj , ⋯,

(4)选 Q的每 n - 1行 ,将 n - 1对应元素作运算 © ,再将

所得行的元素相加 ,更新 Sj .

最后所得到的 Sj就是边数为的 j断集 (割集)的数目.

5　SD H网络分析

　　考虑某城市的一个 SDH传输网络 ,如图 1所示.并假设

图 1　SDH传输网络

每条链路的寿命服从负指数分布 ,

即每条边的可靠度函数为 R ( t) =

e - αt ,α> 0 , t Ε 0 ,其中参数α为边

(传输链路)的故障率 ,以光缆线路

为标准 ,综合考虑光缆的设计寿命

(一般为 25年左右)以及该地域光

缆投入使用后异常中断的次数 (单

位 :次/年) ,得出光缆的平均故障

间隔时间 (MTBF)为 615年 ,因此 ,

图 2　SDH网络全端可靠性界的值

取链路故障率α= 1/ MTB F

= 0115 作为参考值. 对所考

虑的 SDH传输网络 , m = 9 , n

= 7 ,本文取λ= 1 为顶点的

最小度数 .用 Kirchoff 的度矩

阵法易算得最小生成树数

目 ,在网络规模大的时候 ,最

小生成树的数目也可近似计

算 ,为说明计算方法 ,本例均

采用近似计算.所以 k = m - n + 1 - λ= 2 ,max (2λ- 1 ,λ+ k)

= 3 ,故只需要求边数为 1、2和 3的断集数即可.取 SDH传输

网络的 5个关联集为 g ( v1) = { e1 , e2 , e8} , g ( v2) = { e5 , e6} , g

( v3) = { e4 , e5} , g ( v4 ) = { e1 , e7} , g ( v5 ) = { e3 , e4 , e6 , e7 , e8 ,

e9} .将每一个关联集都表示为元素为 0和 1的行向量形式 : g

( v1) = (1 ,1 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,1 ,0) , g ( v2) = (0 ,0 ,0 ,0 ,1 ,1 ,0 ,0 ,0) ,

g ( v3) = (0 ,0 ,0 ,1 , 1 , 0 , 0 , 0 , 0) , g ( v4) = (1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0 ,

0) , g ( v5) = (0 ,0 ,1 ,1 ,0 ,1 ,1 ,1 ,1) .以关联集为行构成矩阵 Q

Q =

1 1 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 1 0 0 0

0 0 0 1 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 1 1 0 1 1 1 1

对该矩阵进行上节所述的操作 (1～4) ,则得到 SDH网络

的边数为 1、2、3的断集数为 S1 = 1 , S2 = 4 , S3 = 9.则由公式

(2)～ (6)得各系数界值以及可靠性界 :

NL6 =
9

6
- S3 - S2

7

1
- S1

8

2
= 19 ,

NL7 =
9

7
- S2 - S1

8

1
= 24 , NL8 =

9

8
- S1 = 8 ,

NL9 =
9

9
= 1 , NU6 =

9

6
- S1

8

2
= 56 ,

NU7 =
9

7
- S1

8

1
= 28 , NU8 =

9

8
- S1 = 8 , NU9 =

9

9
= 1 ,

可计算 SDH传输网络全端可靠性的上下界分别为 :

Re lu = 56 R ( t) 6 (1 - R ( t) ) 3 + 28 R ( t) 7 (1 - R ( t) ) 2

+ 8 R ( t) 8 (1 - R ( t) ) + R ( t) 9

Re ll = 19 R ( t) 6 (1 - R ( t) ) 3 + 24 R ( t) 7 (1 - R ( t) ) 2

+ 8 R ( t) 8 (1 - R ( t) ) + R ( t) 9

将 R ( t) = e -αt ,α= 0115代入上式 ,得 SDH网络全端可

靠性的界在各个时刻的值 (如图 2所示) .

6　结论

　　通信网络的全端可靠性是网络设计时首先要考虑的性能

之一 ,本文给出一种计算全端可靠性界的方法 ,实现简单 ,可

用于对任何网络的实时评估.
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