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　　摘 　要 : 　本文研究了一般阵列误差情况下的空时二维鲁棒参数估计方法. 首先本文给出了一般阵列误差模型 ,

然后基于该模型提出了空时加权子空间拟合 (ST2WSF) 算法 ,并给出了信号参数 ,即信号波达方向和频率的估计的

Cramér2Rao 下界. 仿真结果进一步验证了算法的有效性.
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Abstract : 　The robust spatio2temporal signal parameter estimation is studied in this paper in the case of general array errors.

First a general array error model is given. Then a spatio2temporal weighted subspace fitting (ST2WSF) method is proposed on the basis

of the given model. And the Cramér2Rao lower bounds on signal parameters ,i . e. directions of arrival and carrier frequencies are de2
rived. Numerical experiments further verifies the effectiveness of the algorithm.
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1 　引言
　　在阵列信号处理中 ,多个非同频率信号源同时进入阵列

的情况下 ,一般的空间谱分析由于不能在角度估计的同时估

计信号的频率 ,所以会引入角度估计误差 ,甚至导致空间谱估

计算法失效. 因此这种情况下通常采用空时谱分析的方法 [1 ] .

而空时谱分析理论中所有经典的信号参数估计方法均依赖于

阵列响应方面的信息. 但是在实际的阵列信号处理系统中 ,阵

列不可能完全较准. 而且随着天线位置、温度以及周围环境的

改变 ,阵列响应跟上一次校准时相比会有较大的测量值. 由于

在实际系统中一般阵列误差的存在 ,这些参数估计方法的性

能都不可避免地严重下降. 例如 ,在高频雷达中 ,阵列误差对

阵列信号处理算法的影响是一个实际存在的严重问题 [2 ] .

为了解决此问题 ,目前已经提出了许多方法. 其中一类称

为自校准方法[3 ] . 这种方法把阵列响应看作信号波达方向和

描述阵列响应偏离其名义值的扰动参数的函数 ,在此模型的

基础上同时估计信号参数和未知的扰动参数. 因此这种方法

要求信号和扰动参数必须是可以同时辨别的 ,在实际中这个

条件是不容易满足的. 另一类则应用基于误差的概率模型的

统计最优加权来降低阵列处理算法对模型误差的敏感 [4 ] . 以

上这些方法均未涉及到空时二维的情况.

本文首先给出了空时二维情况下的一般阵列误差模型 ,

然后基于该模型提出了空时加权子空间拟合算法 ,并给出了

信号参数估计的 Cramér2Rao 下界 ,最后用仿真的方法验证了

算法的有效性.

2 　一般阵列误差模型

　　考虑一个有 m 个阵元的天线阵列 ,每个阵元输出连接 L

个抽头延迟线 ,阵列处理带宽内有 d 个窄带点源 ,且 d < mL .

在时刻 t ,阵列输出可以表示为

x ( t) = [ a (θ1 ,ω1 ,ρ) ⋯a (θd ,ωd ,ρ) ]

s1 ( t)

…

sd ( t)

+ n ( t)

= A (θ,ω,ρ) s ( t) + n ( t) (1)

其中 a (θi ,ωi ,ρ) 称为第 i 个信号的方向频率矢量 ,θi 和

ωi 分别表示该信号的方向和频率 , i = 1 , ⋯, d. n 维实矢量ρ

表示方向频率矢量中的扰动参数 ,这些参数可以是一般的阵

列误差 ,如阵元增益、相位、位置误差 ,互耦 ,以及抽头延迟线

的延迟时间误差等. 并假设ρ是一个先验已知的高斯随机矢

量 ,且均值为ρ0 ,协议差矩阵为 Ω.

假设信号矢量 s ( t) 是零均值的高斯随机矢量 ,并具有二

阶统计量

E{ s ( t) sH (ζ) } = Pδt ,ζ, E{ s ( t) sT (ζ) } = 0
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其中上标 H和 T 分别表示复共轭转置和转置 ,δt ,ζ表示 Kro2
necker 函数.

假设 n ( t) 是零均值的高斯白噪声矢量 ,并有二阶统计量

E{ n ( t) nH (ζ) } =σ2 Iδt ,ζ, E{ n ( t) nT (ζ) } = 0

3 　空时加权子空间拟合算法

311 　最大后验概率估计

基于上述一般阵列误差模型的最大后验概率 (MAP) 估计

器的代价函数可以表示为

VMAP (θ,ω,ρ) = VML (θ,ω,ρ) +
1
2

(ρ- ρ0) TΩ - 1 (ρ- ρ0) (2)

其中 VML为负的对数似然函数. 忽略常数项 , VML可写成

VML (θ,ω,ρ) = Nlog| AP̂AH +σ̂2 I| (3)

其中 N 为快拍数 , | ·| 表示矩阵的行列式 , P̂ 和σ̂2 分别表示 P

和σ2 的最大似然估计 ,即

P̂ (θ,ω,ρ) = A + (θ,ω,ρ) [ R̂ - σ̂2 (θ,ω,ρ) I ] A +
H

(θ,ω,ρ)

σ̂2 (θ,ω,ρ) =
1

mL - d
Tr{ ∏

⊥
A

(θ,ω,ρ) R̂}

其中 A + = ( AHA) - 1 AH , ∏
⊥
A

= I - AA + , Tr{ ·} 表示矩阵的

迹 , R̂ 为阵列输出协方差矩阵的估计 ,且

R̂ =
1
N ∑

N

t =1

x ( t) xH ( t) .

为了简化计算 ,可以进一步用加权子空间拟合代价函数

来代替上面的最大似然函数 VML (θ,ω,ρ) ,因为它们在渐近

意义上是等价的. 由于基于噪声子空间的加权子空间拟合 [5 ]

在存在相干源的时候不是一致估计 ,因此下面将基于信号子

空间给出空时加权子空间拟合 ( ST2WSF) 方法.

312 　空时加权子空间拟合方法

阵列输出协方差矩阵 R 及其估计 R̂ 的特征分解为

R = EsΛs EH
s + EnΛn EH

n

R̂ = ÊsΛ̂s ÊH
s + ÊnΛ̂n ÊH

n

(4)

其中 Es 即为信号子空间矩阵 , Ês 为其估计. 定义剩余量

ε= vec ( BH (θ,ω) Ês)

其中 vec (·) 表示矩阵的向量化 , B (θ,ω) 为 mL ×( mL - d) 阶

满秩矩阵 ,且 BH (θ,ω) A (θ,ω) = 0 , B H (θ0 ,ω0) Es = 0 ,θ0 和
ω0 表示信号参数θ和ω的真值.

对于一值的阵列误差模型 ,为了得到信号参数的最小方

差估计 ,令

�ε=
ε

ε3 = �B Hês (5)

其中 �B =
Id ª B 0

0 Id ª B 3 , ês =
vec ( Ês)

vec ( Ê 3
s )

, ª表示 Kro2

necker 积 , 3 表示复共轭 .

定义 ST2WSF代价函数如下

VST2WSF (θ,ω) = �εHW�ε (6)

其中 W 为正定的加权矩阵. 那么 ,最小化 ST2WSF 代价函数 ,

就可以得到信号参数θ、ω的估计

θ̂,ω̂= arg min
θ,ω

VST - WSF (θ,ω) (7)

用 C�ε表示剩余量 �ε的 (渐近的) 二阶矩 ,即 C�ε = lim
N ϖ ∞

NE{ �ε�εH} ,

那么使信号参数估计误差的方差最小的最佳加权矩阵为

WST2WSF = C - 1
�ε (8)

将式 (5) 代入式 (6) ,并重写 ST2WSF代价函数如下

VST - WSF (θ,ω) = êH
s ∏

⊥
A

�W ∏
⊥
�A ês (9)

其中 �W = ( �B +
H

W - 1 �B + + �A�AH) - 1 (10)

其中 �A =
Id ª A 0

0 Id ª A 3 , �B +
H

W - 1 �B + =
�L 0

0 �L 3 +

�G
�G 3 ( �GH 　�GT) , 而 �L =σ2 �Λ - 2Λs ª ∏

⊥
A

, �G = N ( TT ª

∏
⊥
A

) DρΩ1/ 2 , T = A + Es ,

Dρ=
5�a (θ,ω,ρ)

5ρ1
⋯5�a (θ,ω,ρ)

5ρn
, �a (θ,ω,ρ) = vec ( A) .

由此 ,综合得出空时加权子空间拟合算法如下 :

(1) 计算阵列输出协议差矩阵的估计 R̂ ,并由式 (4) 计算

Ês 、̂Λs ,进一步可以得出

σ̂2 =
1

mL - d
{ Tr( R̂) - Tr(Λ̂s) } , �Λ

^

=Λ̂s - σ̂2 I

(2) 计算信号参数 θ和ω的 ST2WSF 估计 ,θ̂, ω̂ = arg

min
θ,ω

êH
s ∏

⊥
A

�W
^

∏
⊥
A

ês ,其中 �W
^

由式 (10) 计算.

4 　Cramér2Rao 下界及扰动参数的构造

411 　Cramér2Rao 下界

Cramér2Rao 界 (CRB)给出了 (渐近) 无偏估计器的估计误

差的 (渐近) 协议差矩阵的下界. 本文中 ,整个参数集包括确定

性的参数θ、ω、P 和σ2 ,以及随机参数ρ. 用矢量η集中表示

确定性参数. 显然 ,η和ρ的 CRB 是 Fisher 信息矩阵 Z 的逆.

假设信号和扰动参数是高斯分布的 ,则有 Z = Z1 + Z2 ,其中

Z1 和 Z2 的第 ij 个元素分别为

Z1 , ij = Ex ,ρ
52

5Θi5Θj
VML

Z2 , ij =
1
2

Eρ
52

5Θi5Θj
(ρ- ρ0) TΩ - 1 (ρ- ρ0)

其中 Θi 表示复合参数矢量 (ηT 　ρT) T 的第 i 个元素. 忽略关

于ρ的期望并将ρ0 代入 Z1 ,得出仅包含信号参数的渐近有

效的 Cramér2Rao 下界如下.

推论 :设θ̂和ω̂ 分别为θ0 和 ω0 的渐近无偏估计 , 且

s ( t)和ρ都是高斯分布的 ,那么当快拍数 N 较大时 ,有

E{ (θ̂- θ0) (θ̂- θ0) T} Ε CRBθ =
σ2

2 N
{ Jθ - QJ - 1

ω QT} - 1 (11)

E{ (ω̂ - ω0) (ω̂ - ω0) T} Ε CRBω =
σ2

2 N
{ Jω - J - 1

θ QTQ} - 1 (12)

其中 Jθ = Cθ - FT
θΓ- 1 Fθ , Jω = Cω - FT

ωΓ- 1 Fω , Q = Re{ DH
θ

MDω} - FT
θΓ- 1 Fω.

而 Dθ =
5�a (θ,ω,ρ)

5θ1
⋯5�a (θ,ω,ρ)

5θd
,

Dω =
5�a (θ,ω,ρ)

5ω1
⋯5�a (θ,ω,ρ)

5ωd
; Cθ = Re{ DH

θMDθ} ;
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Cω = Re{ DH
ωMDω} ; Fθ = Re{ DH

ρMDθ} ; Fω = Re{ DH
ρMDω} ;

Γ= Re DH
ρMDp +

σ2

2 N
Ω - 1 . 其中 M = UT ª ∏

⊥
A

, U = A +

Es�Λ2Λ- 1
s EH

s A +
H

,而Λ̂ =Λs - σ2 I . 计算 CRB 时将θ0、ω0 和ρ0

代入上述诸式求值.

412 　扰动参数的构造

在延迟线存在延迟时间误差的情况下 ,扰动的阵列响应

可以写成

a (θ,ω,ρ) = e - jω�τ
11 　⋯　e - jω[ ( L - 1)τ+ ∑

L

l = 1
�τ

1 l
] 　⋯

　e - jω[ ( m - 1) d
c sinθ+ �τ

m1 ] 　⋯　e - jω[ ( m - 1) d
c sinθ+ ( L - 1)τ+ ∑

L

l = 1
�τ

ml
] T

其中 d 表示阵元间距 , c 表示光速 ,τ表示每段延迟线名义上

的延迟时间 ,而 �τij表示第 i 个阵元的第 j 个抽头的延迟时间的

误差.

定义扰动参数矢量

ρ= ( �τ11 　⋯　�τ1L 　⋯　�τm1 　⋯　�τmL ) T (13)

显然 ,其均值为ρ0 = 0. 为简便起见 ,假设 Ω =σ2
�τI ,即每段延

迟线的延迟时间误差是独立同分布的.

5 　仿真结果

　　考虑一个 6 元均匀线性天线阵列 ,天线元间距为 10m ,每

个天线元均连接 5 个抽头 ,每段延迟线名义上的延迟时间为

50ns ,并受方差 215 ×10 - 7的加性高斯随机变量扰动. 两个信

号源频率分别为 8195MHz 和 9MHz ,方向分别为 10°和 20°,信

噪比为 5dB.

图 1 　θ1 估计的 RMS误差对快拍数 N 的曲线图

下面比较 ST2WSF 方法和经典的 WSF 方法以及文献 [ 5 ]

中的 MAP2NSF方法的仿真结果. 图 1 和图 2 分别给出了这三

种方法得出的第一个信号的方向和频率估计的均方根 (RMS)

误差对快拍数的曲线图. 如图所示 ,当快拍数较少时 ,由于噪

声的有限采样效应对参数估计的影响占优 ,这三种方法的性

能相近 ;当快拍数较多 ,即阵列误差对参数估计的影响占优

时 ,ST2WSF方法的性能明显优于其它两种方法.

6 　结论

　　本文研究了一般阵列误差情况下的空时谱分析问题 ,给

出了基于一般阵列误差模型的空时加权子空间拟合算法 ,且

该算法是一种渐近无偏的鲁棒参数估计方法. 由于本算法考

虑了实际阵列信号处理系统中存在的一般阵列误差 ,因此更

适合于工程应用. 大量仿真结果表明 ,存在一般阵列误差时 ,

该算法的性能显著优于其它的空间谱分析算法.

图 2 　ω1 估计的 RMS误差对快拍数 N 的曲线图
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