
对称 � 反对称多小波滤波器组的参数化
构造及其在图像压缩中的应用

高西奇,甘 � 露,邹采荣
(东南大学无线电工程系,江苏南京 210096)

� � 摘 � 要: � 本文给出了一类对称 � 反对称多小波滤波器组参数化设计方法,并在此基础上提出了新的多小波零树

编码方案.实验表明, 与常用的 9�7单小波相比, 我们所设计的双正交对称 � 反对称多小波可使编码性能有较大幅度
的改善.
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Abstract: � In this paper ,we propose a parameterization design method for the symmetric�antisymmetric multiwavelet filter bank.

Then, based on it, we present a new multiwavelet zerotree compression algorithm. Experimental results show that our multiwavelets can

perform much better than the commonly used 9�7 biorthogonal wavelet in compression efficiency.
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1 � 引言
� � 自 1996年 Chui首次成功地构造了 2 个对称 � 反对称多
小波后[ 1] , 因为此类多小波既能将实际应用中十分重要的光

滑性、紧支性、对称性、正交性完美地结合在一起[ 1] , 又具有较

好的时频特性[2] ,所以, 它的构造以及在图像编码中的应用获

得了广泛的研究[1~ 4] . 然而, 在构造方面, 大部分工作都只限

于重数 r= 2、正交的情形, 而在图像编码的应用中, 已有的研

究都沿用了单小波中高效的零树编码方法[ 3, 4] , 而未考虑如

何有效地组织多小波的系数,由此获得的压缩效果往往不如

传统的 9�7双正交单小波. 所以, 为了在图像压缩中发挥对称

� 反对称多小波理论上的优势, 需要进一步研究构造方法并

探索适合于多小波变换特点的编码方案.

本文研究了一类高重对称�反对称多小波参数化构造方

法,并探讨了它在图像压缩中的应用. 与已有的构造算法相

比,本文提出的参数化方法采用了最少的延时单元; 此外, 我

们从图像编码的角度出发, 提出了新的多小波基优化准则和

多小波系数组织方式.零树图像编码的实验表明, 在保持单小

波零树编码复杂度不过分增加的基础上, 用我们设计的多小

波取代双正交单小波变换,可使纹理成分较多、较难压缩的图

像(如 Barbara)在编码性能有较大幅度的提高.

2 � 对称 � 反对称多小波的参数化
� � 在 r 重多小波[ 1, 2]中,有 r 个小波母函数 �i( t ) , (0 i r

- 1) ,相应地有 r 个尺度函数�i( t) , (0 i  r- 1) .若记  ( t)

= [ �0( t) , �1 ( t ) ,  , �r - 1( t) ]
T , ! ( t ) = [ �0 ( t ) , �1( t ) ,  ,

�r- 1( t ) ]
T , 则  ( t )和 ! ( t)满足下列二尺度方程:

 ( t) = 2 !
N- 1

k= 0

Hk  (2t - k )

! ( t) = 2 !
N- 1

k= 0

Gk  (2t- k )

(1)

上式中, Hk、Gk 为 r ∀ r 的常数矩阵. 令 H ( z ) = !
N - 1

k= 0
Hkz

- k,

G( z )= !
N- 1

k= 0
Gkz

- k, 则 H( z )和 G( z )分别是与尺度函数和小波

函数对应的分析矢值滤波器, 又称为多小波分析滤波器. 设

! ( t)、!! ( t )为  ( t )与 ! ( t)的对偶, 类似地, 可定义多小波

合成滤波器 ∀H ( z )和 ∀G( z ) .

本文将重点研究一类对称�反对称多小波[ 1, 2] : 其重数 r

= 2p , p # Z+ ,在  ( t)、! ( t)、! ( t)和 !! ( t )的元素中, 对称

和反对称的分量均为 p , 且它们的对称中心都是 c/ 2, ( c = 2K

+ 1, K # Z+ ) . 设 �2i , #�2i , ∀2i , ∃∀2i ( 0 i  p - 1)关于 c/ 2 对

称, �2i+ 1, #�2i+ 1 , ∀2i + 1 , ∃∀2 i+ 1关于 c/ 2 反对称, 则 H ( z )、G
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( z )、∀H ( z )和 ∀G( z )分别满足:

H( z ) = z - ( N - 1) S2pH( z
- 1) S2p

G( z ) = z - ( N - 1) S2pG( z
- 1 ) S2p (2)

∀H ( z ) = z ( N - 1) S2p∀H ( z - 1) S2p

∀G( z ) = z ( N - 1) S2p∀G( z
- 1 ) S2p (3)

以上两式中, S2k表示对角元为 1、- 1交替的 2k ∀ 2k 对角阵;

N = c + 1= 2(K + 1)为矢值滤波器的长度.进一步, 令 E( z )为

H ( z )和 G( z )的∃型多相元素[5]
, R( z )为 ∀H ( z )和 ∀G( z )的%

型多相元素矩阵[ 5] , 即 [ HT ( z ) , GT ( z ) ] T = E ( z 2 ) [ Ir , z
- 1

I r ]
T ,而[ ∀H ( z ) � ∀G( z ) ] = [ Ir � z Ir ] R ( z 2) , 则:

E ( z ) R( z ) = I2r (4)

对于正交的多小波, 有 R ( z ) = ET ( z - 1 ) , 即 E ( z ) 为仿酉

阵[5] .令 V2r=
0 S2p

S2p 0
,则可验证:

E( z ) = z
- K
S 2rE( z

- 1
) V2r ,

R ( z )= z - KV2rR( z
- 1) S2r (5)

以下, 我们根据 E( z )、R ( z ) 满足的式( 4) ~ (5) , 对其进

行参数化分解,先在下面的定理 1 中给出正交时的结果, 再在

定理 2中讨论双正交时的情形.

定理 1� 仿酉阵 E ( z )满足式( 5) , 当且仅当它可以因子

化为:

E( z ) = T0Xk( z )&XK - 1( z ) X1( z )&X0 (6)

其中 X0= diag ( W0, U0)&A&diag( I r , S2p ) (7)

Xk( z )= diag ( Ik , Uk )&A&diag( Ir , z
- 1Ir )& A,

(1 k  K ) � � (8)

式( 7) ~ ( 8)中, A=
1

2

I r I r

Ir - Ir
, W0, Uk (0 k  K )为任意

的 r ∀ r 的正交阵, 而 T0 为固定正交阵,且满足:

TT0& S2r& T0= diag ( Ir , - I r ) (9)

由于 S 2r和diag ( Ir , - I r )相似,因此, 使式( 9)成立的 T0 必存

在.

证明:充分性易见, 以下仅证必要性. 令 FK ( z ) = TT0

& E( z ) ,易验证 FK ( z )为仿酉阵且满足:

FK ( z ) = z - Kdiag( I r , - I r )&FK( z
- 1)& V2r (10)

当 K= 0 时,由 F0( z )为正交阵及满足式(10) , 可知F 0( z )

必可表示为式 (7) , 即 X 0 的形式. 当 K > 0 时, 令 FK ( z ) =

!
K

k= 0

f ( k ) z - k =
f U(0)

fL ( 0)
+ !

K- 1

k= 1

f ( k ) z - k+
f U(K )

fL (K )
. 其中,

f U(0) , f L (0) , f U(K )和 f L ( K )的尺寸均为 r ∀ 2r , 由仿酉阵的

性质和式( 10)可得: f TU (0)& fU (0)= fTL ( 0)& f L ( 0) . 由文 [ 6]知,

存在 r ∀ r 的正交阵 UK , 使得: f L (0) = UKf U(0) ,因此 FK ( z )可

进一步表为: FK ( z )= XK ( z ) FK- 1( z ) ,其中 FK - 1 ( z )的阶数为

K - 1, 易验证它仍为仿酉阵, 且满足式 (10) , 只需把 K 换为K

- 1. 对 FK - 1 ( z )重复以上过程, 直到其阶数为 0, 即得到以 K

= 0 满足式(10)的 F0( z ) .故任何满足式( 5)的仿酉阵 E( z )必

可表示为式(6)的形式.

尽管 Jiang在文献[ 2]也给出了此类多小波 E ( z )的参数

化表达, 但本文的分解使用了最少的延时单元, 因而更有利于

此类多小波的快速实现 .

对于双正交对称 � 反对称多小波滤波器组, 在定理 1 的

基础上, 可获得类似于式 (6)的分解形式,只需把其中的正交

阵 W0、Uk( 0 k  K )扩展为一般的可逆阵即可.

定理 2� 若 E ( z )可按式(6)~ (8)进行分解, 且在式(7) ~

(8)中, W0 , Uk (0 k  K )为任意 r ∀ r 的可逆阵, 则 E ( z )是

FIR可逆的并满足式( 5) . 此时,式( 4)中 R( z )的解可表示为:

R ( z ) = Y0& Y1( z )& Y2 ( z ) YK ( z )&TT0 (11)

其中 Y0= diag( I r , S2p )& A&diag ( W- 1
0 , U- 1

0 ) (12)

� � � Yk ( z )= A&diag( I r , z Ir )& A&diag( I r , Uk) ,

( 1 k K ) � � (13)
且 R ( z )满足式(5) .

因每个 r ∀ r 的正交阵均可以通过 r ( r - 1) / 2 个自由角

度参数来表示[ 6] , 故由定理 1, 满足式( 5)的仿酉阵 E( z )可以

通过( K + 2) r ( r - 1) / 2 个角度参数完备地表示. 对于可逆阵,

通过 LU 分解,可使其由 r 2 个参数表达;所以由定理 2, 我们可

用( K + 2) r2 个参数进行双正交多小波的设计.

3 � 对称 � 反对称多小波零树图像编码

� � 由于多小波中含有多个尺度函数 (小波函数 ) , 因而能够

对图像信号进行更精细的频带划分,这为压缩纹理、细节成分

较多的图像提供了良好的基础.当 r> 2时, 采用文献[ 2]、[ 3]

中的 GMP准则或时频最优准则构造多小波, 目标函数的求取

将变得十分复杂. 为此,我们从图像压缩的角度给出一表达简

单的目标函数.在多小波中, 由预滤波器[ 3] P( z )和第一级分

解构成的系统可等效为含如下 2r 个标量分析滤波器 hi ( z ) ,

(0 i  2r- 1)的滤波器组:

� � � [ h0 ( z ) � h1( z ) �  � hr - 1( z ) ]
T

� � = H( z r )&P( z r)&[ 1� z - 1 �  � z - ( r - 1) ] T (14)

� � � [ h r ( z ) � hr + 1( z ) �  � h2r - 1( z ) ]
T

� � = G( z
r
)& P( z r )& [ 1 � z - 1 �  � z - ( r- 1)

]
T

(15)

类似地, 可由 ∀H ( z ) ∀G( z )及后滤波器 Q 定义等价的合成滤波

器∃h i ( z ) , ( 0 i 2r - 1) . 为了获得较好的图像压缩性能, 用

hi ( z ) ( ∃h i ( z ) ) ( 0 i 2r- 1)的响应对(0,#)进行等频带分割;

同时, 从重建图像的视觉效果上考虑,分析滤波器 h i( z ) (1 i

 2r- 1)在 z= 1 的分量以及合成滤波器 ∃h i ( z ) ( 0 i  2r -

2)在 z = - 1 的分量应尽可能地小[ 8] , 定义如下的代价函数:

� C= !
2r- 1

i= 0
∋

∃ # stopband

[ | h i( e
j∃) | 2+ %i| ∃h i (ej∃) | 2]&d∃

+ && !
2r- 1

i= 1

h2i (1) + ∋& !
2r- 2

i= 0

∃h2
i ( - 1) (16)

其中, %i, &, ∋为预先设定的加权系数, 用于图像压缩的多小

波基应使 C 最小.

由上述讨论可知, 经过预滤波和多小波第一级分解后, 图

像信号被分为 4r
2
个子带 .在 r= 2 时,文献[ 2]、[ 3]的多小波

零树图像编码算法均是把单小波中零树节点的父子关系直接

用于多小波变换域, 但在 [ 9]中, 我们已证实这样的(零树)定
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义并未能充分利用多小波系数的带间相关性. 为了有效地利

用单小波中的零树预测,当 r= 2L 时,我们仿照文献[ 10]将零

树方法推广至 DCT域编码的算法,先对多小波变换后的系数

进行重新组织,使之具有按 L + 1 级单小波变换后的多分辨

率的排列形式,然后再将单小波中零树数据结构用于多小波

中.在 r= 2 这一情况下,文 [ 9]的结果已表明, 系数经过进行

重新组织后的零树比直接用单小波的零树更为有效.

另外,对最低频系数, 我们用文献[ 3]的 r = 2 的 SA4(1)

多小波对其做进一步分解,该多小波可以获得和9- 7 单小波

相近的图像压缩性能,而计算量略小.

4 � 实验结果及讨论

� � 我们用Matlab 的 fmins 函数,以式( 16)最小为目标,用第 2

节参数化结果,对长度 N = 4,重数 r= 4, 8 的正交和双正交多

小波分别进行无约束的优化设计.其中, 式(14) ~ (15)的预滤

波器 P( z )按文献[ 3]中的( 变换法)进行选取, 而根据反复实

验和筛选,加权系数 %i , &, ∋的取值为:

%i=
1�2,

0�85,
�
(0 i r- 1)

( r  i  2r- 1)
� &= 30� ∋= 2 (17)

对512 ∀ 512 ∀ 8 比特的标准灰级图像 Lena、Couple、Bar�

bara, 我们采用 SPIHT零树编码算法[ 7]来研究所设计的多小波

的零树编码性能.实验结果如表 1 所示, 为了便于比较, 9- 7

单小波的实验结果也列于表 1. 另外,图 1显示了压缩比为 32

∗1时, Barbara中桌布的重建图像.

从表 1和图 1 可以看出:

(1)无论正交多小波还是双正交多小波,随着重数 r 的增

加,对频带的划分逐步加细, 使得图像编码性能逐步提高.

(2)由于双正交多小波的设计比正交多小波的设计含有

更多的自由参数,在 r 相同的条件下, 双正交多小波的编码性

能均好于正交多小波的编码性能;因而, 尽管多小波能同时满

足正交性和对称性,但在图像压缩中, 宜选用双正交基.

表 1 � 多小波及 9�7单小波对 3幅图像压缩结果比较

图像 压缩比

PSNR( dB)

正交多小波 双正交多小波

r= 4 r = 8 r = 4 r = 8
9�7单小波

Lena

1∗16 33�49 33�84 34�04 34�18 34�11

1∗32 30�46 30�84 30�94 31�12 31�10

1∗64 28�51 28�98 29�05 29�36 29�35

Couple

1∗16 32�26 32�73 32�54 32�95 32�45

1∗32 29�17 29�61 29�43 29�76 29�25

1∗64 26�74 27�14 26�95 27�45 26�90

Barbara

1∗16 32�78 33�58 33�15 33�88 31�40

1∗32 28�95 29�83 29�23 30�07 27�58
1∗64 25�92 26�71 26�26 26�91 24�86

� � (3)对 Lena图像 ,我们所设计的双正交多小波能够获得

与 9�7 单小波相当的压缩性能; 对较为复杂的 Couple图像, r

= 8 的双正交多小波性能比 9�7 单小波约高 0� 5dB, 而对 Bar�

bara 这一含丰富纹理的图像,在各压缩比下, 双正交多小波比

单小波在峰值信噪比上可有 1~ 2�4dB 的改善;并可从图 1 看

出, r= 8的双正交多小波的视觉效果远优于 9�7 单小波. 这

主要是由于我们设计的多小波基对高频部分做了更精细的划

分, 并且对系数采取了多分辨率的组织形式, 使得次要系数出

现的概率大大增加, 更加充分地体现了( 零树)的假设, 因而使

压缩效果具有较大的提高.

图 1 � Barbara图像在压缩比为 32∗1时的左下角桌布.

( a ) 9�7单小波; ( b ) r = 8的双正交多小波

5 � 结束语

� � 本文给出了一类对称 � 反对称多小波滤波器组的参数化

设计方法, 并在此基础上,提出了基于多小波变换的零树编码

方案, 主要包括多小波基的选取及多小波变换后系数如何进

行组织. 零树编码的实验结果表明,当采用我们设计的多小波

基取代常用的 9�7 单小波基时,可使含纹理成分较多、较难压

缩的图像的编码性能有较大幅度的提高.
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关于建立新的雷达测雨方程的若干思考

方 � 兴
(浙江师范大学,浙江金华 � 321004)

� � 雷达对暴雨和连续暴雨降水率的探测是关系到某一区域

或某一流域防洪防涝的重要问题.也是气象雷达的根本任务.

如何提高探测和预报准确率是摆在广大雷达气象工作者面前

的头等大事.

雷达气象方程是建立测雨算式的基础. 将近 60 年来, 国

外从 40 年代开始; 我国自 60 年代至今一直使用 Z= %R
&
算

式,其中层状云降水, 取值 %% 200, &% 1�6, 对流云降水 %%
500, &% 1�4. 从现实的情况看, 该方程远远不能满足生产需

要.特别是从长江流域特大洪水以来, 雷达的短期暴雨降水率

探测和预告越来越引起人们的关注.

为了建立新的更有效的雷达测雨算式, 本文提出若干思

考如下:

一,关于是否仍采用 Marshall�plamer 分布作为建模的基

础.

M�P方法已使用了相当长历史时期, 虽然起到过一定的

作用,但从目前的情况看, 效果并不令人满意.论其原因 ,可能

是非理性的因果关系, 即非可逆性. 再说, 用某一单点的 M�P
分布,分析某一区域 R 值, 对不均匀降水目标必然带来误差.

因此,M�P 分布仅作为一种分析参考,不能作为建模的主要依

据.

二、关于建立区域性或流域雷达测雨算式 .

从理论上讲,应该建立一套权威性的全国适用方程 ,但由

于降水区域的不平衡和降水性质的差异等, 宜建立体现区域

或流域特性的地方适应方程.如浙江钱塘江流域和长江中下

游,特别是两湖流域的特征方程.

三、关于网格点阵的分布

美 J. W. Wilsson 曾经提出 420km2 设置 175 个站点, 也有

人认为 20km2设一个站点. 作者认为还是以流域集雨面为基

础,根据地形, 参照原水文雨量站, 一般网格站点间距选取 50

~ 80km,特殊情况别定.

四、关于气象雷达的波长和极化性质

根据气象雷达方程, &P t + (1/ (2) ,波长是决定雷达特性的

重要因子. 因此,必须服从 Ragleigh 散射条件. 对 711 和 843 雷

达, 看是否有改型的必要.

至于极化性质, 根据雨滴的形状和可能携带的静电性质,

是否有改用双极化度辐照的必要.

五、关于现阶段暂用实验公式的可行性.

(待条件成熟时, 改用雷达站点与雨量站点的计算机联

网)

鉴于降水率的随机性,要建立一套既理性又符合实际的

测雨方程, 看来现在还有困难, 因此, 现阶段可先建立流域性

的实验方程. 方程的形式可参照原方程, 但 %与&参由实验得

到.

具体操作方法, Z 值由雷达 RH 高度显示器的信号调零

和PP2 显示器上回波消失为指标, 读出增益 G. 此时应考虑由

于大气流场引起的回波涨落. R 值为网格点上标准降水率. 由

此建立测雨一级方程. 然后经 N 网点诸方程求和, 平均, 最后

再作填充因子 �和介电率)过滤, 结合天气形势建立两级实

用方程.

根据以上情况, 对钱塘江流域和长江流域的网格站点作

如下选取:

钱塘江流域: 雨量站点,上游金华江为金华、东阳和武义,

上游巨江为巨州、开化和常山;下游为兰溪、湘庐和杭州. 雷达

站点布局金华和杭州, 作用距离 200km .

长江流域, 特别是两湖流域,可否根据原有水文和气象站

点, 以重庆、宜昌、岳阳(武汉)和九江(南昌)为中心,分别建立

雷达有效作业区的 E+ R 方程.最后以联网的形式建立流域

模式.
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