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　　摘　要 :　本文提出了一种用神经网络算法来设计任意幅频响应二维 FIR线性相位数字滤波器的新方法 ,其主要

思想是使频率响应平方误差函数最小化.根据给定的任意幅频响应指标 ,按该算法可直接获得滤波器系数.为保证该

算法的稳定性 ,提出并证明了该算法的收敛定理.文中给出了滤波器优化设计实例 ,计算机仿真结果表明由该方法设

计的任意幅频响应二维数字滤波器波动小 ,算法收敛速度快 ,稳定性强.
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Abstract :　This paper provides a novel neural networks algorithm (NNA) for the design of 22D FIR linear2phase digital filters

with arbitrarily shaped amplitude2fresquency responses ,the main idea is to minimize the squared - error function in the frequency2do2
main. By using the NNA ,the coefficients of the designed filter can be obtained directly from the specified amplitude2frequency re2
sponse. The convergence theorem is presented and proved to illustrate the stability of the NNA. The result of the optimal design exam2
ple show that the ripple of the filter is tiny ,and the proposed approach is of fast convergence and powerful stability.
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1　引言

　　在过去的三十年里 ,二维数字滤波器的设计受到了研究

人员的广泛重视 ,并被应用于图象处理、生物医学图象处理、

地震数据处理、卫星图象处理及天文学等领域.与一维数字滤

波器比较 ,由于人类的视觉相对于人类的听觉对二维数字滤

波器的相位响应引起的波形失真更为敏感 ,二维数字滤波器

通常要求满足期望的幅度和相位响应特性.因此 ,保证二维数

字滤波器的线性相位显得非常重要.二维 FIR数字滤波器主

要采用窗函数法、McClellan变换法及最优化方法实现.虽然窗

函数法[1 ]具有设计简单、方便等特点 ,但设计精度不高 ,且难

以确定最优的窗函数. McClellan变换法 [2 ]对某些频率响应的

滤波器具有很好的逼进效果 ,但对任意幅度响应的滤波器设

计 ,变换法难以奏效 ,特别在应用高阶变换时存在的系数标称

化问题使得变换法的应用受到限制.最优化方法能得到在 lp

范数意义上最优的滤波器系数 ,基于 l2 范数逼进的加权最小

二乘法[3～5 ]被认为是一种行之有效的优化设计方法 ,然而在

加权最小二乘法中不可避免要进行高阶矩阵的求逆运算 ,而

且矩阵的阶数与滤波器的阶数的平方成正比.解析最小二乘

法[6 ]虽然不要进行高阶矩阵的求逆运算 ,但可能导致设计的

滤波器不稳定.而文献 [7 ]采用半定规划 ( semidefinite program2
ming) 设计算法仅仅设计了第一象限对称二维滤波器 ,且计

算量较大 ;文献[8 ]采用奇异值分解算法也仅解决了中心对称

二维滤波器的设计.

本文提出一种新的基于神经网络的任意幅频响应二维

FIR线性相位数字滤波器优化设计方法.其基本思想是使神

经网络的输出与期望二维滤波器的幅频响应之间的全局误差

平方和最小化.文中分析了任意幅频响应二维 FIR线形相位

数字滤波器的频率响应特性 ,提出并证明了该神经网络算法

的收敛定理 ,给出了由该方法设计的任意幅频响应二维 FIR

线性相位数字滤波器优化设计实例.
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2　任意幅频响应 FIR线性相位滤波器幅频特性

　　设一个二维 FIR滤波器的频率响应为

H( ejω
1 , ejω

2) = ∑
L - 1

m =0
∑
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n =0

h ( m , n) e - j ( mω
1

+ nω
2
)

其中 ( L , L)为二维滤波器的阶数 , h ( m , n)为二维滤波器的单

位脉冲响应.对于任意形状幅频响应的滤波器 , h ( m , n)必定

为复序列 ,即 h ( m , n) = hr ( m , n) + j hi ( m , n) .不难验证 ,若

h ( m , n)满足 h ( m , n) = h 3 ( L - 1 - m , L - 1 - n) ,则该滤波

器为二维 FIR线性相位滤波器 ,其频率响应可表示为

H( ejω
1 , ejω

2) = e - j
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2
(ω

1
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H(ω1 ,ω2)

当 L 为奇数时 ,令 N = ( L - 1) / 2 ,则有二维 FIR线性相位滤波

器的幅频响应

　　H(ω1 ,ω2) = ∑
N

m =0
∑
N

n =0

a ( m , n) cos( mω1) cos ( nω2)

+ ∑
N

m =0
∑
N

n =1

b( m , n) cos ( mω1) sin ( nω2)

+ ∑
N

m =1
∑
N

n =0

c ( m , n) sin ( mω1) cos( nω2)

+ ∑
N

m =1
∑
N

n =1

d ( m , n) sin ( mω1) sin ( nω2) (1)

其中

a (0 ,0) = hr ( N , N)

a ( m , n) = 2 hr ( N - m , N - n) , ( m = 0或 n = 0)

a ( m , n) = 2 hr ( N - m , N - n) , ( m≠0 , n≠0)

　　　　+ 2 hr ( N - m , N + n)

b (0 , n) = - 2 hi ( N , N - n)

b ( m , n) = - 2 hi ( N - m , N - n) , ( m≠0)

　　　　+ 2 hi ( N - m , N + n)

c ( m ,0) = - 2 hi ( N - m , N)

c ( m , n) = - 2 hi ( N - m , N - n) , ( n≠0)

　　　　- 2 hi ( N - m , N + n)

d ( m , n) = - 2 hr ( N - m , N - n)

　　　　+ 2 hr ( N - m , N + n)

(2)

令

A = [ a (0 ,0) , ⋯, a (0 , N) ; ⋯; a ( N ,0) , ⋯, a ( N , N) ]

B = [ b (0 ,1) , ⋯, b (0 , N) ; ⋯; b ( N ,1) , ⋯, b ( N , N) ]

C = [ c (1 ,0) , ⋯, c (1 , N) ; ⋯; c ( N ,0) , ⋯, c ( N , N) ]

D = [ d (1 ,1) , ⋯, d (1 , N) ; ⋯; d ( N ,1) , ⋯, d ( N , N) ]

(3)

ci (ωi) = [1 ,cosωi , ⋯,cosNωi ] T

si (ωi) = [ sinωi , sin2ωi , ⋯, sinNωi ] T , i = 1 ,2

则二维线性相位 FIR数字滤波器的幅频响应可表示为

　Hd (ω1 ,ω2) = cT
1 (ω1) Ac2 (ω2) + cT

1 (ω1) Bs2 (ω2)

+ sT
1 (ω1) Cc2 (ω2) + sT

1 (ω1) Ds2 (ω2) (4)

因此 ,二维 FIR线性相位数字滤波器的设计问题可转化为使

全局误差平方和最小化的优化问题.

3　神经网络模型

　　由式 (4)可建立如图 1所示神经网络模型 ,其中输入层至

隐层各神经元的权值恒为 1 ,隐层各神经元的激活函数分别

为

Af ij = cos( iω1) cos( jω2) ,0≤i , j≤N

Bf ij = cos ( iω1) sin ( jω2) ,0≤i≤N ,1≤j≤N

Cf ij = sin ( iω1) cos ( jω2) ,1≤i≤N ,0≤j≤N

Df ij = sin ( iω1) sin ( jω2) ,1≤i≤N ,1≤j≤N

(5)

ω1 ,ω2 ∈[ -π,π] ,隐层至

输出层的权值分别为 Aij、

B ij、Cij、Dij .如果获得矩阵

A、B、C、D ,由式 (2) 、(3)

即可获得二维 FIR线性相

位数字滤波器的系数.

311　神经网络算法

神经网络输出如式 (4) ,误差函数 :

　　e[ω1 ( t1) ,ω2 ( t2) ] = Md [ω1 ( t1) ,ω2 ( t2) ]

- Hd [ω1 ( t1) ,ω2 ( t2) ] (6)

其中 t1 = 0 ,1 ,2 , ⋯, m1 - 1 , t2 = 0 ,1 ,2 , ⋯, m2 - 1 , m1、m2 分别

为ω1、ω2的训练样本数 , Md [ω1 ( t1) ,ω2 ( t2) ]为期望输出 , Hd

[ω1 ( t1) ,ω2 ( t2) ]为神经网络输出.

性能指标 :

J =
1
2 ∑

m1 - 1

t1 =0
∑

m2 - 1

t2 =0

e2 ( t1 , t2) (7)

权值调整 :设 t 对应训练样本 t1、t2 , t + 1对应下一个训练样

本 ,由式 (4) 、(6) 、(7)有

A ( t + 1) = A ( t) +ηe ( t) c1 ( t1) cT
2 ( t2)

B ( t + 1) = B ( t) +ηe ( t) c1 ( t1) sT
2 ( t2)

C ( t + 1) = C ( t) +ηe ( t) s1 ( t1) cT
2 ( t2)

D ( t + 1) = D ( t) +ηe ( t) s1 ( t1) sT
2 ( t2)

(8)

其中η为学习率 ,且 0 <η< 1.

312　神经网络收敛性定理

定理 1　当学习率取为 :0 <η< 2/ ( N2 + 2 N + 2)时 ,该神

经网络算法是收敛的.

证明　设 t对应训练样本 t1、t2 , t + 1对应下一个训练样

本 ,并设

AF ( t) = [ Af00 , ⋯, Af0 N , ⋯, AfN0 , ⋯, AfNN ] T

B F ( t) = [ Bf01 , ⋯, Bf0 N , ⋯, BfN1 , ⋯, BfNN ] T

CF ( t) = [ Cf10 , ⋯, Cf1 N , ⋯, CfN0 , ⋯, CfNN ] T

D F ( t) = [ Df11 , ⋯, Df1 N , ⋯, DfN1 , ⋯, DfNN ] T

A1 = [ A00 , ⋯, A0 N , ⋯, AN0 , ⋯, ANN ] T

B1 = [ B01 , ⋯, B0 N , ⋯, BN1 , ⋯, BNN ] T

C1 = [ C10 , ⋯, C1 N , ⋯, CN0 , ⋯, CNN ] T

D1 = [ D11 , ⋯, D1 N , ⋯, DN1 , ⋯, DNN ] T

(9)

则式 (4) 、(6) 、(7) 、(8)可改写为

Hd ( t) = A1 TAF ( t) + B1 TB F ( t) + C1 TCF ( t) + D1 TD F ( t)

(10)

e ( t) = Md ( t) - Hd ( t) (11)
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J =
1
2 ∑

m1 m2 - 1

t =0

e2 ( t) (12)

A1 ( t + 1) = A1 ( t) +ηe ( t) AF ( t)

B1 ( t + 1) = B1 ( t) +ηe ( t) B F ( t)

C1 ( t + 1) = C1 ( t) +ηe ( t) CF ( t)

D1 ( t + 1) = D1 ( t) +ηe ( t) D F ( t) (13)

取 Lyapunov函数为 V ( e) = (1/ 2) e2 ( t) .因为

ΔA1 = -ηe ( t)
9e ( t)
9A1

,ΔB1 = -ηe ( t)
9e ( t)
9B1

,

ΔC1 = -ηe ( t)
9e ( t)
9C1

,ΔD1 = -ηe ( t)
9e ( t)
9D1

,

于是有Δe ( t) = - ηe ( t)

　· 9e ( t)
9A1

2

+
9e ( t)
9B1

2

+
9e ( t)
9C1

2

+
9e ( t)
9D1

2

其中‖·‖2 = ∑| ·| 2 ,称为 Euclid范数的平方.因此

ΔV ( e) =
1
2

e2 ( t + 1) -
1
2

e2 ( t) =
1
2

[ e ( t) +Δe( t) ]2 -
1
2

e2 ( t)

=
9e ( t)
9A1

2

+
9e( t)
9B1

2

+
9e( t)
9C1

2

+
9e( t)
9D1

2

　·e2 ( t)· -η+
1
2
η2 9e( t)

9A1

2

+
9e( t)
9B1

2

　+
9e( t)
9C1

2

+
9e( t)
9D1

2

(14)

因η> 0 ,由式 (14)可知 ,要使神经网络收敛 ,必须有

0 <η< 2
9e ( t)
9A1

2

+
9e ( t)
9B1

2

+
9e ( t)
9C1

2

+
9e ( t)
9D1

2

(15)

由式 (5) 、(9) 、(10) 、(11)有

　 9e ( t)
9A1

2

+
9e ( t)
9B1

2

+
9e ( t)
9C1

2

+
9e ( t)
9D1

2

　　= ‖AF ( t) ‖2 + ‖B F ( t) ‖2 + ‖CF ( t) ‖2 + ‖D F ( t)

‖2

　　= ∑
( N +1) ( N +1) - 1

n =0

| AFn ( t) | 2 + ∑
( N +1) N - 1

n =0

| B Fn ( t) | 2

　　　+ ∑
N ( N +1) - 1

n =0

| CFn ( t) | 2 + ∑
NN - 1

n =0

| DFn ( t) | 2

　　= N2 + 2 N + 2

因此 ,由式 (15)有 :当学习率η满足 0 <η< 2/ ( N2 + 2 N + 2)

时 ,有ΔV ( e) < 0 ,因此该神经网络算法是收敛的.

因为 Lyapunov函数 V ( e) = 0 ( e = 0) ,且 V ( e) > 0 ( e≠0) ,

因此 V ( e)是正定的 ;且

ΔV ( e)
Δt

=
ΔV ( e)
t + 1 - t

=ΔV ( e)

前已证明当 0 <η< 2/ ( N2 + 2 N + 2)时 ,ΔV ( e) < 0 ,故ΔV ( e) /

Δt是负定的 ,因此由 Lyapunov稳定性定理知该神经网络渐近

稳定于 e = 0.证毕.

4　应用实例

　　为验证本文设计方法的有效性 ,我们对大量滤波器进行

了设计.在此 ,设要设计的滤波器的幅频响应如图 2所示 ,图

中用 PB、SB和 TB分别表示滤波器的通带、阻带和过渡带.滤

波器的通带由ω1 = 0. 55π、ω2 = - 0. 55π和ω1 - ω2 = 0. 1π三

条直线围成的三角形区域 ,过渡带带宽为 0. 15π,通带的幅值

为 1 ,阻带的幅值为 0 ,过渡带的幅值由 1线性变化到 0.

用本文所介绍的方法设计阶数为 ( L , L) = (23 ,23)的 FIR

线性相位滤波器 ,取学习率η= 1/ ( N2 + 2 N + 2) ,对ω1 ,ω2 ∈

[ -π,π]的期望滤波器的幅频特性均匀取样 26×26个点 ,并

送神经网络训练 ,经 4次训练后神经网络收敛 ,并获得神经网

络权值 A、B、C和 D ,从而获得滤波器系数.该算法的 MAT2
LAB实现 (CPU为 Pentium4)所需时间为 0. 420秒 ,所设计滤波

器的通带与阻带最大波动分别为 0. 0455、0. 0426.图 3为设计

滤波器的幅频响应 .

设计结果表明 ,用本文的神经网络算法设计任意幅频响

应的二维 FIR线性相位滤波器 ,得到的滤波器系数明显优于

窗函数法和变换设计法 ,且当学习率取为η= 1/ ( N2 + 2 N +

2)时 ,该神经网络算法收敛速度极快 ,计算量极小 ,与基于加

权的最小二乘设计法[3～5 ]及半定规划设计法[7 ]相比 ,所用计

算量少一个数量级以上 ,尤其在设计高阶滤波器时 ,这种优越

性更加明显.

5　结论

　　本文提出一种有效的基于神经网络的任意幅频响应二维

FIR线性相位数字滤波器优化设计方法.用该方法可以设计

出任意幅频响应特性的二维 FIR线性相位数字滤波器 ,且设

计的滤波器通带和阻带波动小 ;如果学习率满足本文提出的

收敛定理 ,则可以保证该神经网络算法稳定 ,如学习率的值选

择适当 (如选择η= 1/ ( N2 + 2 N + 2) ) ,该神经网络算法收敛

速度极快 (一般只需训练几次到十几次即收敛) ,故算法所需

计算量非常小.
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