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基于 Curvelet域的图像复原和分解模型

江玲玲1 ,2 ,冯象初1 ,殷海青1

(11西安电子科技大学理学院 ,陕西西安 710071 ;21中国石油大学数学与计算科学学院 ,山东东营 257061)

　　摘　要 :　第二代 Curvelet变换是继小波变换之后 ,能更适合图像处理特点的一种多尺度变换 ,它能同时获得对图

像平滑区域和边缘部分的稀疏表示 ,且具有很强的方向性.针对它的优点 ,提出了一种基于第二代 Curvelet阈值的图像

复原和分解的新模型.本文首先在负指数 Hilbert2Sobolev空间推广了 Daubechies2Teschke 模型 ,接着对推广的模型在

Curvelet域上进行处理.实验结果表明该模型不仅可以很好地分解图像、去除噪声 ,而且可以去模糊 ,使图像有较好的

视觉效果.
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Abstract :　The Curvelet is more suitable for image processing than the wavelet and able to represent smooth and edge parts

of image with sparsity. Based on the advantages of curvelet ,we present a novel method for image restoration and decomposition via

curvelet shrinkage. The new model can be seen as generalizations of Daubechies2Teschke’s model . By writing the problem in a

curvelet framework ,we obtain elegant curvelet shrinkage schemes . Various numerical results on denoising ,deblurring and decompo2
sition of images are presented and they show that the model is valid.
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1　引言

　　图像分解是数学方法处理图像中新近涌出的一项

重要的、具有挑战性的任务 ,可以把它归结为数学上的

反问题范畴.通常认为把一幅已知的图像 f :Ω→R可以

分解为两个组成部分 u和 v (即 f = u + v) ,其中 , u是 f

的图像结构表示 ,包含了图像主要的几何特征信息 ; v

是纹理信息或噪声.

这项任务首次被Meyer从理论的角度进行阐明 ,建

立了基于 ROF[1 ]全变差极小化框架下的振荡函数建模

理论[2 ] .该理论认为有界变差函数空间 (简称 BV空间)

对纹理图像不是理想的函数空间 ,必须通过与 BV空间

在一定意义上的对偶空间来对纹理进行建模.然而 ,由

于Meyer的这种理论模型没有标准的 Euler2Lagrange 方

程 ,因此在实际应用中很难直接求解. 2002 年 ,Vese2Os2
her在文章[3]中第一次提出了逼近Meyer理论模型的方

法 (简称VO模型) :

inf
u , g1 , g2

{ G( u , g1 , g2) =∫Ω | ¨ u| +λ‖f - ( u + div g) ‖2
L2

(Ω)

+μ‖| g| ‖L
p

(Ω) } (1)

式中 , f ∈L2 (Ω) ,Ω< R2 , v = div g ,其中 g = ( g1 , g2) ,

g1 , g2∈Lp (Ω) .同时 , Osher 等人继续拓展 VO模型 ,建

议用 H - 1范数来刻画 v (简称 OSV模型) [4 ] ,假设 p = 2 ,

则 v可用下式表达 :

‖| g| ‖L2
(Ω) = (∫Ω | ¨ (Δ) - 1 v| 2) 1/ 2 = ‖v‖H

- 1
(Ω)

(2)

接着 ,Lieu2Vese[5 ]提出用更一般的 H - s范数刻画 v :

(∫Ω (1 + |ξ| 2) - s| v
^
| 2dξ) 1/ 2 = ‖v‖H

- 2
(Ω) , s > 0 (3)

由式 (2)的假设 ,式 (1)可简化为 :

inf
u , v

Gp ( u , v) =∫Ω | ¨ u| +λ‖f - ( u + v) ‖2
L2

(Ω)

+μ‖v‖H
- 1

(Ω) (4)
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但是 ,遗憾的是这些模型的极小化通常需要求解复杂的

非线性偏微分方程 ( PDE) .因此 ,为了降低数值复杂度 ,

Daubechies2Teschke建议在小波域中求解问题 (4) [6 ] (简

称DT模型) :即用 Besov半范数| ·| B
1

1 ,1
(Ω)来取代全变差

范数∫Ω| ¨ u| ,有

inf
u , v

Ff ( u , v) = ‖f - K( u + v) ‖2
L2

(Ω) +γ‖v‖2
H

- 1
(Ω)

+ 2α| u| B
1

1 ,1
(Ω) (5)

扩展式 (5)的应用范围 :用式 (3)的 H - s范数代替 H - 1范
数 ,有 :

inf
u , v

Ff ( u , v) = ‖f - K( u + v) ‖2
L2

(Ω) +γ‖v‖2
H

- s
(Ω)

+ 2α| u| B
1

1 ,1
(Ω) (6)

其中 ,α和γ是调整参数 , s > 0 .

式 (6)是在小波域中求解变分问题.但是 ,利用小波
对图像进行多分辨率分解时 ,存在着两个主要问题 : (1)

二维小波基具有正方形的支撑区间 ,用小波逼近奇异曲
线最终表现为用“点”来逼近“线”的过程 ,为满足一定的

精度 ,必须采用更多的小波系数来表示奇异曲线 ,而采
用 Curvelet来逼近奇异曲线时 ,只需要少数几个系数就
可以达到所需要的精度. (2)对于二维图像 ,常用的二维

小波是一维小波的张量积 ,而二维小波基是“各向同性”
的 ,因此无法精确地表达边缘的方向.解决这个问题途

径之一是寻找更适合图像分析的多分辨率分解与重构

方法 ,其中之一是 Curvelet 框架. Curvelet变换[7 ] (第一代

Curvelet变换)是由 Candès等人提出的 ,其变换的核心是
Curvelet 基支撑区间满足 width≈ length2 , 也就是说

Curvelet基支撑区间表现为“长条形”,其实际是“方向
性”的一种体现 ,从而使得用更少的Curvelet变换系数来

逼近奇异曲线.本文研究的是二代 Curvelet变换[8 ] ,它比
一代 Curvelet形式上更简单 ,更容易实现.众所周知 ,小

波扩展的稀疏性可以用 Besov空间的光滑模来度量 ,但
是 ,Curvelet的频域分解不同于小波的二进分解 ,因此

Curvelet扩展的稀疏性不能在经典的光滑空间(Besov)里

描述.本文根据文献[9 ]中定义的分解空间 G
β
p , q和 Besov

空间之间的嵌入关系 ,以及 Curvelet 系数的稀疏性可以

在空间 G
β
p , q上刻画这个性质 ,将变分问题 (6)在 Curvelet

域下研究 ,提出了一种新模型 ,克服了 DT模型出现的
图像边缘模糊的不足.

整篇文章是按照下面的结构组织的.在第二节中 ,

给出了第二代 Curvelet 的构造以及它所对应的稀疏空
间.第三节主要是提出了一种基于 Curvelet 阈值的变分
图像复原和分解方法.在第四节中 ,用新模型给出了图

像分解、去噪和去模糊的实验结果 ,并且将新方法与传
统的分解方法作了比较.最后 ,在第五节中给出了结论.

2　第二代 Curvelet和光滑空间

　　假设 v是一个偶的、光滑的窗函数 ,它的支撑区间

在[ -π,π] .当θ∈[0 ,2π] ,它满足 :

| v (θ) | 2 + | v (θ-π) | 2 = 1

当 j Ε0 , l = 0 ,1 , ⋯,2õj/ 2」- 1时 ,定义 vj , l (θ) = v (2õj/ 2」θ

-πl) .假设 w是一个光滑的紧支撑函数 ,满足

| w0 ( t) | 2 +∑
j Ε0

| w (2 - jt) | 2 = 1 , t∈R

其中 w0是一个支撑在原点邻域的光滑函数.当 j Ε 2 , l

= 0 ,1 , ⋯,2õj/ 2」- 1 ,令

kj , l (ξ) = w (2 - j|ξ| ) ( vj , l (θ) + vj , l (θ+π) )ξ= |ξ| eiθ

定义μ= ( j , l , k) : j Ε 0 为尺度参数 ; l = 0 , 1 , ⋯,

2õj/ 2」- 1为方向参数 ; k = ( k1 , k2) , k1 , k2 ∈Z 为平移参

数.令指标集 J = ( j , l) ,旋转角θj =π, l ,2 - õj/ 2」.当 j Ε 2

时 , w (2 - j|ξ| ) vj , l (2õj/ 2」θ)的支撑区间包含在一个矩形

Rj = I1 j×I2 j里 ,

I1 j = {ξ1 , tj Φξ1 Φ tj + Lj} , I2 j = {ξ2 ,2|ξ2| Φ lj}

其中 :Lj =δ1π2
j , lj =δ22π2

j/ 2 .设 �I1 j = ±I1 j ,定义 �Rj = �I1 j

×I2 j ,则 L2 ( �Rj)的正交基为 :

uj , k (ξ1 ,ξ2) =
2 - 3 j/ 4

2π δ1δ2

·ei ( k1 + 1/ 2) 2
- j
ξ

1/δ1·eik22
- j/ 2
ξ

2/δ2 ,

k1 , k2∈Z

最后 ,定义 :

<
^

μ′(ξ) = kJ (ξ) uj , k ( RT
θ

j
ξ) ,μ′= ( j , l , k)

其中 :μ′: = {λ= ( j , l , k) : j Ε 2 , l = - 2õj/ 2」, ⋯,2õj/ 2」-

1 , k∈Z2} , Rθ
J
为角度θJ 的旋转矩阵.令 <

^

μ
1
(ξ) = 2πk1

(ξ) uk (ξ) ,其中 :μ1 : = {λ= (1 ,0 , k) : k ∈Z2} , k2
1 (ξ) =

w2
0 ( |ξ| ) + w2 ( |ξ| ) + w2 ( |ξ| / 2) , uk (ξ) = (2πδ0) - 1·

ei ( k1
ξ

1/δ0 + k2
ξ

2/δ0
)

,δ0 > 0为常数.

对任意函数 f ∈L2 ( R2) ,有下面的等式成立 :

∑
μ

|〈f , <μ〉| 2 = ‖f ‖2
L2

( R
2
) (7)

因此 Curvelet系统{ <μ}μ是 L2 ( R2)上的一个紧框架 ,并

且有重构公式 f = ∑
μ
〈f , <μ〉<μ.

在文[9 ]中 ,Borup2Nielsen重构了一类 Curvelet 类型

的紧框架 ,这类紧框架形成了 Curvelet 类型的分解空间

2G
β
p , q的原子分解.值得注意的一点是这类紧框架与第

二代 Curvelet非常相似 ,它们相对应的稀疏空间是相同

的 ,因此 Curvelet系数的稀疏性可以在分解空间2G
β
p , q上

刻画 :

‖f ‖G
β

p, q
≈ (∑

( j , l)

2j q(β+ 3
2

( 1
2 - 1

p
) ) (∑

k

|〈f , <j , l , k〉|
p) q/ p) 1/ q

(8)

其中 :0 < p Φ∞,0 < q < ∞,β∈R.

众所周知 ,Besov空间是用一个适应二进频率带{ x

∈R2 :2 j Φ| x| < 2 j + 1}的单位分割定义的 ,而 Curvelet 频

率空间的分割可看作是 Besov空间的一个改进 ,下面给
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出这两个空间之间的嵌入关系 :

引理 1[ 9] 　对于 0 < p Φ∞,0 < q < ∞和β∈R ,有

下面的嵌入关系式成立

B
β+ s
p , q ( R2) | →G

β
p , q ( R2)

其中 s = 1/ (2 q) .同样地 ,

G
β
p , q ( R2) | →B

β- s′
p , q ( R2)

其中 s′= (max(1 ,1/ p) - min(1 ,1/ q) ) / 2 .

由泛函空间的知识知 :当 p = q = 2 时 ,Besov空间

B
β
2 ,2 (Ω)就是 Bessel 势位空间 H

β(Ω) .类似于 Bessel 势

位空间 H
β(Ω)的特殊情况 ,Besov空间 B

β
p , p (Ω)在β< 0

时可以看作是 B
β′
p′, p′(Ω)的对偶空间 ,其中 ,β′= - β,1/

p + 1/ p′= 1.本文我们所感兴趣的空间是 B1
1 ,1 (Ω) 和

H - s (Ω) = B - s
2 ,2 (Ω) .由引理 1 可得出这两个空间与分

解空间 G
β
p , q之间的嵌入关系 : G1

1 ,1 (Ω) | →B1
1 ,1 (Ω) | →

G1/ 2
1 ,1 (Ω)以及 G1/ 4 - s

2 ,2 (Ω) | →B - s
2 ,2 (Ω) | →G - s - 1/ 4

2 ,2 (Ω) .

3　新模型———Curvelet域上的变分问题

　　因为空间 G1/ 2
1 ,1和 G- s - 1/ 4

2 ,2 比空间 B1
1 ,1和 H - s大 ,并

且有较弱的范数 ,所以在这里用空间1/ 2
1 ,1和 G - s - 1/ 4

2 ,2 分别

代替空间 B1
1 ,1和 H - s (Ω) ,得到 Curvelet 框架下的变分

问题 :

inf
u , v

Ff ( u , v) = ‖f - K( u + v) ‖2
L2

(Ω) +γ‖v‖2
G

- s - 1/ 4

2 ,2
(Ω)

+ 2α‖u‖G
1/ 2

1 ,1
(Ω) (9)

下面分两种情形对式 (9)进行求解 : (1) K为恒等算子
(2) K不是恒等算子.

311　K为恒等算子的 Curvelet变分问题

当 K为恒等算子时 ,式 (9)转化为 :

inf
u , v

Ff ( u , v) = ‖f - ( u + v) ‖2
L2

(Ω) +γ‖v‖2
G

- s - 1/ 4

2 ,2
(Ω)

+ 2α‖u‖G
1/ 2

1 ,1
(Ω) (10)

因此有下面的命题成立 :

命题 1　假设给定函数 f ∈L2 (Ω) ,则变分问题 (10)

的最小解是一类由 f 的 Curvelet 序列组成的函数 ( �u)γ,α

和 ( �v)γ,α:

( �u)γ,α=∑
k∈Z

2

〈f , <μ
1
〉<μ

1
+∑
λ∈μ′

S T ( fλ) <μ′

( �v)γ,α=∑
λ∈μ′

(1 +γ. 2|λ| ( - 2s - 1/ 2) ) - 1[ fλ - ST ( fλ) ] <μ′

其中 :α和γ是两个正参数 , T =α. 2 - |λ| / 4 ( 1 + γ.

2|λ| ( - 2s - 1/ 2) ) / (γ. 2|λ| ( - 2s - 1/ 2) ) , ST 是阈值为 T 的软阈

值算子.

证明 :求解变分问题 (10)即是要最小化函数 Ff ( u ,

v) .根据式 (7)和式 (8) , Ff ( u , v)中的对应范数可表示

为 :

‖f - ( u + v) ‖2
L2

(Ω)≈∑
λ∈μ

| fλ - ( uλ+ vλ) | 2

‖v‖2
G

- s - 1/ 4

2 ,2
(Ω)≈∑
λ∈μ

2|λ| ( - 2s - 1/ 2) | vλ|
2

| u| G
1/ 2

1 ,1
(Ω)≈∑
λ∈μ′

2 - |λ| / 4| uλ| (11)

其中 : fλ, uλ, vλ是第λ个 Curvelet 系数.将式 (11)代入式
(10)中 ,则 Ff ( u , v)等价为下列函数的序列和 :

Sf ( u , v) =∑
λ∈μ

( | fλ - ( uλ+ vλ) | 2 + 2|λ| ( - 2s - 1/ 2) | vλ|
2

+ 2α2 - |λ| / 4| uλ| . 1{λ∈μ′} ) (12)

假设[·]λ为式 (12)的第λ个加数 ,则它的相应于 vλ的

导数为 :

Dvλ[ Sf ( u , v) ]λ= - 2 ( fλ - uλ)

+ 2 (1 +γ. 2|λ| ( - 2s - 1/ 2) ) - 1 vλ (13)

因此 ,最小值 ( �v)γ,α的第λ个 Curvelet 系数必须满足下

面的关系式 :

( �vγ,α)λ= (1 +γ. 2|λ| ( - 2s - 1/ 2) ) - 1 ( fλ- uλ) (14)

将式 (14)代入[ Sf ( u , v) ]λ,化简得最小值 ( �u)γ,α的第λ

个 Curvelet系数必须满足下面的关系式 :

( �uγ,α)λ= fλ - Tsign( ( �uγ,α)λ) = ST ( fλ) (15)

其中 : T = α. 2 - |λ| / 4 ( 1 + γ. 2|λ| ( - 2s - 1/ 2) ) / (γ.

2|λ| ( - 2s - 1/ 2) ) .重构 ( �uγ,α)λ和 ( �vγ,α)λ,得到结论. ■

312　K不为恒等算子的 Curvelet变分问题

当 K不为恒等算子时 ,即求解变分问题 (9) ,这将

导致一个关于 uλ和 vλ耦合的非线性方程.下面引入替

代函数消除 K3 K( u + v)的影响[10 ] ,其中 K3为 K的伴

随算子.因为 K可以被正则化 ,所以不失一般性限制‖

K3 K‖< 1 .对于函数 a∈L2 (Ω) ,式 (9)中变分函数的

替代函数为 :

Fsur
f ( u , v , a) = Ff ( u , v) + ‖u + v - a‖2

L2
(Ω)

- ‖K( u + v - a) ‖2
L2

(Ω) (16)

下面通过迭代算法逼近函数 Ff ( u , v)的最小值 ,该

迭代算法可表示为 :

a0 = u0 + v0

( un , vn) = arg min
u , v

( Fsur
f ( un - 1 , vn - 1 , an - 1) ) ;

an = un + vn ; n = 1 ,2 , ⋯ (17)

根据迭代算法式 (17) ,有下面的命题成立 :

命题 2　假设 K为线性有界算子 ,且‖K3 K‖< 1 ,

函数 f ∈L2 (Ω) ,则迭代算法 (17)的第 n次迭代的最小

值 ( un ,γ,α, vn ,γ,α)为

un ,γ,α=∑
k∈Z

2

〈an - 1 + K3 f - K3 Kan - 1 , <μ
1
〉<μ

1

+∑
λ∈μ′

ST ( ( an - 1)λ+ ( K3 f )λ- ( K3 Kan - 1)λ) <μ′

vn ,γ,α=∑
λ∈μ′

(1 +γ,2|λ| ( - 2 s - 1/ 2) ) - 1 [ ( an - 1)λ

+ ( K3 f )λ - ( K3 Kan - 1)λ - ST ( ( an - 1)λ+ ( K3 f )λ

- ( K3 Kan - 1)λ) ] <μ′
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其中 : an - 1 = un - 1 ,γ,α + vn - 1 ,γ,α, T =α. 2 - |λ| / 4 ( 1 +γ.

2|λ| ( - 2s - 1/ 2) ) / (γ. 2|λ| ( - 2s - 1) / 2) .

4　数值实验

　　这部分用 Matlab 编程语言给出 Curvelet 变分模型
(9)在图像分解、去噪和去模糊中的数值实验结果.

首先 ,对于图像分解成结构

和纹理的实验 ,我们选取 Barbara

的截取图做代表 ,如图 1.图 2 是

新模型 (10) 、DT模型 (5) 、OSV模

型和 VO模型将图 1 分解成结构

u和纹理 v 的结果.由此可见 ,新

模型可以有效地分解图像 ;DT模

型在边缘保护方面不如新模型 ;

OSV和VO模型分解后的结构仍含有纹理部分.

接下来验证新模型 (10)的去噪性能.选取被高斯白

噪声 (σ= 20) 污染的 Lena 图像作代表 ,见图 3 ( a) ～
( b) .图 3( c)给出的是新模型 (10)选取参数 s = 1/ 2 ;α=

5 ;γ= 015后相应的去噪图像 u ,图 3( d)是DT模型的去

噪结果.由图 3( e)～ ( f )的局部放大图可以得出 ,新模

型可以在去噪的同时保持图像的细节特征.表 1给出的

是选择不同参数去噪后的均方根误差 ( RMSE) 、峰值信

噪比 (PSNR)和运行时间的比较结果.这些实验结果说

明 :虽然新模型 (10)在运行时间上比DT模型有所增加 ,

但它可以有效地去噪 ,使得去噪后的图像有着较好的视

觉质量.假设输入图像的大小为 M×M ,则文中的均方

根误差 (RMSE)和峰值信噪比 (PSNR)是按照下式定义 :

RMSE = ∑
M

i = 1
∑
M

j = 1

( �ui , j - ui , j)
2/ M2 ;

PSNR = 10lg(2552/ RMSE2)

其中 :�u和 u分别为原始图像和处理后的图像 , i = 1 ,2 ,

⋯, M ; j = 1 ,2 , ⋯, M.

图 4是用迭代算法 (17)验证 Barbara截取图的去模

糊结果.实验选择 K为 1 ×9 高斯卷积算子 ,模糊图像

的 RMSE = 2910098.去模糊后图像的 RMSE = 611299 ,选

择的参数为 s = 1 ;α= 5 ;γ= 015.从视觉效果上看 ,图 4

的去模糊图像比模糊图像有较大的提高.

最后一个实验是先对原始的Baboon图像通过 7×7

高斯卷积算子进行模糊 ,然后加上标准差σ= 10的高斯

噪声 ,模拟出既被模糊又被噪声污染的图像 ,模糊图像

的 RMSE = 2717081. 用新模型得到去模糊后图像的

RMSE = 1614683 ,选择的参数为 s = 1 ;α= 5 ;γ= 015 ;用

DT模型得到去模糊后图像的 RMSE = 1711907 ,选择的

参数为α= 5 ;γ= 015 .
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表 1　对Lena图像去噪后的 RMSE和 PSNR(dB)比较结果

复原模型 RMSE PSNR Time (sec)

含噪Lena (σ= 20) 1919881 2211154

DT(α= 5 ;γ= 015) 816931 2912369 5176

新

模

型

s = 1/ 2
α= 5 ;γ= 015 712433 3019321 20153

α= 3 ;γ= 015 811975 2918572 21175

s = 1
α= 015 ;γ= 015 8. 6482 29. 3923 21. 84

α= 011 ;γ= 015 7. 6462 30. 4618 21. 98

s = 2
α= 01001 ;γ= 015 9. 1216 28. 9294 22. 14

α= 010005 ;γ= 015 8. 6383 29. 4022 22. 03

5　结论

　　本文提出了一类基于 Curvelet 阈值的图像分解和

复原模型.首先在负指数 Hilbert2Sobolev空间推广了 DT

模型 ,接着利用Curvelet类型分解空间范数与Curvelet系

数的等价性 ,在Curvelet域上对推广的模型进行处理.大

量的数值实验说明了新模型的合理性.
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