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� � 摘 � 要: � 针对线性阵列中因存在互耦效应导致很难直接估计信号波达方向的问题, 结合线性阵列的阻抗特性,

针对均匀线阵提出了一种计算量更小、稳健性更强的互耦矩阵和波达方向的联合估计方法.并把该方法推广到一般的

线性阵列, 解决了互耦条件下线阵的测向问题. 仿真结果验证了这种新的联合估计方法在均匀线阵中的性能改进情

况,以及向一般线阵扩展模型的可用性.
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Joint Estimation of Mutual Coupling Matrix and Direction�of�Arrival
in Linear Arrays
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� � Abstract: � The effect of mutual coupling in linear arrays blocks the estimation of the directions of the incident signals. A new

method that focuses on jointly estimating the mutual coupling matrix and direction�of�arrival( DOA ) , with less computational cost

and better robustness, is proposed by considering the characteristics of the mutual impedances in linear arrays. The new method is

then extended to general linear array s, solving the problem of bearing estimation in narrowband linear arrays in the presence of mu�

tual coupling. Simulation results are presented to demonstrate the improvement in the performance of the new joint estimation

method in uniform linear arrays and the availability in general linear arrays.
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1 � 引言

� � 在高分辨阵列测向方法MUSIC[ 1]、ESPRIT[ 2]提出之

后,一直制约阵列测向理论和实践发展的大运算量和瑞

利限终于得到了解决和突破.自此, 人们开始把注意力

转移到影响这类算法工程应用的诸多因素上,如阵列互

耦、阵元位置误差等.在这类因素中,阵列互耦是研究较

多的一个[ 3~ 11] .文献[ 3] 通过把阵列等效为一个端口网

络,实现了互耦条件下窄带阵列信号的建模.文献[ 4]在

该模型的基础上,提出了一种利用互阻矩阵进行互耦补

偿的思想.该方法的缺陷在于利用了阵元间互阻抗的精

确值,而这一数值通常是不易测量的,且会随外界环境

的变化而改变.文献[ 5]提出了另外一种窄带阵列互耦

信号的建模方法,这一模型较大地依赖于阵列的散射性

能指标,因而也很容易受到外界环境的影响,具有一定

的局限性.

为了建立更加准确的阵列互耦模型, 文献 [ 6, 7]进

行了大量的实验,并提出直接在各阵元的负载上研究考

虑互耦前后阵列感应电平的关系,仿真结果表明该模型

的准确度大大优于以往的互阻模型. 近年来, 在阵列互

耦方面所做的研究工作
[ 8, 9]
都是以文献[ 6, 7] 中所提出

的模型为基础的.文献[ 9]基于这一互阻模型,针对均匀

线阵和均匀圆阵提出了一种互阻矩阵和波达方向的联

合估计方法,但该方法在实现过程中, 利用均匀线阵和

均匀圆阵互阻矩阵的特殊形式简化了运算,这一简化在

一般线性分布的阵列结构中是无法实现的.要想将上述

联合估计方法应用于一般线性阵列,必须建立一种新的

互耦模型,并提出相应的测向算法.

本文基于文献[ 9]提出的互阻矩阵和波达方向联合

估计方法,结合文献 [ 11] 对阵列互阻特性的分析结果,

提出了另外一种计算量较小、稳健性更好的联合估计方

法,并把该方法推广到一般的线性阵列.仿真表明新方

法在均匀线阵中的稳健性和测向性能都优于原方法,向

一般线性阵列的扩展模型也有较强的可用性.
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2 � 阵列互耦模型
� � 假设线性阵列是由 M 个相同的偶极子天线组成,

阵子长度和相邻阵元间距均为半波长,阵子半径远小于

信号波长,阵列沿 x 轴分布,阵元指向平行于 z 轴,各阵

元在其中心馈电端连接一个阻值相等的终端负载 ZL .

文献[ 6~ 8]中得到了无互耦情况下阵列上的输出

电平与互耦条件下阵列输出之间满足如下关系:
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其中 U
p
t 是无互耦时辐射源在第p 个阵元负载上的激励

电平, Vpt 是有互耦时第p 个阵元负载上的感应电平, Zpqt
( p  q)表示第 p、q个阵元间互耦效应在第p 个阵元处

的等效阻抗,由两阵元的间距决定.

如果已知阵列阻抗的准确数值,就能借助上述模型

进行有效的互耦补偿,但在实际应用中,同一阵列各阵

元的辐射特性受温度、湿度等外界因素影响较大,无法

实时准确测量[ 10] . 因此有必要寻求一种能够避免直接

使用阵列阻抗进行互耦补偿的测向算法, 阻抗矩阵和

DOA的联合估计方法较好地满足了这一要求.

3 � 阻抗矩阵和 DOA的联合估计

3!1 � 均匀线阵中的联合估计方法
如果认为各阵元的阻抗特性受外界影响效果是一

致的,那么互阻矩阵 Z仍然具有式所示的对称 Toeplitz

形式.假设空间辐射源个数为 K ,波达方向矢量为 �=

[ �1, �2, �, �K ]
T,则有互耦时直接利用子空间方法估计

得到的信号导向矢量 a
^
( �k )与信号真实导向矢量 a ( �k)

间存在如下关系[ 4] :

a
^
( �k ) = Ca( �k ) = Z- 1a( �k ) ( 2)

其中 C为阵列互耦矩阵, Z为阵列互阻矩阵,令

Z=

b1 b2 � bM

b2 b1 � �

� � � b2

bM � b2 b1

( 3)

取罚函数 J( �T, bT) = !
K

k= 1

a ( �k ) - Za
^
( �k)

2

2 ( 4)

其中∀* ∀2表示 Euclidean 范数.

取 b为对称Toeplitz 互阻矩阵 Z的第一列,则对 b 和

�波达方向的估计可对罚函数 J( �T, bT)采用最小二乘的

方法分步迭代实现,即先假定波达方向 �T已知,求解 bT

∀bT = arg min
b

T
J(∀�T , bT ) ( 5)

然后用 ∀b 中元素构成的互阻矩阵 ∀Z对观测数据进
行互耦补偿,得到波达方向的估计值

∀�T = arg min
�

T
J( �T , ∀bT ) ( 6)

如此迭代,直至波达方向估计值收敛,该收敛值就

可以作为最终的角度估计结果.

上述方法利用均匀线阵互阻矩阵的对称Toeplitz形

式,克服了外界环境变化所带来的互阻矩阵难以实时精

确测量的问题,其缺点在于受到计算量的制约而很难推

广到一般线阵.

3!2 � 均匀线阵中的一种联合估计新方法
事实上,由式( 1)、(3)可以看出,阵列端口阻抗与互

阻矩阵变量之间存在如下关系:

-
Zpqt
ZL

=
b | p - q|

b1

( 7)

为了说明互阻矩阵中变量的变化趋势,表 1 给出了

七阵元均匀偶极子天线阵中第一个阵元与其他各阵元

间的互阻抗大小(取 ZL= 50 ) [ 8] .
表 1 � 七元均匀偶极子天线阵中第一个阵元与其他各阵元的

互阻抗值(  )

Z12
t Z13

t Z14
t Z15

t Z16
t Z17

t

4. 0+ j 8. 7 - 1. 3- j 5. 2 0. 7+ j 3. 6 - 0. 4- j 2. 7 0. 3+ j 2. 2 - 0. 2+ j 1. 9

� � 文献[ 11]通过分析指出:对于一般线性阵列, 随着

阵元间距的增大,对应阵元间的互耦效应会明显减弱,

因此忽略互阻矩阵左下角和右上角的部分元素,仍然可

以较好地反映阵列的互耦效应.如果只考虑各阵元与相

邻阵元间的耦合作用, 则互阻矩阵 Z变换为三对角对

称 Toeplitz矩阵
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b1 b2 0 0

b2 b1 � 0

0 � � b2

0 0 b2 b1

= !
2

i= 1

b iEi ( 8)

其中 Ei ( !, v ) = ∀( Z1( !, v ) - bi ) ( 9)

∀( p ) =
1

0

, p= 0

, otherwise
( 10)

波达方向和互阻矩阵由对应罚函数的最小值确定:

J( �T, bT) = !
K

k= 1

a( �k ) - Z1a
^
( �k )

2
2

� � �= [ �1, �, �K ]
T
, b= [ b1, b2]

T
( 11)

[ ∀�T, ∀bT] = arg min
�

T
, b

T
J( �T, bT) ( 12)

由于罚函数中包含两组未知量 �T, bT ,因此必须通

过交替估计的方法得到它们的最佳解.

( 1)先假设 ∀�已知,求 b

将 J( ∀�T
, b

T
)展开得
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得到线性方程组
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则 ∀b= P- 1Q ( 18)

(2)将 ∀b 反代入罚函数 J( �T , bT) ,通过空域搜索的

方法得到角度估计 ∀�,使得
∃�k= arg min

�
k

a( �k ) - ∀Za^ ( �k ) 2
2, k= 1, 2, �, K ( 19)

如此迭代,直至波达方向估计结果收敛,该收敛结

果就可以作为最终的角度估计值.

本方法与原方法的区别在于: 通过合理的模型分

析,将互阻矩阵中未知参数的个数由M 个减少为 2个,

极大地减小了联合估计过程中的计算量.同时,未知数

个数的减少使算法更容易收敛到全局最优解,因此也改

进了迭代过程的收敛速度和稳健性,这一方法的另一优

势在于向一般线阵的可推广性.

3!3 � 向一般线阵的推广
直接由原方法扩展得到的一般线阵的互阻矩阵具

有如下形式
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2
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( 20)

从该互阻矩阵的形式可以看出, 当阵元数目较大

时,一般线阵的互阻矩阵中元素个数将急剧增加( ( M 2

- M+ 2) / 2) ,测向计算量明显增大.

将本文所提出的联合估计方法向一般线阵扩展,得

到互阻矩阵的变换形式

Z1=
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其中方阵 Ei 的定义同式( 9) .

如果线阵在排列方式上是中心对称 ( CS, Central�
Symmetric)的,则

ZCS1 =
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b2 b1 b3 0 �
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( 22)

其中未知参数个数为
M- 1

2
+ 1, [ m] 表示不小于 m

的最小整数.

用 L 统一表示上述互阻矩阵中未知参数的个数.

在上述各种模型基础上,仍然采用迭代法估计角度:

( 1)先假设 ∀�已知,求 b

罚函数对 b中各元素的共轭求偏导得到线性方程组
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则 ∀b= P
- 1
G QG ( 26)

(2)将 ∀b 反代入罚函数 J( �T , bT ) ,通过空域搜索的

方法得到角度估计 ∀�,满足
∀�k= arg min

�
k

a( �k ) - ∀Za^ ( �k ) 2
2, k= 1, 2, �, K ( 27)

如此迭代,直至波达方向估计结果收敛,该收敛结

果就可以作为最终的角度估计值.

3!4 � 计算量分析
本文所提出的方法的一个显著优点在于极大地减

小了计算量,具体体现在估计 ∀b 的过程中.下面定量分
析在均匀线阵和一般线阵中运用文献[ 9] 中方法和本

文方法时,每次迭代过程中估计 ∀b 的计算量比较.
表 2� 两种方法在均匀线阵中的计算量比较

原方 法 本文方法

复 � 乘 复 � 加 复乘 复 � 加

计算 P KM 3- O(M 2) 2KM 3- O(M2) 4KM 4K ( 2M- 3)

计算 Q KM 2- O(M)
3
2
KM 2- O(M) 2KM K ( 3M- 4)

计算 ∀b O(M 3) + M 2 M 2- M 6 3

总 � 计
O(M 3) + KM 3

+ O(M 2) �

2KM 3+ O(M2)

- O(M) �
6KM+ 6 11KM- 16K + 3

� � 对一般线阵而言,原方法的互阻模型( 20)中所含未

知参数个数为( M2- M+ 2) / 2, 各参数对应的系数矩阵

Ei 大多为稀疏阵( E1除外) ,因此计算 PG 和QG 时的计

算量均远小于计算∀b 过程中对PG 求逆的计算量,总计

算量约为 O( L 3) # O
M 6

8
次复数乘法.本文方法的计

算量如表 3.

通过上面的比较不难看出, 本文所提出的方法在

计算 ∀b 的过程中的计算量比文献[ 9]中方法降低了 1~

2 个量级,因而减轻了整个联合估计过程的计算负担.

表 3 � 本文方法在一般线阵中的计算量

计算 PG 计算 QG 计算 ∀b 总 � � 计

复 乘 K ( 9M- 8) K ( 3M- 2) O( M 3) + M 2
O(M 3) + M 2

+ 12KM- 10K �

复 加 4K (M- 1) 2K ( M- 1) M 2- M
M2+ ( 6K - 1) M

- 6K � �

4 � 仿真

� � 为了检验本文所提出的联合估计方法在均匀线阵
中的测向性能,以及向一般线阵的扩展模型的可用性,

以下设计三种信号环境进行仿真实验. 利用七元均匀

线阵的阻抗数据[ 9] , 比较原方法中对称 Toeplitz 互阻矩

阵模型(模型 ∃ )、本文方法在均匀线阵中的三对角对

称 Toeplitz互阻矩阵模型(模型%)和在中心对称线阵中
的三对角中心对称 Toeplitz互阻矩阵模型(模型&)的测

向性能.另外还借助四元指数分布阵列验证了一般线

性阵列互阻模型的可用性.所有方法中用迭代法实现

角度估计的过程均以互阻矩阵为出发点进行, 初始互

阻矩阵中各元素相对 b1 进行归一化,且 bi= 10
i- 1
( i=

1, 2, �) .

假设空间辐射信号均为远场条件下相互独立的窄

带复正弦信号;噪声为加性高斯噪声,与信号源相互独

立;如无特别说明, 阵列为七元均匀线性偶极子阵列,

阵元间距和阵子长度等于半波长, 阵子半径远小于信

号波长;阵列采样为时域无限采样.

( 1)空间一个辐射源,取 30 次迭代之后的角度估计

值作为最终的估计结果.图 1为三种模型的角度估计偏

差随实际波达方向变化的曲线. 可以看出, 模型%、&

2461第 � 12 � 期 刘章孟:线性阵列互耦矩阵和波达方向的联合估计



的角度估计偏差均小于模型 ∃ , 且模型%的结果更为

平滑,模型∃、&的性能曲线都有一定程度的波动.其
原因在于三种模型的互阻矩阵中所含未知参量的个数

分别为 7、2、4,未知参数越少的模型越容易收敛到全局

最优解,且性能更稳定.

(2)空间两个辐射源,角度间隔 30∋,取 30次迭代之

后的角度估计值为最终的估计结果.图 2为第一个信号

源角度估计偏差随该信号源波达方向变化的曲线. (对

第二个信号源有类似的结论. )从该仿真结果也可以看

出,模型%、&的角度估计偏差完全一致, 在大多数情

况下小于模型∃ ,且性能更稳定.
(3)空间三个辐射源,波达方向分别为 5∋、25∋、45∋.

图 3为七元均匀线阵中三种模型的角度估计偏差随迭

代次数的变化情况,从上往下依次为 5∋、25∋、45∋信号
源,各曲线与模型的对应关系同图 1、图 2. 从图中可以

看出,模型 %、&的性能一致,与模型∃相比, 估计偏差
更小,收敛速度更快.图 4为四元指数分布阵列(阵元分

别位于 x 轴上 0、1、3、7个半波长处)中使用一般线阵的

三对角对称模型进行测向,所得到的测向结果随迭代

次数的变化情况, 其角度估计值也较快地收敛到了真

实值附近,证明了本文方法向一般线阵扩展模型的可

用性.

5 � 结束语

� � 本文通过分析线性阵列阵元间互阻抗的变化规

律,提出了一种新的互阻矩阵和波达方向的联合估计

方法,简化了模型,降低了计算量,增强了稳健性; 并把

这种联合估计方法推广到一般线性阵列, 解决了互耦

条件下线性阵列的测向问题. 分析结果表明新方法的

运算效率有了较大提高. 仿真结果也说明, 本文所提出

的方法由于所含未知参数较少,因而具有更快的收敛

速度和更好的稳健性;适用于中心对称线阵的三对角

互阻矩阵模型的测向性能也优于文[ 9]提出的联合估

计方法;由均匀线阵向一般线阵的扩展模型有较强的

可用性.此外,通过分析本文所提出方法的互阻模型不

难看出,这一方法同样适用于其他阵元排列方式接近

线性分布的简单阵列结构,如 L形阵等.
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