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� � 摘 � 要: � 本文通过对统计学习理论中一些重要结论,特别是线性函数 VC 维数的分析, 得到了一种线性规划支

撑矢量机,包括线性规划线性支撑矢量机和线性规划非线性支撑矢量机. 在线性规划支撑矢量机中, 对其 VC 维数界

作了适当的放宽.文中最后对人工和实际样本进行了实验,结果说明了线性规划支撑矢量机在推广能力上较好地逼近

了原支撑矢量机,而在计算复杂度上明显低于原支撑矢量机.
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Abstract: � Based on analysis of the conclusions in the statistical learning theory, especially the VC dimension of linear func�
tions, linear programming SVMs are presented, including linear programming linear and nonlinear SVMs. In linear programming linear

SVMs, the bound of the VC dimension is loosened properly. Simulation results for both artificial and real data show the generalization

performance of our method is a good approximation of SVMs and the computation complexity is largely reduced by our method.
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1 � 引言
� � 由Vapnik 等人发展的统计学习理论[ 1~ 3] , 通过引入结构

风险实现对目标函数集的控制, 从而使学习机在经验风险和

过拟合之间取一个折衷,获得了较好的推广能力. 此基础上产

生了一种优秀的机器学习模型    支撑矢量机[ 2, 4, 5] . 目前该

领域因其较完善的理论和较好的实用性, 已获得越来越广泛

的关注.

在统计学习理论中, 粗略地说! m��边界∀分离超平面[ 3]

就是以 2倍的 m�间距分离样本的线性超平面,其 VC 维数有

如下的结论:样本 x # X , 位于半径为 R 的超球体内, 则! m��
边界∀分离超平面函数集的 VC维数有如下的上界:

h min( [ R2/ m2
�] , n) + 1 (1)

其中 n 为样本的维数, [∃ ]为取小于等于该数的整数.由式(1)

可以看出,当目标函数集的 VC维数 h 的上界小于 n 时, 它与

分离边界 m
2
�成反比,即在样本分布一定时, 边界越大, 目标

函数的VC 维数 h 越小. 这样对于! m��边界∀分离超平面函数
集而言,最优目标函数 f ( x, w0, b0)可通过最小化经验风险和

最大化分离边界 m �来得到, 这就是 Vapnik 在支撑矢量机中

引入的结构风险:

Rstructure( �) = C∃Remp ( �)+ 1/ m2
� (2)

其中 C 为两者之间的一个权重因子. 线性模式识别支撑矢量

机引入结构风险如下[ 4] :

min� 1
2

% w% 2
2+ C∃ &

l

i= 1

 i (3)

约束于 y i( ( w∃ xi )+ b ) ! 1-  i,  i ! 0, i= 1, ∋, l, C 为惩罚因

子, 可取一正常数. 式( 3)中第一项
1
2

% w %2
2 为最大化边界,

起假设空间容量控制作用, 避免学习机的过拟合; 第二项为最

小化经验风险. 求此二次规划的Wolfe对偶[ 4] ,最终可得到下

面的结果:

max � � W (�)= &
l

i= 1

�i -
1
2 &

l

i , j = 1

�i�jyiyj( xi∃xj ) (4)

约束于 &
l

i= 1

�iy i = 0,�i # [ 0, C] , i= 1, ∋, l .通过在线性支撑矢

量机中引入核函数( xi∃ xj ) = K ( xi∃ xj)可生成非线性支撑矢

量机
[ 4]

.

支撑矢量机的求解为一线性约束凸二次规划, 其计算的

时间和空间复杂度均很大. 本文从统计学习理论出发, 提出了

一种线性规划支撑矢量机,大大降低了求解的复杂度.

2 � 线性规划模式识别支撑矢量机

2�1� 线性规划线性模式识别支撑矢量机

引理 1 [6] � n 维线性空间Vn 上的向量范数的等价性:
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� � 设%x %�和%x % !为有限维线性空间Vn 上的任意向量

范数,它们包括 lp 范数, 加权范数等所有向量范数,则存在两

个与 x 无关的正常数 0< c1< + ( , 0< c2< + ( , 使得下面不

等式成立

c1% x % ! % x %� c2 % x % !, ∀ x # Vn

定理 1� 给定样本集( ( x1, y1 ) , ∋, ( x i, y i) , ∋, ( xl , yl ) ) ,

( x, y ) # ( Rn , R )分布于最小半径为 R 的超球体内, 则对于

! m ��边界∀分离超平面目标函数集 f ( x, w , b ) = w
T
x+ b 和样

本x, 机器训练过程采用如下判决函数:

y=
1, w

T
x+ b! �

- 1, wTx+ b - �
; � �! 0

存在一正常数 c, 0< c< + ( 且与样本( x, y )及目标函数集的

参数 w , b 无关,使得! m��边界∀分离超平面目标函数集的 VC

维数 h 的上界有下面的不等式成立

h min(
c2∃R2∃ % w% 2

!

�2 , n) + 1 (5)

其中[ ∃]为取小于等于该数的最大整数, % w% !为任意向量

范数.定理证明见附录 1.

由该定理直接可以导出如下的数学规划: 给定样本集

( ( x1, y 1) , ∋, ( xi , yi ) , ∋, ( x l , yl ) ) , ( x , y ) # ( Rn, R)和线性

目标函数集 f ( x, w, b )= wTx+ b ,根据定理 1 引入结构风险,

先考虑经验风险为 0, 即无误差的情况:

max � � L = r / c %w % ! (6)

s . t � � yi (wTxi + b) ! r , � � i= 1, ∋, l;

r ! 0

其中% w% !为任意向量范数, c 为一常数,当 % w% !为欧氏

范数时, c= 1. 现考虑 l ( 范数% x% ( ,当然也存在一个正常

数 c,且 c 与样本集和函数集参数无关,使得

h min( c2∃R2∃ % w% 2
( / �2 , n)+ 1

由此,式(6)可得:

L = r / c % w % ( (7)

把上式 L = r / c % w % ( 中的分母化为约束, 其中由于常数 c

不影响线性规划的求解,可直接省去. 这样得到如下的规划:

LP1: � � � max � � L = r (8)

s. t. � � y i( w
Tx i+ b ) ! r , i= 1, ∋, l;

(9)

r ! 0

- 1 wj  1, j = 1, ∋, n;

判决函数: f ( x, w , b) = wTx+ b (10)

模式识别输出为: y= sgn( f ( x, w, b) ) (11)

其中 sgn(∃ )为符号函数.

关于允许一定误差存在的情况,通过引入误差量  i ,可得

到如下的线性规划:

LP2: � � � min � � L = - r+ C &
l

i= 1

 i (12)

s . t . � � y i( w
T
xi + b) ! r-  i, i = 1, ∋, l ; (13)

r ! 0

- 1 wj  1, j = 1, ∋ , n;

 i ! 0, i= 1, ∋ l

C 为一正常数.

判决函数和输出与无误差时的式(10)、(11)相同.

上述线性规划线性支撑矢量机,是在目标函数集为 f ( x,

w, b) = wTx+ b的假设下得到的.对于高维样本(样本数小于

等于样本维数) ,可采用如下的目标函数: f ( x) = &
l

i= 1
�iy i( x i∃x )

+ b ,就可得到如下的线性规划支撑矢量机:

LP3: � � � min � � L= - r+ C &
l

i= 1

 i (14)

s. t. � y if ( xi )= yi ( &
l

j = 1

�jyj ( xj∃x i) + b) ! r-  i , i= 1, ∋, l ;

r ! 0

- 1 �j  1, j= 1, ∋l ;

 i ! 0, i= 1, ∋l

(15)

2�2� 线性规划非线性支撑矢量机
从与支撑矢量机通过引入核函数导出非线性支撑矢量

机[ 1~ 4]的方法得到启发,在此也通过引入核函数 K ( xi , xj )直

接实现从线性到非线性的转换[ 7] . 在式( 9)和 (13)中, 关于 w

和 x,仅存在内积的形式( w∃x) . 现在首先假设把样本从低维

空间映射到一个高维欧氏空间H

∀ : Rn) H

当然算法中出现的仍是高维欧氏空间 H 中的内积形式( ∀

( x i)∃ ∀ ( xj ) ) .如果一个核函数能分解成 K ( x i, xj ) = ∀ ( x i)∃
∀ ( xj)就可以符合算法的要求. 实际在算法中仅出现核函数

的形式, 而无需知道映射 ∀ .

定理 2 � 给定样本集 ( ( ∀ ( x1) , y 1) , ( ∀ ( x i ) , y i) , ∋, ( ∀

( x l) , yl ) ) , ( ∀ ( x) , y ) # ( H , R )分布于最小半径为 R 的超球

体内, 和目标函数集:

f ( x) = &
l

i= 1

�iy i∀ ( x i)∃ ∀ ( x) + b= &
l

i= 1

�iy iK( xi , x) + b (16)

且对于样本 x, 机器学习过程采用如下决策

y=
1, f ( x) ! �

- 1, f ( x)  - �
; � �! 0

则存在一正常数 c , 0< c< + ( 且与样本( x, y )及目标函数集

的参数 �, b 无关, 使得目标函数集的 VC 维数 h 的上界有下

面的不等式成立

h  min( c2∃R 2∃% �% 2
!/ �

2 , n)+ 1 (17)

其中 �= ( �1∋�l)
T , % �% !为任意向量范数,证明见附录 2.

类似线性规划线性支撑矢量机, 考虑% �% ( , 得到如下

的规划:

LP4: � � � max � � L = r (18)

s. t. � y if ( �i )= y i( &
l

j = 1

�jyjK ( xj , xi ) + b ) ! r , i= 1, ∋, l; (19)

r ! 0

- 1 �j  1, j = 1, ∋, l;

判决函数: f ( x)= &
l

i= 1

�iyiK ( x i, x) + b (20)
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模式识别输出为: y= sgn( f ( x) ) (21)

关于允许一定误差存在的情况,通过引入误差量  i ,可得

到如下的线性规划:

LP5: � � � min � � L = - r+ C &
l

i= 1

 i (22)

s. t. � yif ( x i) = y i( &
l

j = 1

�jyjK( xj , xi )+ b ) ! r-  i , i= 1, ∋, l;

r ! 0

- 1 �j 1, j= 1, ∋, l;

 i ! 0, i = 1, ∋, l

(23)

其中 C 为一正常数. 判决函数和输出与无误差时的式( 20)

( 21)相同.

3 � 实验仿真

� � 本文总共做了三个实验:对于线性规划线性支撑矢量机,

用人工数据做了一个实验,主要验证一下其原理的合理性;对

于线性规划非线性支撑矢量机, 用双螺旋线分类数据和手写

体数字数据进行了实验.在本文的三个实验中, 为了使训练时

间具有可比性,不管是二次规划支撑矢量机和线性规划支撑

矢量机,都采用最通用的二次规划和线性规划算法(程序来自

Matlab Optimization Toolboxes)来完成 .

实验 1:人工线性可分样本实验

随机产生了两组线性可分样本, 共 300 个, 100 个用于训

练, 200 个用于检验.表 1 和图 1中给出了实验结果.

表 1 � 线性规划支撑矢量机对人工线性可分样本的实验结果

学习模型
训练

样本数

检验

样本数

训练时间

( s)

平均错误率

(% )

VC界

R 2∃ % W% 2
2

�2�

二次规划

支撑矢量机
100 200 16�2 0�5 7820�2

线性规划

支撑矢量机
100 200 0�8 0�5 7820�2

图 1 � 给出了线性规划支撑矢量机对两类线性可分样本的分类

情况,实线为 f ( x ) = 0,虚线为 f ( x ) = ∗ r

� � 从实验 1的结果可以看出,在分类性能上和 VC 界上, 线

性规划支撑矢量机与二次规划支撑矢量机完全一致, 而训练

时间比二次规划支撑矢量机快了一个数量级以上.

实验 2:人工双螺旋线分类

双螺旋线分类一直是模式识别领域公认的一个相当有难

度的问题, 它也因其难度而经常被用作检验模式识别算法性

能的试金石[ 8] . 本文用它对线性规划支撑矢量机作了实验. 表

2 和图 2中给出了实验的结果. 在本实验中, 选用了径向基核

函数: K( xi , xj )= exp(- | xi - xj |
2/ 2p 2) ,其中 p= 8.

表 2 � 线性规划支撑矢量机对双螺旋线分类的实验结果

学习模型
训练

样本数

检验

样本数

训练时间

( s)

平均错误率

( % )

VC界

R2∃ % W% 2
2

�2�

二次规划

支撑矢量机
252 628 4103�5 0 192�7

线性规划

支撑矢量机
252 628 199�7 0 679�1

图 2 � 绘出了线性规划( a )和二次规划( b )支撑矢量机在同等条

件下对双螺旋线分类的情况,实线为 f ( x ) = 0, 虚线为 f

( x) = ∗ r .从图中,可以看出两种学习模型的分类情况都

不错,这在表 2 中的检验误差指标也有反映,同时二次规

划支撑矢量机比线性规划支撑矢量机的推广能力好, 这是

为赢得算法效率而必须付出的性能代价, 可喜的是这个代

价并不是很大.

� � 从实验中可以看出,线性规划支撑矢量机在训练时间上

比二次规划支撑矢量机仍然占有较大的优势, 但其 VC 界明

显比二次规划支撑矢量机大, 理论上其推广能力肯定应该不

如二次规划支撑矢量机. 表 2 中平均错误率指标并没有反映

出这个结果, 是因为样本由人工产生, 不含噪声的缘故. 图 2

中就可以明显地看出线性规划支撑矢量机比二次规划支撑矢

量机推广能力的下降. 这是为赢得算法效率而付出的性能代

价, 可喜的是这种性能的下降并不大, 在表 2检验误差率指标

中几乎是看不出这种下降.

实验 3:手写体数字识别

本实验数据来源于美国 AT&T Bell实验室的 MNIST 数据

库 + , 该数据已在许多模式识别和支撑矢量机的文献中被用

作实验数据[ 9~ 11] , 在此对数据的提供者表示感谢. 该手写体

数字库中包含了 60000 个训练样本, 10000 个检验样本, 每个

样本为 28* 28 的灰度图点阵. 由于该手写体数字库比较大,

只取其中识别比较困难的两类! 6∀和! 9∀进行实验并对数据进

行了标准化. 实验中仍然采用径向基核函数, 其中 p= 30.表 3

中给出了实验结果.
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表 3 � 线性规划支撑矢量机对手写体数字识别的实验结果

训练

样本

数

检验

样本

数

线性规划支撑矢量机 二次规划支撑矢量机

训练

时间

( s)

平均

错误

率( % )

VC界

R2∃ % W% 2
2

�2

训练

时间

( s)

平均

错误

率( % )

VC界

R2∃ % w% 2
2

�2

100

+ 100

1009

+ 958
117.0 1. 4 175. 4 187. 0 1. 0 47. 3

200
+ 200

1009
+ 958

369.3 1. 2 311. 9 2117. 4 1. 1 60. 4

300

+ 300

1009

+ 958
546.1 0. 7 323. 4 5978. 1 1 73. 2

400

+ 400

1009

+ 958
823.3 1. 0 355. 8 18509. 5 0. 875 87. 7

500

+ 500

1009

+ 958
1076.0 0. 8 402. 0 100878.7 0. 7 101. 8

� � 从表 3中可以看出, 对于大样本时,二次规划支撑矢量机

的训练时间随样本数的增加而指数增长, 线性规划支撑矢量

机随样本数的增加成近似线性增长 ,线性规划支撑矢量机的

训练时间比二次规划支撑矢量机的训练时间快了一个数量级

以上.

4 � 讨论

� � 本文根据统计学习理论,特别是关于容量控制, VC 维数,

结构风险和线性目标函数集的 VC 界的理论, 推导出线性规

划支撑矢量机. 线性规划支撑矢量机对 VC 界作了一定的放

宽,这使得学习机在推广能力上有一定的下降, 从实验结果看

这些下降是微小的.线性规划的求解简单于二次规划, 特别对

大规模的问题更是如此. 本文采用线性规划来取代二次规划

求解支撑矢量机,使得支撑矢量机的求解算法效率有了近一

个数量级以上的提高.所以可以看出本文的方法通过牺牲少

许的推广能力来换取算法效率是非常有效的, 在实际运用中

也是非常合理的.目前二次规划支撑矢量机已经出现多种快

速算法, Chunking 算法[ 12] , Osuna算法[ 13] , SMO算法[ 14] , CDRM�
SVM 算法[ 15]等,而线性规划支撑矢量机是否有专门的针对支

撑矢量机特性的快速算法,需要在以后的工作中进一步研究.

附录 1� 定理 1 证明

证明: � 给定样本集( ( x1, y 1) , ∋, ( xi , yi ) , ∋, ( x l , yl ) ) ,

( x, y ) # ( Rn , R)分布于最小半径为 R 的超球体内, ! m��边

界∀分离超平面目标函数集 f ( x, w , b) = w
T
x + b . 对于样本

x, 机器训练过程采用如下判决函数:

y=
1,

- 1,
�
wTx+ b! �

wTx+ b - �
; �! 0

则对于! m��边界∀分离超平面函数集, 由式(1)可得,其 VC 维

数的上界为:

h min( [ R2∃ % w% 2
2/ �

2] , n) + 1 (附 1)

又由引理 1可得, 存在一个正常数 c,满足 0< c< + ( 且与向
量 w无关, 使得

% w%2  c % w% !,其中% w% !为任意向量范数.

(附 2)

由式(附 1)和(附 2)得 m��边界∀分离超平面函数集的 VC 维

数上界:

� � � � h  min( [ R2∃ % w% 2
2/ �

2] , n)+ 1

 min( [ c2∃ R2∃% w %2
!/ �

2] , n)+ 1

原命题得证.

附录 2 � 定理 2证明

证明 � 给定样本集( ( ∀ ( x1) , y 1) , ∋( ∀ ( x i) , y i) , ∋, ( ∀

( x l) , yl ) ) , ( ∀ ( x) , y ) # ( H , R )分布于最小半径为 R 的超球

体内, 和目标函数集:

f ( x) = &
l

i= 1

�iy i∀ ( x i)∃ ∀ ( x) + b= &
l

i= 1

�iy iK( xi , x) + b (附 3)

且对于样本 x, 机器学习过程采用如下决策函数

y=
1,

- 1,
�

f ( x)+ b ! �

f ( x)+ b  - �
; �! 0

该目标函数集相当于在空间H 中的一个超平面:

f ( x)= w∃ ∀ ( x)+ b (附 4)

其中 w= &
l

i= 1

�iyi ∀ ( xi ) (附 5)

在空间 H 中,由式(附 5)得

� � % w %2
2 = w∃w= &

l

i= 1
&

l

j = 1

�i�jy iyj ∀ ( x i)∃ ∀ ( xj)

= &
l

i= 1
&

l

j = 1

�i�jyiy jK( xi , xj ) (附 6)

令 K 为一 l , l 的矩阵, K ( i , j ) = y iyjK( xi , xj ) , �= ( �1, ∋,

�l )
T

,则上式(附 6) :

% w %2
2= aTKa (附 7)

由式(6) , (7)可得,改目标函数集的 VC 维数的上界为:

� � � � h  min( [ R
2∃ % w% 2

2/ �
2
] , n)+ 1

= min( [ R2∃�2K�/ �2] , n)+ 1 (附 8)

下面再引入加权范数的概念:

定义 1 � 加权范数[ 6]

设 A 为任一 n 阶正定矩阵, 列向量 x # Rn , 则函数

% x% A= ( xTAx ) 1/2是一种向量范数, 此范数被称为加权范

数, 也叫椭圆范数.

由定义 1 可得,由于式(附 7)中 K为已知 ,对于参数相量

�:

% w% 2
2= �TK�= %a% 2

K (附 9)

因要求矩阵 K 为正定矩阵, 所以在此核函数的容许条件与二

次规划支撑矢量机中的容许条件一致[5] .由引理 1 得:存在一

正常数 c, 满足 0< c< + ( 且与向量 �和矩阵 K 无关,使得

下面不等式成立

% �% K  c % �% ! (附 10)

其中% �% !为任一向量范数, 由式(附 8) , (附 9)和(附 10)得

目标函数集的 VC 维数 h 有如下的上界:

h = min(
R

2∃�TK�
�2 , n) + 1= min(

R2∃ % �% 2
K

�2 , n) + 1

 min(
c2∃ R2∃ % �% 2

!

�2 , n) + 1

原命题得证.
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