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　　摘 　要 : 　本文详细讨论了 FIR 线性相位滤波器幅频特性与余弦基神经网络算法之间的关系 ,证明了神经网络的

收敛定理 ,给出了高阶多通带滤波器的设计实例. 研究结果表明该算法在准理想多通带滤波器设计中的有效性和优异

性能.
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Abstract : 　This paper discusses in detail the relations between the amplitude2frequency characteristic on the FIR filters with

linear phase and the algorithm of the neural networks ,proves the convergency theorem of the algorithm ,and presents the design exam2
ples of the high2order multi2band2pass filters. The results show that the algorithm is efficient and excellent in the design field of the

quasi2ideal multi2band2pass filters.
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1 　引言
　　FIR 滤波器的系统函数只有零点 ,没有有限极点 ,因而该

类型的滤波器总是稳定的. 它的另一个突出优点是 ,在满足一

定对称条件下 ,可以实现 IIR 滤波器难以实现的线性相位. 由

于线性相位特性在工程实际中有非常重要的意义 ,如在数据

通信、语音信号处理、图像处理以及自适应处理等领域 ,往往

要求信号在传输过程不能有明显的相位失真 ,因而 FIR 滤波

器获得了广泛应用.

FIR滤波器常用的设计方法有窗口法与频率取样法 ,但

是这两种方法均不易精确控制通带与阻带边界频率 Ωp 与

Ωr ,所以在实际应用中有一定的局限性 ,由此出现了一些优化

设计方法 ,如利用最大误差最小化准则的 Remez 交换算法与

线性规划算法[1 ] . 虽然加权最小二乘 (WLS) 设计容易实现且

能得到解析解[2 ,3 ] ,但这种算法需要计算一个矩阵的逆 ,这个

矩阵的阶数就是滤波器的独立系数. 当滤波器的阶数很高时 ,

这个矩阵的求逆将出现困难. 采用递推最小二乘 ( RLS) 设计

算法[4 ] ,可以不需要计算高阶矩阵的逆 ,且其中协方差矩阵的

计算可采用 U2D 分解算法[5 ] ,但是 ,阻带最小衰耗只有 40 分

贝左右 ,而且误差加权函数凭经验确定.

本文提出的神经网络优化设计方法 ,其基本思想是使设

计的频响与理想频响之间的全局误差在通带和阻带范围为最

小.由该方法设计的滤波器 ,通带范围无过冲无波动 ,容易精

确控制通带与阻带边界频率 Ωp 与Ωr ,初始条件随机给定 ,因

而是一种有效的设计方法.

2 　线性相位 FIR滤波器幅频特性

　　众所周知 , N - 1 阶的 I型 FIR 滤波器 ,其幅频特性为 :

Ĥ ( eiΩ) = ∑
N - 1

2

n =0

wncos( nΩ) (1)

其中

w0 = h ( N - 1
2

) , wn = 2 h ( N - 1
2

- n) , ( n = 1 ,2 , ⋯,
N - 1

2
) (2)

且脉冲响应 h ( n) 满足偶对称条件 :

h ( n) = h ( N - 1 - n) (3)

N 为奇数. 显然 ,幅频特性是有限长傅里叶级数 , wn 为待定傅

里叶系数 ,只要求得 wn 序列 ,由式 (2) 即可得到有限长脉冲响

应序列 h ( n) : h ( N - 1
2

) = w0 , h ( N - 1
2

- n) =
wn

2
, ( n = 1 , 2 ,

⋯,
N - 1

2
) ,利用 h ( n) 满足的偶对称性条件式 (3) ,从而设计
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出符合指标要求的 FIR 线性相滤波器. 下面用神经网络算法

来训练理想 FIR 线性相位滤波器的幅频特性 ,以获取网络权

值 wn 即傅里叶系数 ,从而设计出符合指标要求的 FIR 线性相

滤波器 h ( n) .

3 　余弦基神经网络模型

　　余弦基神经网络模型如图 1 所示 ,其中 C0 (Ω) , C1 (Ω) ,

　图 1 　神经网络模型

⋯, Cn - 1 (Ω) 为余弦

基函数 ,即 : C0 (Ω) =

1 , C1 (Ω) = cos (Ω) ,

C2 (Ω) = cos(2Ω) , ⋯,

Cn - 1 (Ω) = cos [ ( n -

1)Ω].

311 　余弦基函数神经

网络算法

神经网络输出如下 : Ĥ (eiΩ) = ∑
N - 1

2

n =0

wncos( nΩ) (4)

误差函数 : E( l) = | Hd (ejΩ
l) | - Ĥ (ejΩ

l) (5)

其中 l = 0 ,1 ,2 , ⋯, m - 1 , m 为训练样本数 , | Hd (ejΩ
i) | 为理想

幅频响应 .

性能指标 : J =
1
2 ∑

m - 1

l =0

E2 ( l) (6)

权值调整 :Δwk ( l) = - η 5J
5wk

= - η 5J
5 E( l)

5 E( l)

5 Ĥ (ejΩ
l)

5 Ĥ (ejΩ
l)

5 wk

=ηE( l) Ck (Ωl)

wk ( l + 1) = wk ( l) +Δwk ( l) = wk ( l) +ηE( l) Ck (Ωl) (7)

( k = 0 ,1 ,2 , ⋯,
N - 1

2
) ,其中η为学习率 ,且 0 <η< 1.

312 　神经网络算法收敛性条件

定理 1 　在本文讨论的神经网络算法中 ,当学习率取为 :

0 <ηΦ 4
N + 1

时 ,该神经网络算法是收敛的.

证明 　取 Lyapunov函数为 :V ( t) =
1
2

E2 ( t) ,则有 :ΔV ( t)

=
1
2

E2 ( t + 1) -
1
2

E2 ( t)

因为 E( t + 1) = E ( t) +ΔE ( t) = E ( t) +
5 E( t)

5 W

T

ΔW ,

ΔW = - ηE( t)
5 E( t)

5 W
,于是有 :

ΔV ( t) =ΔE( t) E( t) +
1
2
ΔE( t)

=
5 E( t)

5 W

2

E2 ( t) - η+
1
2
η2 5 E( t)

5 W

2

(8)

由式 (4) 知 , Ĥ ( eiΩ) = ∑
N - 1

2

n =0

wnCn (Ω) = WTC (Ω) , 其中 : W =

[ wo , w1 , ⋯, w ( N - 1) / 2 ] T

C (Ω) = [ C0 (Ω) , C1 (Ω) , ⋯, C( N - 1) / 2 (Ω) ] T ,所以 ,
5 E( t)

5 W
=

5 E( t)

5 Ĥ ( ejΩ)
5 Ĥ (ejΩ)

5 W
= - C (Ω)

由式 ( 8) 知 , 要使神经网络算法收敛 , 必须有 - η +
1
2
η2

· 5 E( t)
5 W

2

< 0成立 , 因 η > 0 , 所以 0 < η <
2

5 E( t)
5 W

2 =

2

∑
N - 1

2

n =0

C2
n (Ω)

,因为 1 < ∑
N - 1

2

n =0

C2
n (Ω) Φ N + 1

2
,为了使神经网络绝

对收敛 ,取 ∑
N - 1

2

n =0

C2
n (Ω) =

N + 1
2

,因此 ,0 <η<
2

N + 1
2

=
4

N + 1
,即

当学习率η满足 0 <ηΦ 4
N + 1

时 ,有ΔV ( t) < 0 ,从而本文讨

论的神经网络算法是收敛的.

313 　神经网络训练步骤

Step1 　将理想幅频响应 | Hd ( ejΩ
l ) | 取样获取训练样本

集 :{Ωl , | Hd (ejΩ
l) } ,令 J = 0 ,随机产生权值 W ( n) ,给定任意

小正实数ε,其中Ωl =
2π

N - 1
l , l = 0 ,1 ,2 , ⋯,

N - 1
2

Step2 　计算神经网络输出 : Ĥ (eiΩ
l) = ∑

N - 1
2

n =0

wncos ( nΩl)

Step3 　计算误差函数与性能指标 :

E( l) = | Hd (ejΩ
l) | - Ĥ (ejΩ

l) , J =
1
2 ∑

m - 1

l =0

E2 ( l)

Step4 　调整权值 : wk ( l + 1) = wk ( l) +ηE( l) Ck (Ωl)

Step5 　判断样本集是否训练完毕 ,未完 ,返回 Step2 继续

训练 ,否则 ,判断性能指标 J 是否小于给定的任意小正实数

ε. 若 J >ε,则令 J = 0 ,返回 Step2 继续训练 ,若 J Φε,则结束

训练.

314 　计算线性相位 FIR滤波器脉冲响应

将 313 节中训练完毕的权值 wn 代入式 ( 2) 则有 :

h ( N - 1
2

) = w0 , h ( N - 1
2

- n) =
1
2

wn ,其中 n = 1 ,2 , ⋯,
N - 1

2
.

考虑到 I型 FIR 滤波器脉冲响应 h ( n) 的偶对称性 : h ( n) = h

( N - 1 - n) ,则可设计出一个符合指标要求的 FIR 滤波器.

4 　高阶多通带 FIR滤波器设计实例

　　例 1 　已知某理想 I型 FIR 三通带滤波器的幅频特性为 :

| Hd (ejΩ) | =
1 　015 Φ| Ω| Φ110 ,115 Φ| Ω| Φ210 ,215 Φ| Ω| Φ310

0 　　　　其余

要求设计一个 120 阶的 FIR 多通带滤波器 ,则对Ω在[0 ,π]范

围内均匀取样 ,共 61 个样点 ,即 :Ωl =
π
60

l , ( l = 0 , 1 , 2 , ⋯,

60) . 为了使通带与阻带范围内无过冲 ,无波动 ,在每个过渡带

内分别取两个样点 0178 与 0125 ,因此 ,实际的幅频取样点为 :

Hd ( l) = [ zeros (1 ,8) ,0125 ,0178 , ones (1 ,9) ,0178 ,0125 , zeros (1 ,

6) ,0125 ,0178 , ones (1 ,9) ,0178 ,0125 , zeros (1 ,6) ,0125 ,

0178 , ones (1 ,9) ,0178 ,0125 , zeros (1 ,2) ].

取网络结构为 :1 ×61 ×1 ,则经过 13 次网络训练 ,通带与阻带

范围内全局误差即性能指标为 : J = 219 ×10 - 8 ,由神经网络算

法设计的线性相位三通带 120 阶 FIR 滤波器 ,其脉冲响应如

图 2 所示 ,幅频衰耗特性如图 3 所示.
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　图 2 　例 1 脉冲响应 h ( n)

例 2 　同例 1 ,要

求设计一个 500 阶的

FIR 三通带滤波器 ,

则对Ω在 [0 ,π]范围

内均匀取样 , 共 251

个样点 ,即Ωl =
π
250

l ,

( l = 0 , 1 , 2 , ⋯, 250) .

为了使通带与阻带范

围内无过冲 ,无波动 ,在每个过渡带内分别取两个样点 0178

与 0125 ,因此 ,实际的幅频取样点为 :

Hd ( l) = [ zeros (1 ,38) ,0125 ,0178 , ones (1 ,40) ,0178 ,0125 ,

zeros (1 ,36) ,0125 ,0178 , ones (1 ,40) ,0178 ,0125 ,

zeros (1 ,36) ,0125 ,0178 , ones (1 ,40) ,0178 ,0125 ,

zeros (1 ,9) ]

取网络结构为 :1 ×251 ×1 ,则经过 12 次网络训练 ,通带与阻

带范围内全局误差即性能指标为 : J = 217 ×10 - 6 ,由神经网络

算法设计的 500 阶三通带 FIR 线性相位滤波器 ,其幅频衰耗

特性如图 4 所示 .

图 3 　例 1 幅频衰耗特性　　　　　图 4 　例 2 幅频衰耗特性

5 　FIR数字滤波器系数 h ( n) 的有限字长效应

　　在工程实现阶段 ,所有的滤波器系数因量化而存在有限

字长效应. 对于 FIR 滤波器 ,系数量化误差主要影响滤波器的

频率特性 ,不会影响其稳定性. 文献[6 ]讨论了滤波系数 h ( n)

的有限字长效应引起的频率特性误差为 : | ΔH (ejΩ) | Φ N
2

q ,

其中 N 为滤波器的长度 , q 为量化间隔 ,即 q = 2 - b , b 是有限

字长. 显然 ,有限字长效应引起的频率特性误差与滤波器的长

度 N 成正比 ,字长一定时 ,阶数越高 ,引起的频率特性误差越

大. 对于本文讨论的两个范例 ,设字长为 16 位 ,因有限字长效

应引起的频率特性误差分别为 :01000923 和 01003822. 文献

[6 ]还详细讨论了浮点乘法运算因舍入量化噪声影响 FIR 数

字滤波器的输出信噪比 : SNB Ε 10lg
3

N + 1
1
q2 . 对于本文的两

个范例 ,设字长为 16 位 ,因有限字长效应引起的 FIR 数字滤

波器的输出信噪比分别为 :77 分贝和 74 分贝 . 随着当今计算

机硬件技术的高速发展 ,对于 FIR 滤波器而言 ,不论采用软件

还是硬件数字滤波 (如 TMS320C30 DSP为 32 位字长) ,有限字

长效应的影响已微不足道了 ,因此 ,幅频特性更好的高阶 FIR

数字滤波器将不会因有限字长效应而影响其在工程实际中的

推广应用.

6 　结论

　　本文提出了一种 FIR 多通带数字滤波器的优化设计算

法 ,该方法的特点是通过训练神经网络权值来获取 FIR 数字

滤波器的脉冲响应 ,达到滤波器的设计目的. 该算法不涉及矩

阵运算 ,因而在高阶滤波器的设计中解决了传统优化设计方

法无法计算矩阵逆的困难. 文中给出的两个范例 ,其幅频衰耗

特性优异 ,阻带衰减分别在 100 分贝与 140 分贝以上 ,通带平

滑 ,设计精度高 ,已十分逼近理想滤波器的幅频特性 ,这是目

前任何其它优化设计方法难以实现的. 本文两个范例均涉及

三通带高阶滤波器的优化设计 ,目前尚未发现类似范例供参

考 ,在此不宜评价谁优谁劣 ,作者给出比较结果仅供参考. 文

献[4 ]采用 Remez 交换算法实现的 Minimax 设计结果和随机提

样递推最小二乘 (RS2RLS)算法结果 (150 阶 FIR 低通滤波器) ,

其阻带最小衰耗约 40 分贝 ;文献 [ 7 ,8 ]给出了用复数神经网

络设计 25 阶双通带 FIR 滤波器的结果 ,阻带最小衰耗约 56

分贝 ;文献[7 ]还给出了 30 阶 FIR 带通滤波器的设计结果 ,阻

带最小衰耗约 60 分贝. 事实上 ,行家都十分清楚 ,目前国内外

各种优化设计方法设计的 FIR 滤波器 ,阻带最小衰耗一般不

超过 63 分贝 ,通带等波纹诸多.
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