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摘 要： 针对α稳定分布概率密度函数无闭式表达的问题，给出了一种解析的近似模型，该模型采用双参数的

柯西和高斯混合形式．由分数低阶矩，给出了混合比率的解析表达式．同传统的柯西高斯混合模型和高斯混合模型相
比，该模型具有完全的解析形式．基于该模型，导出了α稳定噪声条件下正弦信号的Ｒａｏ检测统计量．通过仿真给出了
不同特征指数α时Ｒａｏ检测的性能，并同基于高斯假设的Ｒａｏ检测进行了比较．仿真结果表明，该检测器在α稳定分布
噪声条件下对信号的检测性能明显优于基于高斯假设的Ｒａｏ检测．
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１ 引言

信号检测中的非高斯噪声通常具有明显的尖峰特

性，其概率密度函数（ＰＤＦ）具有较重的拖尾．在该噪声
环境中针对高斯噪声的检测器难以实现对信号的有效

检测．基于广义中心极限定理的α稳定分布（Ｓα（σ，β，

μ））
［１］已被证明特别适合描述重尾噪声的统计特

性［２～４］．Ｓα（σ，０，０）通常称为对称α稳定分布，记为
ＳαＳ，α稳定噪声服从对称的α稳定分布．噪声的 ＰＤＦ具
有解析的、易于处理的表达式是导出最优检测统计量的

关键．然而对称的α稳定分布除了两个特例（高斯和柯
西分布）外，ＰＤＦ解析表达并不存在．这给在该类噪声环
境下，设计信号的最优检测器带来了困难．为克服这个
困难，Ｓｈａｏ和Ｎｉｋｉａｓ将α稳定分布ＰＤＦ展开为无穷序列
的和［２］，然而实际研究表明该方法在分布的尾部存在数

值计算不稳定问题［５］．另一类解决的途径是寻找 ＰＤＦ
的近似，进而建立近优的检测器．Ｋｕｒｕｏｇｌｕ基于次高斯
过程，采用高斯混合模型（ＧａｕｓｓｉａｎＭｉｘｔｕｒｅＭｏｄｅｌ，ＧＭＭ）
来逼近α稳定分布ＰＤＦ［５］．然而，Ｂｏｕｂｃｈｉｒ等人的实验表
明该方法只有在大于８个高斯分量混合时才能获得较
好的近似［６］，因此该模型并不能提供解析的便利．由于
绝大多数α稳定噪声的特征参数多于１，因此对于１≤α
≤２的α稳定噪声，Ｓｗａｍｉ建议采用柯西高斯混合
（ＣａｕｃｈｙＧａｕｓｓｉａｎＭｉｘｔｕｒｅ，ＣＧＭ）的近似模型［７］，但是由于
该模型参数同α稳定分布参数之间并没有闭式的联

系，该模型参数只能采用期望最大算法求取，因此该模

型并非完全解析．
针对上述问题，本文给出了一种两参数的柯西－高

斯混合近似模型，模型参数同源分布参数具有闭式的对

应关系．模型具有形式简捷、易于计算的解析形式．进一
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步给出了 ＣＧＭ模型［８］的完整证明，验证了基于分数低
阶矩（ＦｒａｃｔｉｏｎａｌＬｏｗＯｒｄｅｒＭｏｍｅｎｔ，ＦＬＯＭ）导出的混合比
率，在最大似然准则下是最优的．

对非高斯噪声中信号的检测，信号的参数往往难

以估计，而Ｒａｏ检测［９］无须估计信号的参数．基于所提
出的近似模型，本文导出了稳定噪声下正弦信号的 Ｒａｏ
检测方法．对不同特征指数α，给出了检测性能曲线，并
与高斯假设下的 Ｒａｏ检测进行了比较．仿真结果表明，
本文提出的检测方法在α稳定噪声中具有良好的检测

性能，而基于高斯假设的 Ｒａｏ检测，其检测性能明显
下降．

２ 双参数ＣＧＭ模型

对称的α稳定分布ＳαＳ由特征函数表征［２］：

ψ（θ）＝ｅｘｐ －γ｜θ｜{ }α （１）
其中，γ＝σα称为分布的离差，σ为分布的尺度参数．γ＝１
的 ＳαＳ称为标准的 ＳαＳ．两个具有显式 ＰＤＦ的 ＳαＳ特例

为：当α＝２时的高斯分布：ｆＧ（ｘ）＝
１
２槡πσ

ｅｘｐ －ｘ
２

４σ( )２ 以
及当α＝１时的柯西分布：ｆＣ（ｘ）＝σ／（π（ｘ２＋σ２））．对其
他的α值，ＳαＳ分布的 ＰＤＦ无闭式表达．对于该分布
ＰＤＦ的近似，常见的混合类型的近似模型有 ＧＭＭ和
ＣＧＭ模型．ＧＭＭ模型的提出建立在下述定理之上．

定理１［１］ 令 Ｘ～Ｓα′（σ，０，０），０＜α′≤２，并且０＜α
＜α′．若 Ａ为服从α／α′正偏稳定分布的随机变量，假定
Ｘ和Ａ是独立的，由 Ｌａｐｌａｃｅ变换 Ｅｅｘｐ（－θＡ）＝ｅｘｐ（－
θα
／α′），θ＞０，即 Ａ～Ｓα／α′（（ｃｏｓ（πα／２α′））α

′／α，１，０），则：
Ｚ＝Ａ１／α′Ｘ～Ｓα（σ，０，０） （２）

因此，若α′＝２，则一个服从α＜２的 ＳαＳ的随机变
量Ｚ～Ｓα（σ，０，０）能够表示成 Ｚ＝σＧＳ

１／２，其中 Ｇ～Ｎ（０，

σ
２），Ｓ～Ｓα／２ （ｃｏｓ（πα／４））

２／α，１，( )０，Ｓ为服从正向偏斜
（β＝１）的α／２的稳定分布

［１］．据此，Ｋｕｒｕｏｇｌｕ给出了
ＧＭＭ［５］的简化形式：

ｆＺ（ｚ；α，γ，μ）＝
∑
Ｎ

ｉ＝１

１
２槡πｖｉ
ｅｘｐ－

（ｚ－μ）
２

２γｖ２[ ]
ｉ
ｆＶ（ｖｉ）

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｆＶ（ｖｉ）

（３）
其中，Ｚ～ＳαＳ，Ｖ＝Ｙ１／２，Ｙ～Ｓα／２ （ｃｏｓ（πα／４））

２／α，１，( )０
服从α／２的正向偏斜稳定分布，Ｎ为混合高斯分量的
数目．虽然ＧＭＭ模型具有较好的近似性能，但是当 Ｎ
较小时，该模型并不能准确描述α稳定分布的拖尾特

性，对于较大的 Ｎ，则该模型过于复杂，失去了解析分
析的便利．

另一类混合模型为 ＣＧＭ模型［７］，该模型具有如下

形式：

ｆα（ｘ）＝（１－ε）ｆＧ（ｘ）＋εｆＣ（ｘ）

＝（１－ε）·
１
２槡πσＧ

ｅｘｐ －
ｘ２
２σ２( )
Ｇ
＋ εγＣ

π（ｘ２＋γＣ２）
（４）

其中ε是混合比率，σ
２
Ｇ为高斯分量的方差，γＣ为柯西

分布的离差．采用期望最大算法，Ｓｗａｍｉ实现了对该模
型参数的估计［７］，由于需要迭代估计三个参数（ε，σＧ，

γＣ），其估计方法计算量很大．
我们考察定理１，该定理事实上建议了一种柯西混

合的近似形式，若α′＝１，则
Ａ～Ｓα （ｃｏｓ（πα／２））

１／α，１，( )０ （５）
让 Ｚ＝ＡＸ～Ｓα（σ，０，０），对于０＜α＜１，Ｘ～Ｓ１（σ，０，０）
服从柯西分布，这意味着对于０＜α＜１的 ＳαＳ密度函
数能够由柯西分布的尺度混合来表征，也即 ＳαＳ分布
是条件柯西分布．为扩展这种表征以适合１＜α＜２的
情况，我们考虑下述定理．

定理２［１０］ 令 Ｙ和Ｘ相互独立，且 Ｙ～Ｓαｙ（σｙ，１，
０），Ｘ～Ｓαｘ（σｘ，βｘ，０），其中０＜αｙ＜１，０＜αｘ＜２，αｘ≠１≠
αｘαｙ．则

Ｚ＝Ｙ１／αｘＸ～Ｓαｚ（σｚ，βｚ，０） （６）

其中αｚ＝αｘαｙ，βｚ＝
ｔａｎ（αｙ，θ）
ｔａｎ（αｘαｙπ／２）

，θ＝ａｒｃｔａｎβｘｔａｎ
αｘπ( )( )２

，

γｚ＝γαｙｘγｙ １＋β
２
ｘｔａｎ２

αｘπ( )( )２
αｙ／２ ｃｏｓ（αｙθ）
ｃｏｓ（αｙπ／２）

．对于αｘ＜１，

若βｚ∈（－１，０，１），则βｚ＝βｘ．
基于上述定理，正向偏斜α稳定分布能够由列维

分布的尺度混合来表达［１１］．因此，我们提出下述定理以
扩展柯西混合的近似形式，使之适用于 １＜α＜２的
情形．

定理３ 令 Ｚ～Ｓα（σ，０，０），Ｘ～Ｓ１（σ，０，０），则

Ｚ 槡＝２Ｂ－１／αＸ （７）
对于１＜α＜２成立．其中 Ｂ～ＳαＢ（γＢ，１，０），αＢ＝１／α以

及γＢ 槡＝２ｃｏｓ（π／２α）．
证明 对于１＜α＜２的正向偏斜α稳定分布的近

似形式，由定理２，我们能够得到：
Ａ＝Ｃ／Ｂ１／αＡ （８）

其中 Ｂ～ＳαＢ（γＢ，１，０），Ａ～ＳαＡ（γＡ，１，０），αＡ＝１／（２αＢ），

γＢ 槡＝ ２ｃｏｓ（π／４αＡ）［ｃｏｓ（αＡπ／２）］
１
２αＡγ

－１２αＡＡ ，以及 Ｃ～

Ｓ０．５（１，１，０）．由式（２），令 Ｚ＝Ａ１／２Ｘ～Ｓα（σ，０，０）其中 Ｘ
～Ｓ２（σ，０，０），则

Ｚ＝Ａ１／２Ｘ＝（Ｃ／Ｂ１／αＡ）１／２Ｘ 槡＝２Ｂ
－１
２αＡ（Ｃ／２）１／２Ｘ

（９）
成立，又令 Ｘ′＝（Ｃ／２）１／２Ｘ，由α稳定分布的数乘性质：
若 Ｘ～Ｓα（σ，β，μ），ｃ为非零的实常数．
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当α≠１，ｃＸ～Ｓα（｜ｃ｜σ，ｓｉｇｎ（ｃ）β，ｃμ）；

当α＝１，ｃＸ～Ｓ１（｜ｃ｜σ，ｓｉｇｎ（ｃ）β，ｃμ－
２
π
ｃ（ｌｎ｜ｃ｜）σβ）．

我们得到 Ｄ＝Ｃ／２～Ｓ０．５（σＣ／２，１，０）＝Ｓ０．５（０．５，１，０）这
意味着 Ｄ服从列维分布，再考虑到定理１的特例

Ｘ′＝Ｄ１／２Ｘ～Ｓ１（σ，０，０） （１０）
服从柯西分布，因此定理３成立，此时αＡ＝α／２，αＢ＝１／

α，γＢ 槡＝２ｃｏｓ（π／（２α））．因此，柯西尺度混合的密度函数
是另一种 ＳαＳ密度的表征形式．定理１和定理３分别表
明 ＳαＳ密度函数能够由高斯或者柯西的尺度混合形式
来表征．因此，采用ＣＧＭ混合模型近似 ＳαＳ密度函数是
合理的．

为进一步提高 ＣＧＭ在解析分析中的有效性，我们
建立如下双参数形式的ＣＧＭ模型：
ｆα（ｘ）＝（１－ε）ｆＧ（ｘ）＋εｆＣ（ｘ）

＝（１－ε）·
１
２槡πσ

ｅｘｐ －ｘ
２

４σ( )２ ＋ εσ
π（ｘ２＋σ２）

（１１）

该ＣＧＭ模型仅有两个参数（ε，σ），其中ε为混合比率．
为区别于一般的ＣＧＭ模型，我们将该模型称为双参数
高斯柯西混合模型（ＢｉｐａｒａｍｅｔｅｒＣａｕｃｈｙＧａｕｓｓｉａｎｍｉｘ
ｔｕｒｅ，ＢＣＧＭ）．事实上，模型中高斯分布的方差为２σ２，柯
西分布的离差为σ．现在唯一需要确定的参数是混合比
率ε，ＭｃＣｕｌｌｏｃｈ曾建议了一种线性的经验关系ε＝２－
α
［１２］．由线性混合模型矩的性质，我们采用对数矩（Ｌｏｇ
ａｒｉｔｈｍＭｏｍｅｎｔ，ＬＭ）和分数低阶矩 ＦＬＯＭ，分别导出另外
两种不同的关系式．

对数矩法：若 Ｘ～Ｓα（σ，０，０），令 Ｙ＝ｌｏｇ｜Ｘ｜则 Ｅ

（Ｙ）＝Ｃｅ（１／α －１）＋ｌｏｇ（σ）以及 Ｖａｒ（Ｙ，α）＝π
２

６
１
α
２＋( )１２ ，其中 Ｃｅ＝０５７７２为欧拉常数［１］．因此当α＝

２时，Ｖａｒ（Ｙ，２）＝π２／８，对应于高斯分布；当α＝１时，
Ｖａｒ（Ｙ，１）＝π２／４对应于柯西分布．考虑到混合模型具
有线性性质，则

Ｖａｒ（Ｙ，α）＝εＶａｒ（Ｙ，１）＋（１－ε）Ｖａｒ（Ｙ，２） （１２）
因此混合比率

ε＝（４－α２）３α２ （１３）
特别地，对于高斯分布，即α＝２时，ε＝０；对于柯西分
布，即α＝１时，ε＝１．

分数低阶矩法：若 Ｘ～Ｓα（σ，０，０），则有

Ｅ（ｘｐ）＝∫
∞

－∞
ｘｐ［（１－ε）ｆＧ（ｘ）＋εｆＣ（ｘ）］ｄｘ

（１４）
其中 ｐ＜α，又由于 Ｅ（ｘｐ）＝Ｃ（ｐ，α）·σｐ［１］其中

Ｃ（ｐ，α）＝２ｐ＋１Γ
ｐ＋１( )２ Γ（－ｐ／α）（α槡πΓ（－ｐ／２））

分别令

ｍｐＣ＝∫
∞

－∞
ｘｐｆＣ（ｘ）ｄｘ＝Ｃ（ｐ，１）·σｐ

和

ｍｐＧ＝∫
∞

－∞
ｘｐｆＧ（ｘ）ｄｘ＝Ｃ（ｐ，２）·σｐ

则式（１４）可写为 Ｅ（ｘｐ）＝（１－ε）ｍｐＧ＋εｍｐＣ，混合比率

ε＝
Ｅ（ｘｐ）－ｍｐＧ
ｍｐＣ－ｍｐＧ

＝２Γ（－ｐ／α）－α·Γ（－ｐ／２）２α·Γ（－ｐ）－α·Γ（－ｐ／２）

（１５）
该表达式同样满足对于高斯分布，即α＝２时，ε＝０；对
于柯西分布，即α＝１时，ε＝１．

为检验参数ε不同估计方法的有效性，我们首先

按最大似然（ＭａｘｉｍｕｍＬｉｋｅｌｉｈｏｏｄ，ＭＬ）准则估计出参数

ε，然后分别按照所提出的对数矩 ＬＭ法和分数低阶矩
ＦＬＯＭ法，以及ＭｃＣｕｌｌｏｃｈ的线性估计法ε＝２－α得到
各自的估计值，在１＜α＜２区间上，分别作出估计值同

α的关系曲线．图 １所示的结果表明基于式（１５）的
ＦＬＯＭ法最为接近 ＭＬ估计．因此在最大似然准则下，
ＦＬＯＭ法为最优的估计方法．ＢＣＧＭ模型中高斯和柯西
分布的参数同源分布的尺度参数σ具有解析的对应关

系，混合比率ε又由式（１５）确定，因此该模型具有完全
解析的形式．基于此模型能够方便的导出相应稳定噪
声干扰下信号的Ｒａｏ检测．

３ Ｒａｏ统计检测模型
设观测数据矢量 ｘ的 ＰＤＦ为 ｆα（ｘ，θ），θ为ｐ×１

未知参数矢量，检测问题为如下的二元假设检验［９］

Ｈ０：θ＝θ０；
Ｈ１：θ≠θ０

对于Ｒａｏ检测统计量，若

ＴＲ（ｘ）＝
ｌｎｆα（ｘ；θ）
θ

Ｔ

θ＝θ０
Ｉ－１（θ０）

ｌｎｆα（ｘ；θ）
θ θ＝θ０

＞λ

（１６）
则判 Ｈ１，其中λ为门限值，Ｉ（θ）为Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵

［Ｉ（θ）］ｉｊ＝－Ｅ
２ｌｎｆα（ｘ；θ）
θｉθ

[ ]
ｊ

（１７）
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其中 ｉ＝１，２，…，ｐ；ｊ＝１，２，…，ｐ．对于观测数据为线性
模型信号形式

ｘ＝Ｈθ＋ｗ （１８）
其中 Ｈ为已知Ｎ×ｐ（Ｎ＞ｐ）维、秩为 ｐ的观测矩阵，ｗ
为Ｎ×１的噪声矢量，它的元素是服从ＰＤＦ为 ｆα（ｗ［ｎ］）
的独立同分布的α稳定随机噪声．若

ＴＲ（ｘ）＝
ｙＴＨ（ＨＴＨ）－１ＨＴｙ

ｉ（Ａ） ＞λ （１９）

则判 Ｈ１．其中 ｙ＝［ｙ（０），ｙ（１），…，ｙ（Ｎ－１）］Ｔ，ｙ（ｎ）＝
ｇ（ｘ（ｎ）），并且

ｇ（ω）＝－
ｄｆα（ω）
ｆα（ω）ｄω

（２０）

ｉ（Ａ）＝∫
∞

－∞

（ｄｆα（ω）／ｄω）
２

ｆα（ω）
ｄω＝∫

∞

－∞
ｆα（ω）（ｇ（ω））

２ｄω

（２１）

４ 稳定噪声中正弦信号的Ｒａｏ检测
设观测样本为 ｘ（ｎ），ｗ（ｎ）为 ＩＩＤ的稳定噪声，概

率密度函数 ｆα（ｗ）由式（１１）给出．信号设为 ｓ（ｎ）＝Ａｃｏｓ
（２πｆ０ｎ＋φ），其中参数集｛Ａ，φ｝未知，且 Ａ＞０，０＜ｆ０＜
１／２，０＜φ＜２π．则检测问题为
Ｈ０：ｘ（ｎ）＝ｗ（ｎ）， ｎ＝０，１，…，Ｎ－１
Ｈ１：ｘ（ｎ）＝Ａｃｏｓ（２πｆ０ｎ＋φ）＋ｗ（ｎ）， ｎ＝０，１，…，Ｎ－１

（２２）
将观测数据写为如式（１８）的线性模型，则

Ｈ＝

１ ０
ｃｏｓ２πｆ０ ｓｉｎ２πｆ０
 

ｃｏｓ２πｆ０（Ｎ－１） ｓｉｎ２πｆ０（Ｎ－１











）

（２３）

θ＝
Ａｃｏｓφ
Ａｓｉｎ[ ]
φ

（２４）

由于 ｆ０为归一化频率，并有 ＨＴＨ≈（Ｎ／２）Ｉ［９］，代入式
（１９），Ｒａｏ检测统计量为

ＴＲ（ｘ）＝

２
Ｎｙ
ＴＨＨＴｙ

ｉ（Ａ） ＝ ２
Ｎｉ（Ａ）∑

Ｎ－１

ｎ＝０
ｙ（ｎ）ｅｘｐ（－ｊ２πｆ０ｎ）

２

（２５）
因此 Ｒａｏ检测统计量计算的关键在于求出 ｉ（Ａ）和
ｙ（ｎ）．由式（２１）可知 ｉ（Ａ）由 ｆα（ｗ）和非线性函数 ｇ（ｗ）
决定，而 ｙ（ｎ）＝ｇ（ｘ（ｎ））．ｇ（ｗ）相当于一个非线性限
幅器，对于 ＴＲ（ｘ）至关重要，将式（１１）确定的 ＢＣＧＭ模
型代替 ｆα（ｗ），由式（２０），

ｇ（ｗ）＝
（１－ε）槡πω（ω２＋σ２）２ｅｘｐ－ω

２

４σ( )２ ＋８εσ４ω
（１－ε）２槡πσ２（ω２＋σ２）２ｅｘｐ－ω

２

４σ( )２ ＋４εσ４（ω２＋σ２）
（２６）

其中，ε为满足式（１５）的混合比率．当ε＝０，也即 ｆα（ω）

为高斯密度函数时，ｇ（ω）为线性函数，相应的检测即为
线性Ｒａｏ检测．

５ 仿真分析

在仿真实验中，为考察稳定噪声条件下不同特征

指数α时的 Ｒａｏ检测性能，不失一般性，噪声为γ＝１
的α稳定噪声，信号设为 ｓ（ｎ）＝Ａｃｏｓ（２πｆ０ｎ＋φ），观测
样本 ｘ（ｎ）的序列长度为 Ｎ＝６４，虚警概率设为 Ｐｆ＝
１０－３，选择检测实验的次数为 １０５次，考察正确检测概
率 Ｐｄ．对于有限方差条件下，通常采用信号噪声功率
比，然而在α稳定分布条件下，理论上不存在有限的二

阶矩，致使分布的方差变得没有意义，因此本文采用以

下广义信噪比［７］

ＧＳＮＲ＝１０ｌｏｇ １
γＮ∑

Ｎ

ｎ＝１
ｓ（ｎ）( )２ （２７）

通过实验，确定式（１９）中 Ｒａｏ检测门限λ．图 ２为
特征指数α＝１２和α＝１６时，基于 ＢＣＧＭ模型的 Ｒａｏ
检测以及高斯噪声假设下线性Ｒａｏ检测的性能比较．从
图中可以看出，基于ＢＣＧＭ模型的Ｒａｏ检测明显优于高
斯假设下的线性Ｒａｏ检测，线性 Ｒａｏ检测的 Ｐｄ接近０，
基本丧失了检测能力．

为了进一步考察本文提出的基于 ＢＣＧＭ模型的
Ｒａｏ检测的性能，在特征指数α接近２时，也即噪声接
近高斯噪声时，同高斯噪声假设下的线性Ｒａｏ检测进行
了比较．实验条件同前，图３给出了α＝１９５时两种检
测器的检测性能以及α＝２时线性检测器的检测性能．
从图中可以看出，当α＝２时，α稳定分布为高斯分布，
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高斯噪声假设下的线性Ｒａｏ检测具有良好的检测性能；
而当α＝１９５时，线性 Ｒａｏ检测性能明显降低，而此时
本文所提出的Ｒａｏ检测方法的检测性能明显优于线性
Ｒａｏ检测方法并接近高斯噪声时线性 Ｒａｏ检测的性能．
最后，我们考察所提出Ｒａｏ检测的 Ｐｆ～Ｐｄ性能．图４为
信噪比一定（ＧＳＮＲ＝－５ｄＢ）时，不同α条件下对标准
ＳαＳ噪声中正弦信号的 Ｒａｏ检测 Ｐｆ～Ｐｄ曲线．从图中
可以看出，该检测器在不同α条件下的检测性能差别

不大，随α的增加略有提升．

６ 小结

α稳定分布概率模型的 ＰＤＦ无闭式表达给实际的
应用带来了不便．针对已有近似模型存在的问题，提出
了双参数的ＣＧＭ模型．该模型的参数和稳定分布参数之
间具有简单的闭式联系，因此 ＢＣＧＭ是α稳定分布 ＰＤＦ
完全解析的近似模型．在α稳定噪声中，基于高斯假设
的Ｒａｏ检测不再适用，因此本文提出一种基于 ＢＣＧＭ模
型的Ｒａｏ检测器，给出了稳定噪声中未知参数目标信号
的Ｒａｏ检测统计量．对不同α值时的检测性能进行了仿
真实验，并与基于高斯假设的Ｒａｏ检测进行了比较．结果
表明，这种Ｒａｏ检测器在α值小于２的情况下，检测性能
明显优于高斯假设的 Ｒａｏ检测．所提出的方法为非高斯
重尾噪声下的信号检测提供了一种有效手段．
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